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PREFÁCIO 


Nesta décima edição de Cálculo, mantivemos aqueles aspectos das edições anteriores que 
levaram ao sucesso desta série: continuamos buscando a compreensão do estudante sem sa- 
crificar a precisão matemática, e os conjuntos de exercícios são cuidadosamente projetados 
de modo a evitar surpresas desagradáveis que podem desestruturar uma classe de Cálculo. 

Todas as modificações introduzidas nesta décima edição foram revisadas cuidadosa- 
mente por um grupo de destacados professores, tanto usuários de edições anteriores, quanto 
não usuários. A missão desse grupo de professores foi a de garantir que as mudanças não alte- 
rassem aqueles aspectos que atraíram os usuários das edições anteriores e, ao mesmo tempo, 
apresentar novidades que pudessem atrair novos usuários. 

A seguir, algumas características do livro: 


Flexibilidade Esta edição foi construída com uma flexibilidade planejada para servir um 
amplo espectro de filosofias do Cálculo, desde a mais tradicional até a mais “reformista”. Os 
recursos computacionais podem ser enfatizados, ou não, e a ordem de muitos tópicos pode 
ser permutada livremente para acomodar as necessidades específicas do professor. 


Rigor O desafio de escrever um bom livro de Cálculo está em equilibrar corretamente 
o rigor e a clareza. Nosso objetivo é apresentar a mais rigorosa Matemática possível num 
tratamento introdutório. Quando a clareza e o rigor colidem, escolhemos clareza; contu- 
do, acreditamos que é importante o estudante entender a diferença entre uma demonstração 
precisa e um argumento informal, de modo que informamos o leitor quando os argumentos 
apresentados são informais ou para motivação. A teoria envolvendo argumentos de e e ô 
aparece em seções separadas, podendo ser estudada ou não, de acordo com a preferência do 
professor. 


Regra dos quatro A “regra dos quatro” diz respeito à apresentação dos conceitos dos 
pontos de vista verbal, algébrico, visual e numérico. De acordo com a filosofia pedagógica 
atual, sempre que indicado, utilizamos essa abordagem. 


Exercícios Cada conjunto de exercícios desenvolvido para esta edição foi planejado vi- 
sando à prática do aluno. Exercícios com respostas proporcionam a verificação imediata do 
conhecimento adquirido, exercícios de compreensão focam os conceitos principais e os iden- 
tificados com um ícone requerem a utilização de recursos tecnológicos, como calculadora 
gráfica ou sistemas computacionais. 


Aplicabilidade do cálculo Um dos objetivos primários desta edição é o de estabelecer 
relações do Cálculo com o mundo real e com a experiência própria do estudante. Esse tema é 
mantido ao longo de exemplos e exercícios. 


Preparação profissional Este texto foi escrito num nível matemático que prepara os 
estudantes para uma variedade de carreias profissionais que requeiram um fundamento mate- 
mático sólido, incluindo as engenharias, várias ciências e a administração. 


xii 


Prefácio 


Revisão de trigonometria Muitos alunos são atormentados por deficiências em Trigo- 
nometria, de modo que incluímos uma revisão substancial de Trigonometria no Apêndice B. 


Apêndice de equações polinomiais Como muitos estudantes têm dificuldades em 
resolver equações polinomiais, o Apêndice C traz uma revisão do Teorema da Fatoração, do 
Teorema do Resto e do procedimento para encontrar raízes racionais. 


Princípios do cálculo de integrais O tradicional capítulo de Técnicas de Integração é 
denominado “Princípios do Cálculo de Integrais” para refletir uma abordagem mais moderna 
do material. Esse capítulo enfatiza métodos gerais e o papel de recursos computacionais no 
lugar de truques específicos para calcular integrais complicadas ou obscuras. 


Materiais adicionais 


Os materiais adicionais foram especialmente desenvolvidos para o aluno potenciali- 
zar seu estudo e para o professor enriquecer as suas aulas, e estão disponíveis no site 
www.grupoa.com.br. 


Para o aluno Procure por este livro no site do Grupo A e, depois de cadastrado, acesse 
livremente os seguintes materiais: 


Em inglês Em português 

Additional Materials Colisão com Cometa 

Graphing Video Tutorial Iteração e Sistemas Dinâmicos 

Student Study Guide Kabum, o Homem Bala 

Web Appendices Modelando Furacões 
Planejamento de Estradas de Ferro 
Robótica 


Para o professor Cadastre-se no site do Grupo A, busque por este livro, clique no link 
Material para o Professor e acesse os seguintes materiais (em inglês): 

Student Solutions Manual 

The Student Study Guide 

Instructor's Solutions Manual 

Instructor's Manual 

Computerized Test Bank 

Printable Test Bank 

PowerPoint Presentations 


Image Gallery 
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xviii As raízes do cálculo 


AS RAÍZES DO CÁLCULO 


As excitantes aplicações atuais do Cálculo têm raízes que re- 
montam ao trabalho do matemático grego Arquimedes, mas 
a descoberta dos princípios fundamentais do Cálculo foi feita 
independentemente por Isaac Newton (inglês) e Gottfried Lei- 
bniz (alemão) ao final do século XVII. O trabalho de Newton e 
de Leibniz foi motivado por quatro grandes classes de proble- 
mas científicos e matemáticos daquela época: 


e Encontrar a reta tangente a uma curva arbitrária num 


aceleração e a velocidade num dado instante, encontrar 
a distância percorrida pelo objeto num determinado pe- 
ríodo de tempo. 


Newton e Leibniz encontraram uma relação fundamen- 
tal entre os problemas de determinar uma reta tangente a uma 
curva e o de determinar a área de uma região. A descober- 
ta dessa relação é considerada a “descoberta do Cálculo”. 
Embora Newton tivesse visto a relação entre esses dois pro- 


dado ponto. 


e Encontrar a área de uma região, o comprimento de uma 
curva e o volume de um sólido arbitrários. 


e Encontrar os valores máximo e mínimo de uma quanti- 
dade — por exemplo, as distâncias máxima e mínima de 
um planeta ao Sol ou o alcance máximo possível de um 


projétil variando o ângulo de disparo. 


e Dada uma fórmula para a distância percorrida por um 
objeto num certo tempo especificado, encontrar a velo- 
cidade e a aceleração desse objeto num dado instante. 
Reciprocamente, dada uma fórmula que especifique a 


[Imagem: domínio público de http://commons.wikimedia.org/ 
wiki/File:Hw-newton.jpg. A imagem foi fornecida por cortesia 
da Biblioteca da Universidade do Texas em Austin. ] 


blemas dez anos antes de Leibniz, este publicou seu traba- 
lho vinte anos antes daquele, numa circunstância que levou 
a um conflituoso debate sobre quem teria sido o autêntico 
descobridor do Cálculo. Esse debate envolveu a Europa du- 
rante meio século, com os cientistas do continente europeu 
apoiando Leibniz e os da Inglaterra, Newton. O conflito foi 
extremamente infeliz, porque a notação inferior de Newton 
barrou muito o desenvolvimento científico na Inglaterra, e o 
continente, por sua vez, perdeu por quase cinquenta anos o 
benefício das descobertas de Newton em Astronomia e na Fí- 
sica. Apesar disso tudo, Newton e Leibniz foram admiradores 
sinceros do trabalho um do outro. 


ISAAC NEWTON (1642-1727) 


Newton nasceu na aldeia de Woolsthorpe, na Inglaterra. Seu pai faleceu antes 
de seu nascimento e sua mãe criou-o na fazenda da família. Quando jovem, 
mostrou pouca evidência de seu brilho como adulto, exceto por um talento pou- 
co comum com aparelhos mecânicos; aparentemente, ele construiu um relógio 
movido a água e um moinho de farinha movido por um camundongo. Em 1661, 
ele entrou no Trinity College em Cambridge sabendo pouca Geometria. Fortui- 
tamente, chamou a atenção de Isaac Barrow, um matemático talentoso que era 
professor daquela instituição. Guiado por Barrow, Newton se dedicou à Mate- 
mática e às Ciências, mas graduou-se sem distinção especial. Em razão da peste 
bubônica que se espalhou rapidamente por Londres, voltou para sua casa em 
Woolsthorpe e lá permaneceu durante os anos de 1665 e 1666. Nesses dois anos 
momentosos, todo o arcabouço da ciência moderna foi criado miraculosamente 
na mente de Newton. Ele descobriu o Cálculo, reconheceu os princípios básicos 
do movimento planetário e da gravitação e determinou que a “luz branca” do 
Sol era composta por todas as cores, desde o vermelho até o violeta. Por alguma 
razão, manteve para si mesmo todas as suas descobertas. Em 1667, retornou a 
Cambridge para obter o título de Mestre e, depois de graduado, tornou-se pro- 
fessor em Trinity. Em 1669, sucedeu seu professor, Isaac Barrow, na assim cha- 
mada cátedra lucasiana de Matemática de Trinity, que é um dos mais honrados 
postos de matemático do mundo. 

Daí em diante, o fluxo de suas descobertas brilhantes foi contínuo. Newton 
formulou a lei da gravitação e usou-a para explicar o movimento da Lua, dos 
planetas e das marés; formulou as leis básicas da luz, da termodinâmica e da 
hidrodinâmica; projetou e construiu o primeiro telescópio refletor moderno. Ao 


longo de sua vida, ele hesitava em publicar suas principais descobertas, talvez temendo crí- 
ticas ou controvérsias, revelando-as somente para amigos de um círculo seleto. Em 1687, 
somente após intensa persuasão do astrônomo Edmond Halley (o descobridor do cometa 
Halley), Newton publicou sua obra-prima, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 


As raízes do cálculo xix 


(Os Princípios Matemáticos da Filosofia Natural). Esse trabalho é considerado por muitos 
como o livro científico mais importante e influente jamais escrito. Nele, Newton explicou o 
funcionamento do sistema solar e formulou as leis básicas do movimento, que até hoje são 
fundamentais na Engenharia e na Física. Entretanto, nem mesmo o apelo de seus amigos 
convenceu-o a tornar pública sua descoberta do Cálculo. Somente após Leibniz ter publicado 
seus resultados, Newton condescendeu e publicou seus trabalhos sobre a área. 

Depois de 25 anos como professor, Newton entrou em depressão e teve um esgota- 
mento nervoso. Ele desistiu da pesquisa em 1695 para aceitar uma posição na casa da moeda 
de Londres. Durante os 25 anos que lá trabalhou, ele praticamente não fez nenhum trabalho 
científico ou matemático. Newton foi nomeado cavaleiro em 1705 e, quando morreu, foi en- 
terrado na abadia de Westminster com todas as honras que seu país poderia prestar. É interes- 
sante notar que ele era um teólogo instruído que viu o valor de seu trabalho como sendo o seu 
apoio à existência de Deus. Por toda sua vida, trabalhou apaixonadamente para datar eventos 
bíblicos, relacionando-os a fenômenos astronômicos. Essa paixão o consumia tanto que gas- 
tou anos procurando indícios do fim do mundo e da geografia do inferno no Livro de Daniel. 

Newton descrevia sua brilhante realização da seguinte forma: “Eu tenho a impressão de 
ter sido apenas uma criança brincando numa praia, divertindo-me aqui e acolá e descobrindo 
uma pedrinha mais redonda ou uma conchinha mais bonita que as outras, enquanto o imenso 
oceano da verdade está todo a ser descoberto à minha frente” 


GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) 


Esse talentoso gênio foi uma das últimas pessoas a dominar a maior parte dos 
campos de conhecimento, uma realização impossível em nossa época de espe- 
cialização. Ele foi um especialista em Direito, Religião, Filosofia, Literatura, 
Política, Geologia, Metafísica, Alquimia, História e Matemática. 

Leibniz nasceu em Leipzig, na Alemanha. Seu pai, um professor de Filo- 
sofia Moral na Universidade de Leipzig, faleceu quando ele tinha seis anos de 
idade. A criança precoce teve, então, acesso à biblioteca de seu pai e começou a 
ler vorazmente sobre uma grande variedade de assuntos, um hábito que manteve 
durante toda sua vida. Com 15 anos, entrou na Universidade de Leipzig como 
estudante de Direito e, aos 20, obteve um título de Doutor da Universidade de 
Altdorf. Subsequentemente, Leibniz seguiu uma carreira em Direito e em Po- 
lítica Internacional, tendo sido conselheiro de reis e príncipes. Durante suas 
inúmeras missões no exterior, entrou em contato com renomados matemáticos 
e cientistas que estimularam seu interesse pela Matemática, mais notadamente 
o físico Christian Huygens. Leibniz foi autodidata em Matemática, aprendendo 
o assunto com a leitura de artigos e periódicos. Como um resultado dessa edu- 
cação matemática fragmentada, ele frequentemente redescobria os trabalhos de 
outros, o que ajudou a acender o debate sobre a descoberta do Cálculo. 


[Imagem: http://commons. wikimedia.orgAviki/File:Gottfried Leibniz nunca se casou. Ele tinha hábitos moderados e era irascível, mas 


Wilhelm von Leibniz.jpg] 


facilmente acalmado e benevolente em seu julgamento acerca do trabalho de 

outros. Apesar de suas grandes realizações, Leibniz nunca recebeu as honras 
dadas a Newton e passou seus últimos anos como um homem solitário e amargurado. Em 
seu funeral havia uma só pessoa enlutada, sua secretária. Uma testemunha observou: “Ele foi 
enterrado mais como um ladrão do que o que ele realmente era, um ornamento de seu país.” 


Esta página foi deixada em branco intencionalmente. 


MODELAGEM 
MATEMÁTICA 
COM EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 


Foto de Milton Bell, catálogo # Lul-mbl, Texas Archeological Research 
Labratory, The University of Texas em Austin. 


Escavações nos anos 1920 em 


um sítio arqueológico em Folson, 
Novo México, EUA, revelaram uma 


coleção de pontas de flechas de 
pedra que ficou conhecida como 


“pontas de Folsom”. Datação 
por carbono de ossos de bisão 
chamuscados encontrados nas 


redondezas, realizada em 1950, 


confirmou que caçadores humanos 
viveram naquela área entre 9000 


e 8000 anos antes da era cristã. 


A datação por carbono será 
estudada neste capítulo. 


Muitas leis fundamentais da Ciência e da Engenharia podem ser expressas em termos de equações 
diferenciais. Introduzimos o conceito de uma equação diferencial na Seção 5.2, mas neste capítulo 
detalharemos mais. Discutiremos alguns modelos matemáticos importantes que envolvem equações 
diferenciais e analizaremos alguns métodos de resolução e de aproximação de soluções de alguns 
tipos básicos de equações diferenciais. Contudo, iremos somente tangenciar tal tópico, deixando 
muitos assuntos importantes em equações diferenciais para cursos completamente dedicados a 
esse assunto. 


8.1 MODELAGEM COM EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Tabela 8.1.1 
EQUAÇÃO DIFERENCIAL ORDEM 
dy 
dy «dy 
— -6>+8y=0 2 
dx? d ” 
dy dy 
— -1>+(-lDy=e 3 
d? dt ý 
y-y =e% 1 
y”+y =cost 2 


Nesta seção, introduziremos alguma terminologia e conceitos básicos relativos a equações 
diferenciais. Também discutiremos a ideia geral de modelagem com equações diferencias 
e encontraremos modelos importantes que podem ser aplicados à Demografia, Medicina, 
Ecologia e Física. Nas últimas seções deste capítulo investigaremos os métodos que podem 
ser usados para resolver essas equações diferenciais. 


E TERMINOLOGIA 


Na Seção 5.2, vimos que uma equação diferencial é uma equação que envolve uma ou mais 
derivadas de uma função desconhecida. Nesta seção, denotaremos a função desconhecida 
por y = y(x), a menos que a equação diferencial venha de um problema aplicado envolven- 
do o tempo, quando a denotaremos por y = y(t). A ordem da equação diferencial é a ordem 
da maior derivada que ela contém. Alguns exemplos estão dados na Tabela 8.1.1. As duas 
últimas equações da tabela estão expressas na notação “linha”, que não especifica a variável 
independente de maneira explícita. Em geral somos capazes de dizer, a partir da própria equa- 
ção ou do contexto no qual ela surge, se devemos interpretar y' como dy/dx ou como dy/dt. 


E SOLUÇÕES DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Uma função y = y(x) é uma solução de uma equação diferencial em um intervalo aberto se a 
equação estiver satisfeita identicamente no intervalo quando y e suas derivadas forem substi- 
tuídas na equação. Por exemplo, y = e” é uma solução da equação diferencial 


q VE (1) 
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A solução geral (2) da equação de 
primeira ordem (1) tem uma única 
constante arbitrária. Mais geralmen- 
te, a solução geral de uma equação 
diferencial de enésima ordem tem n 
constantes arbitrárias. Isso é plausí- 
vel, pois são necessárias n integra- 
ções para recuperar uma função a 
partir de sua enésima derivada. 


no intervalo (—%, +50), pois substituindo y e as suas derivadas no lado esquerdo dessa equa- 
ção obtemos 


com qualquer valor real de x. Porém, essa não é a única solução em (—c0, +20); por exemplo, 
a função 


y = e™ + Ce” (2) 
também é uma solução com qualquer valor real da constante C, pois 
d d 
ay" =j — [e* J Ce] E (e J Ce”) = 2e” dE Ce) = (e Em Ce”) = e 
dx dx 


Depois de desenvolver algumas técnicas de resolução de equações como a dada em (1), 
poderemos mostrar que todas as soluções de (1) em (—%, +%) podem ser obtidas substituin- 
do a constante C em (2) por valores. Em um dado intervalo, uma solução de uma equação 
diferencial a partir da qual podem ser deduzidas todas as soluções naquele intervalo, pela 
substituição de constantes arbitrárias por valores, é chamada de solução geral da equação no 
intervalo. Assim, (2) é a solução geral de (1) no intervalo (—c0, +00). 

O gráfico de uma solução de uma equação diferencial é chamado de curva integral da 
equação, portanto a solução geral de uma equação diferencial produz uma família de curvas 
integrais correspondentes a diferentes possíveis escolhas para as constantes arbitrárias. Por 
exemplo, a Figura 8.1.1 mostra algumas curvas integrais de (1), que foram obtidas atribuindo- 
-se valores para a constante arbitrária de (2). 


d 
Curvas integrais de Z -y =e” 
Figura 8.1.1 ii 


E PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Quando um problema aplicado leva a uma equação diferencial, em geral há condições no 
problema que determinam valores específicos para as constantes arbitrárias. Como regra em- 
pírica, necessitamos de n condições para determinar os valores de todas as n constantes ar- 
bitrárias na solução geral de uma equação diferencial de ordem n (uma condição para cada 
constante). Para uma equação de primeira ordem, a única constante arbitrária pode ser deter- 
minada especificando-se o valor da função desconhecida y(x) em um ponto arbitrário xo, di- 
gamos y(x9) = yo. Isso é chamado de condição inicial, e o problema de resolver uma equação 
de primeira ordem sujeita a uma condição inicial é chamado de problema de valor inicial de 
primeira ordem. Geometricamente, a condição inicial y(x9) = Yo tem o efeito de isolar da fa- 
mília completa de curvas integrais a curva integral que passa pelo ponto (xo, yo). 


© AndreasReh/iStockphoto 

Um modelo de crescimento popula- 
cional irrestrito pode ser usado para 
modelar o aumento de bactérias em 
uma placa de Petri se o número ini- 
cial de bactérias for pequeno. 
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> Exemplo 1 A solução do problema de valor inicial 


pode ser obtida pela substituição da condição inicial x = 0, y = 3 na solução geral (2) para 
encontrar C. Obtemos 


3= + Ce=1+C 


Assim, C = 2, e a solução do problema de valor inicial, obtida substituindo esse valor de C 
em (2), é 


y=e™"+2e 


Geometricamente, essa solução pode ser vista como a curva integral na Figura 8.1.1 que pas- 
sa pelo ponto (0, 3). < 


Como muitos princípios importantes das ciências físicas e sociais envolvem taxas de 
variação, não deveria ser uma surpresa que tais princípios possam, muitas vezes, ser modela- 
dos por equações diferenciais. Vejamos alguns exemplos do processo de modelagem. 


E CRESCIMENTO POPULACIONAL IRRESTRITO 

Um dos modelos mais simples de crescimento populacional está baseado na observação de 
que quando populações (pessoas, plantas, bactérias e moscas-das-frutas, por exemplo) não 
estão restritas por limitações ambientais, elas tendem a crescer a uma taxa proporcional ao 
tamanho da população — quanto maior for a população, mais rapidamente ela cresce. 

Para traduzir esse princípio em um modelo matemático, suponha que y = y(t) denote a 
população no instante t. A cada momento, a taxa de crescimento populacional em relação ao 
tempo é dy/dt, portanto a hipótese de que a taxa de crescimento seja proporcional à popula- 
ção é descrita pela equação diferencial 


dy 
— =k 3 
d 9 63) 
onde k é uma constante de proporcionalidade positiva que pode ser usualmente determinada 
experimentalmente. Assim, se a população for conhecida em algum instante, digamos y = yo 
emt = 0, então a fórmula geral para a população y(t) pode ser obtida resolvendo-se o proble- 
ma de valor inicial 


dy 
— = ky, 0) = 
Ji y, y0) =y 


E CRESCIMENTO POPULACIONAL RESTRITO; MODELOS LOGÍSTICOS 
A premissa básica do modelo de crescimento populacional irrestrito é a de que a população 
y = y(t) não é condicionada pelo meio ambiente. Essa hipótese até é razoável enquanto o 
tamanho da população for relativamente pequeno, mas os efeitos ambientais se tornam cada 
vez mais importantes à medida que a população cresce. Em geral, as populações crescem 
dentro de sistemas ecológicos que podem suportar somente um certo número de indivíduos; 
o número L desses indivíduos é denominado capacidade de tolerância do sistema. Quando 
y > L, a população excede a capacidade do sistema ecológico e tende a decrescer em dire- 
ção a L; quando y < L, a população está abaixo da capacidade do sistema ecológico e tende 
a crescer em direção a L; quando y = L, a população está em equilíbrio com a capacidade do 
sistema ecológico e tende a permanecer estável. 

Para traduzir isso em um modelo matemático, devemos procurar uma equação diferen- 
cial na qualy > 0,L>0€e 


dy 


dy 
dt L de 7 a. 


0 se 2 aT, = se Zaj 
L dt L 
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Além disso, quando a população estiver muito abaixo da capacidade de tolerância (ou seja, se 
y/L = 0), então as restrições do meio ambiente deveriam ter pouco efeito e a taxa de cresci- 
mento deveria se comportar como no modelo de crescimento irrestrito. Assim, queremos que 


em que k é uma constate positiva de proporcionalidade. Assim, se k e L puderem ser de- 
terminados experimentalmente e se a população for conhecida em algum ponto, digamos, 
(0) = yo, então uma fórmula para a população y(t) pode ser determinada resolvendo o pro- 
blema de valor inicial 


dy y 
Zk (1 z Z) | y0= 4 
Ji z7)» y®=y (4) 

Deve-se tal teoria do crescimento populacional ao matemático belga P. F. Verhulst 
(1804-1849), que a introduziu em 1838 e a descreveu como “crescimento logístico”*. Assim, 
a equação diferencial (4) é denominada equação diferencial logística, e o modelo de cresci- 
mento descrito por (4) é denominado modelo logístico. 


E FARMACOLOGIA 


Quando uma droga (digamos, penicilina ou aspirina) é administrada a um indivíduo, ela entra 
na corrente sanguínea e, então, é absorvida pelo corpo no decorrer do tempo. Pesquisas mé- 
dicas mostraram que a quantidade de uma droga presente nessa corrente tende a decrescer a 
uma taxa proporcional à quantidade de droga presente — quanto mais droga estiver presente 
na corrente sanguínea, mais rapidamente ela será absorvida pelo corpo. 

Para traduzir este princípio em um modelo matemático, suponha que y = y(t) seja a 
quantidade de droga presente na corrente sanguínea no instante t. A cada instante, a taxa de 
variação de y em relação a t é dy/dt, portanto, a hipótese de que o decrescimento da taxa seja 
proporcional à quantidade y na corrente sanguínea traduz-se na equação diferencial 


dy 
>-k 5 
E y (5) 
onde k é uma constante de proporcionalidade positiva que depende da droga e pode ser de- 
terminada experimentalmente. O sinal negativo é requerido, pois y decresce com o tempo. 
Assim, se a dosagem inicial da droga for conhecida, digamos y = yo em t = 0, então a fórmula 
geral para y(t) pode ser obtida resolvendo-se o problema de valor incial 

dy 


= =, 0) = 
E y, 0) = 


E DISSEMINAÇÃO DE UMA DOENÇA 


Suponha que uma doença comece a se espalhar em uma população de L indivíduos. A lógica 
sugere que, em cada instante, a taxa segundo a qual a doença se espalha irá depender de quantos 
indivíduos estão afetados e de quantos não estão — à medida que mais indivíduos estiverem afeta- 
dos, a oportunidade de disseminação da doença tende a crescer, mas ao mesmo tempo há menos 
indivíduos que não foram afetados, portanto, a disseminação da doença tende a decrescer. Dessa 
forma, existem duas influências conflitantes sobre a taxa segundo a qual a doença se espalha. 


* O modelo de Verhulst caiu na obscuridade por quase um século porque ele não havia oferecido dados de censo em quantidade 
suficiente para testar sua validade. No entanto, o interesse nesse modelo foi ressuscitado nos anos 1930, quando biólogos tiveram 
sucesso em sua utilização para descrever o crescimento das populações de moscas-das-frutas e de besouros de farinha. O próprio 
Verhulst utilizou seu modelo para prever que um limite superior da população da Bélgica seria de aproximadamente 9.400.000. A 
população da Bélgica em 2006 era de 10.379.000. 


Mostre que o modelo de dissemina- 
ção de uma doença pode ser visto 
como um modelo logístico com cons- 
tante de proporcionalidade kL: basta 
reescrever (6) de acordo. 


Posição natural 
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Figura 8.1.2 


Posição natural 
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y= 


Figura 8.1.3 
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Para traduzir isso em um modelo matemático, suponha que y = y(t) seja o número de 
indivíduos que têm a doença no instante t, logo necessariamente o número de indivíduos que 
não têm a doença no instante t é L — y. Quando o valor de y cresce, o valor de L — y decres- 
ce, assim as influências conflitantes dos dois valores sobre a taxa de disseminação dy/dt são 
levadas em conta pela equação diferencial 

dy 

a ky(L — y) 
onde k é uma constante de proporcionalidade positiva que depende da natureza da doença e dos 
padrões de comportamento dos indivíduos e pode ser determinada experimentalmente. Assim, 
se o número de indivíduos afetados for conhecido em um certo instante, digamos y = yo em 
t = 0, então a fórmula geral para y(t) pode ser obtida resolvendo o problema de valor inicial 


dy o = o 
u ky(L — y), (0) = yo (6) 


E LEI DO RESFRIAMENTO DE NEWTON 


Se um objeto quente for colocado em um ambiente frio, o objeto resfriará a uma taxa propor- 
cional à diferença de temperatura entre o objeto e o ambiente. Analogamente, se um objeto 
frio for colocado num ambiente quente, o objeto esquentará a uma taxa que é, novamente, 
proporcional à diferença de temperatura entre o objeto e o ambiente. Juntas, essas duas ob- 
servações constituem o que é conhecido como a Lei do Resfriamento de Newton. (Essa lei já 
apreceu anteriormente nos exercícios da Seção 2.2 e foi mencionada rapidamente na Seção 
5.8.) Para traduzir essa lei num modelo matemático, suponha que T = T(t) seja a temperatura 
do objeto em um instante de tempo t e que T, seja a temperatura do ambiente, que supomos 
ser constante. Como a taxa de variação dT/dt é proporcional a T — T., temos 

n k(T —T, 

I ( e) 
em que k é uma constate positiva de proporcionalidade. Além disso, como dT/dt é positivo 
se T < T, e é negativo se T > T,, o sinal de k deve ser negativo. Assim, se a temperatura do 
objeto for conhecida em algum instante de tempo, digamos, T = Ty no instante t = 0, então 
uma fórmula para a temperatura T(t) pode ser obtida resolvendo o problema de valor inicial 

dT 


g TTT TO= (7) 


E OSCILAÇÃO DE MOLAS 
Concluímos esta seção com um modelo da Engenharia que leva a uma equação diferencial 
de segunda ordem. 

Considere um bloco de massa m preso a uma extremidade de uma mola horizontal, 
conforme a Figura 8.1.2. Suponha que o bloco seja colocado em movimento oscilatório pu- 
xando a mola além de sua posição natural e soltando-a no instante de tempo t = 0. Estaremos 
interessados em encontrar um modelo matemático que descreva o movimento oscilatório do 
bloco no decorrer do tempo. 

Para traduzir esse problema em forma matemática, introduzimos um eixo horizontal x 
cujo sentido positivo seja para a direita e cuja origem esteja na extremidade direita da mola 
quando a mola estiver na posição natural (Figura 8.1.3). Nossa meta é encontrar a coordenada 
x = x(t) do ponto em que o bloco está preso à mola como uma função do tempo. No desenvol- 
vimento desse modelo, suporemos que a única força que age sobre a massa m é a força restau- 
radora da mola e ignoraremos a influência de outras forças, como a do atrito e a da resistência 
do ar, e assim por diante. Lembre que, pela Lei de Hooke (Seção 6.6), quando o ponto de 
conexão tiver a coordenada x(t), a força restauradora será —kx(t), em que k é uma constante 
da mola. [O sinal é negativo porque a força restauradora atua para a esquerda quando x(t) for 
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positivo e atua para a direita quando x(t) for negativo.| Segue da Segunda Lei do Movimento 
de Newton [Equação (5) da Seção 6.6] que essa força restauradora é igual ao produto da mas- 
sa m pela aceleração d?x/dt? da massa. Em outras palavras, temos 


que é uma equação diferencial de segunda ordem em x. Se a mola for solta de sua posição na- 
tural x(0) = xo no instante t = 0, então uma fórmula para x(t) pode ser encontrada resolvendo 
o problema de valor inicial 


— =-kx, x(0)=x, x(0)=0 (8) 


[Se a mola for solta de sua posição natural com uma velocidade inicial vo O no instante 


t = 0, então a condição x'(0) = 0 deve ser trocada por x'(0) = vo.] 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.1 (Ver página 568 para respostas.) 


1. Associe cada equação diferencial com sua família de soluções. 


d ; 
(a) x =y G) y=2+C 
dx 
(b) y” =4y Gii) y= C; sen 2x + C3 cos 2x 
d 
(o) E =2x Gii) y= Cie™ + Coe 
dx 
w (y) y=C 
— = — 1V = Cx 
dx? 7 E 


2. Se y= Cie? + Cyxe* é a solução geral de uma equação dife- 
rencial, então a ordem da equação é e a solução 
da equação diferencial que satisfaz a condição inicial y(0) = 1, 
y'(0) = 4 é dada por y = 


EXERCÍCIOS 8.1 


3. O gráfico de uma função diferenciável y = y(x) passa pelo pon- 
to (0, 1) e em cada ponto P(x, y) do gráfico a reta tangente é 
perpendicular à reta que passa por P e pela origem. Encontre 
um problema de valor inicial cuja solução seja y(x). 


4. Um copo de água gelada a uma temperatura de 36ºF é coloca- 
do em uma sala com uma temperatura ambiente constante de 
68ºF. Supondo que a Lei do Resfriamento de Newton se apli- 
que, encontre um problema de valor inicial cuja solução seja a 
temperatura da água t minutos depois de ter sido colocada na 
sala. [Nota: a equação diferencial irá envolver uma constante 
de proporcionalidade.] 


1. Confirme que y = 3e” é uma solução do problema de valor 
inicial y'= 3x°y, y(0) = 3. 


2. Confirme que y = ut + 2 cos x + 1 é uma solução do proble- 
ma de valor inicial y' = É —2 sen x, (0) = 3. 


3-4 Dê a ordem da equação diferencial e confirme que as funções 
da família dada são soluções. EH 


d 
3 @ d+) =y; y= +) 
dx 
(b) y"+y=0; y= cı sent + c cost 


d 

4. (a) 2 M ty=x-l; y =ce 2 +x-—3 
dx 

£ 


b) y"=y=0; y=cie' + oe 


5-8 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verdadei- 
ra ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


5. A equação 


é um exemplo de equação diferencial de segunda ordem. 


6. A equação diferencial 


dy 
— =2 1 
dx y+ 


tem uma solução que é constante. 


7. A solução geral da equação diferencial 


dy dy dy 
3 4y=0 
dx? i dx? dx t4y 


envolve três constantes arbitrárias. 


8. Se cada solução de uma equação diferencial puder ser expressa 
na forma y = Ae**? com alguma escolha de constantes A e b, 
então a equação diferencial deve ser de segunda ordem. 


9-14 Em cada parte, verifique que as funções dadas são soluções da 
equação diferencial substituindo as funções na equação. W 


9. y+y'—-2y=0 
(a) ee 
(b) ce? + ce (ci. c2 constantes) 
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10.) —-y' — 6y=0 

(a) e™ ee” 

(b) ce? + c2e™ (c1, c2 constantes) 
11.) —-4y'+4y=0 

(a) exe” 

(b) cie™ + coxe? (c1, c2 constantes) 
12. y” — 8y' + 16y=0 

(a) e® exe® 

(b) cre” + coxe** (cı, c2 constantes) 
13. y"+4y=0 

(a) sen 2x e cos 2x 

(b) cı sen 2x + c2 cos 2x (cy, c2 constantes) 


14. y" +4y'+13y=0 
(a) e? sen 3x e e™™ cos 3x 
(b) e™™(c; sen 3x + c2 cos 3x) (cy, c2 constantes) 


2x 


15-20 Use os resultados dos Exercícios 9 a 14 para encontrar uma 
solução do problema de valor inicial. E 


15. y + y'—2y=0, (0)=-—1, »y(0)= —4 
16. y"— y'—6y=0, 0) =1, y(0)=8 
17.) —4y'+4y=0, y(0)=2, y'(0)=2 

18. y” — 8y' + 16y=0, y0)=1, y(0)=1 
19. y” + 4y'=0, x0)=1, y'(0)=2 

20. y” +4y' +13y=0, y0)=-—1, y'(0)=-—1 


21-26 Encontre uma solução do problema de valor inicial. E 
21. y'+4x=2, y(0)=3 
22. y" +6x=0, yx(0)=1, y'(0)=2 


23. y'— y’ =0, y(1)=2 [Sugestão: suponha que a solução te- 
nha uma função inversa x = x(y). Encontre e resolva a equação 
diferencial que envolve x'(y).] 


24. y'=1 +y, y(0)=0 (Ver Exercício 23.) 


25. xy’ + 2xy = 0, y(1) = 2 [Sugestão: interprete o lado es- 
querdo da equação como a derivada de um produto de duas 
funções.) 


26. xy' +y=é, y(1)=1+e (Ver Exercício 25.) 


29. (a) 


30. 
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(b) Suponha que uma quantidade y = y(t) varie de tal 
modo que dy/dt = —ky?, onde k > 0. Descreva em pa- 
lavras a variação de y. 


Suponha que uma partícula se mova ao longo de um 
eixo s de tal forma que a sua velocidade v(t) seja sem- 
pre a metade de s(t). Determine uma equação diferen- 
cial cuja solução seja s(t). 

(b) Suponha que um objeto se mova ao longo de um eixo s 
de tal forma que a sua aceleração a(t) seja sempre o do- 
bro da velocidade. Determine uma equação diferencial 
cuja solução seja s(t). 


Suponha que um corpo se mova ao longo de um eixo s atra- 

vés de um meio resistente de tal forma que a velocidade 

v = v(t) decresça a uma taxa que seja o dobro do quadrado 

da velocidade. 

(a) Encontre uma equação diferencial cuja solução seja a 
velocidade v(t). 

(b) Encontre uma equação diferencial cuja solução seja a 
posição s(t). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27. (a) Suponha que uma quantidade y = y(t) cresça a uma 
taxa proporcional ao quadrado da quantidade presente 
e que em ż = 0 ela seja yo. Determine um problema de 

valor inicial cuja solução seja y(t). 
(b) Suponha que uma quantidade y = y(t) decresça a uma 
taxa proporcional ao quadrado da quantidade presente 
e que em t = O ela seja yo. Determine um problema de 

valor inicial cuja solução seja y(t). 


28. (a) Suponha que uma quantidade y = y(t) varie de tal 
modo que dy/dt = k./y, onde k > 0. Descreva em pa- 


lavras a variação de y. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Considere uma solução y = y(t) do modelo de crescimento po- 

pulacional irrestrito. 

(a) Use a Equação (3) para explicar por que y será uma função 
crescente de t. 

(b) Use a Equação (3) para explicar por que o gráfico de 
y = y(t) será côncavo para cima. 


Considere o modelo de crescimento populacional logístico. 
(a) Explique por que esse modelo tem duas soluções constantes. 
(b) Com qual tamanho a população crescerá mais rapidamente? 


Considere o modelo de disseminação de uma doença. 

(a) Explique por que esse modelo tem duas soluções constantes. 

(b) Com qual tamanho da população infectada a disseminação 
da doença crescerá mais rapidamente? 


Explique por que existe exatamente uma solução constante do 
modelo da Lei do Resfriamento de Newton. 


Mostre que se cı e c2 forem quaisquer constantes, a função 


A 
x=x(t)=c/cos — t | +c sen —t 
m m 


será uma solução da equação diferencial da oscilação de uma 
mola. (O movimento correspondente da mola é conhecido 
como movimento harmônico simples.) 


(a) Use o resultado do Exercício 35 para resolver o problema 
de valor inicial em (8). 

(b) Encontre a amplitude, o período e a frequência da resposta 
dada no item (a) e interprete cada um deles em termos do 
movimento da mola. 


Texto Selecione um dos modelos desta seção e escreva um 
parágrafo discutindo as condições diante das quais esse mode- 
lo não seria apropriado. Como o modelo poderia ser modifica- 
do para levar em consideração essas condições? 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.1 


LO) DD) OD AD) 2. 2e” + 2x 3. x= -Ž y0 =1 4. a =kK(T — 68), T (0) = 36 
x y 


8.2 SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS 


Nesta seção, discutiremos um método denominado “separação de variáveis”, que pode ser 
usado para resolver uma classe grande de equações diferenciais de primeira ordem de um certo 
formato. Utilizaremos esse método para investigar os modelos matemáticos para o crescimento 
e o decaimento exponenciais, inclusive modelos populacionais e a datação por carbono. 


E EQUAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM SEPARÁVEIS 
Veremos agora um método de resolução que pode, muitas vezes, ser aplicado a equações de 
primeira ordem que possam ser expressas da forma 


dy 
hO — 80) (1) 
x 
Tais equações de primeira ordem são denominadas separáveis. Alguns exemplos de equações 


separáveis são dadas na Tabela 8.2.1. A terminologia decorre da possibilidade de reescrever 
essas equações no formato 


Alguns autores definem uma equação 
separável como uma que pode ser 
escrita no formato dy/dx = G(O)H()). 
Explique por que isso equivale à nos- h) dy = g) dx (2) 
sa definição. 
em que as expressões envolvendo x aparecem de um lado e as envolvendo y, do outro lado 
da equação. O processo de reescrever (1) no formato (2) é denominado separar as variáveis. 


Tabela 8.2.1 
EQUAÇÃO FORMATO (1) hy) gx) 
dy x dy 
dx y Ix ai x 
dy 2.3 ldy 3 1 2 
a) Pa o: 
dy 1 dy 1 
== == — 1 
dx ydx y 
dy _ y 1 dy 1 1 1 
ma Sã Co 3 E& 


Para motivar um método de resolução de equações separáveis, suponha que h(y) e g(x) 
sejam funções contínuas de suas respectivas variáveis e considere antiderivadas H(y) e G(x) 
de h(y) e g(x), respectivamente. Em seguida, integre ambos os lados de (2), o lado esquerdo 
em relação a y e o lado direito em relação a x. Então, temos 


fia = fsa (3) 


ou, equivalentemente, 
H) = G(9) + C (4) 


onde C denota uma constante de integração. Afirmamos que uma função diferenciável 
y = y(x) é uma solução de (1) se, e somente se, y satisfaz a Equação (4) com alguma escolha 
da constante C. 


Em um problema de valor inicial em 
que a equação diferencial for separá- 
vel, podemos usar a condição inicial 
para resolver em C, como no Exem- 


plo 1, ou substituir as integrais indefi- 
nidas do Passo 2 por integrais defini- 


das (Exemplo 68). 
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Suponha que y = y(x) seja uma solução de (1). Então segue da regra da cadeia que 


dH dy dG 


sn? 5 
e V = (5) 


“qu )] 
dx s= 


Como as funções H(y) e G(x) têm a mesma derivada em relação a x, elas têm uma diferença 
constante (Teorema 4.8.3). Desse modo, vemos que y satisfaz (4) com uma escolha apropria- 
da de C. Reciprocamente, se y = y(x) for definida implicitamente pela Equação (4), então a 
derivação implícita mostra que (5) é válida e, portanto, y(x) é uma solução de (1) (Exercício 
67). Em vista disso, é prática comum dizer que a Equação (4) é a “solução” de (1). 

Resumindo, temos o procedimento denominado separação de variáveis a seguir para 
resolver (1). 


Separação de Variáveis 
Passo 1 Separe as variáveis em (1) reescrevendo a equação da forma diferencial 
hO) dy = g(x) dx 


Passo 2 Integre ambos os lados da equação do Passo 1 (o lado esquerdo em relação a y e 
o lado direito em relação x): 


froay= fewa 


Passo 3 Se H(y) for uma antiderivada qualquer de h(y) e se G(x) for uma antiderivada 
qualquer de g(x), então geralmente a equação 


HO) = Gœ) + C 


definirá implicitamente uma família de soluções. Em alguns casos, é possível 
resolver essa equação implicitamente em y. 


> Exemplo 1 Resolva a equação diferencial 
dy 


>-4xy 
dx is 


e, então, resolva o problema de valor inicial 


d 
D=-4y, y0=] 
dx 
Solução Com y + 0, podemos reescrever essa equação no formato (1) como 
ld 
EA = —4x 
y4 dx 
Separando as variáveis e integrando, obtemos 
1 
= dy = —4x dx 
y 
f 5 dy = J —4x dx 
ou 
1 2 
—— = —2xº + C 
y 
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AJ 


—2 -1 1 2 
dy 
Curvas integrais de 2 = —4xy? 
dx 
Figura 8.2.1 


A solução de um problema de valor 
inicial em x e y pode, às vezes, ser 
expressa explicitamente como uma 
função de x [como na Fórmula (6) 
do Exemplo 1] ou como uma função 
de y [como na Fórmula (8) do Exem- 
plo 2]. Contudo, às vezes, a solução 
não pode ser expressa em nenhuma 
dessas formas, de modo que a única 
opção é expressá-la implicitamente 
como uma equação em x e y. 


Curvas integrais de 


(4y— cos y) dy -3x =0 
dx 


Figura 8.2.2 


A condição inicial y(0) = 1 requer que y = 1 quando x = 0. Substituindo esses valores na 
nossa solução, temos C = — 1 (verifique). Assim, uma solução do problema de valor inicial é 


1 


Seo 6 
2x2 +1 (6) 


y 
Algumas curvas integrais e a nossa solução do problema de valor inicial estão esboçadas na 
Figura 8.2.1. «4 


Um aspecto da nossa solução no Exemplo 1 merece um comentário especial. Se a con- 
dição inicial tivesse sido y(0) = 0 em vez de y(0) = 1, o método que utilizamos teria deixado 
de fornecer uma solução para o problema de valor inicial (Exercício 25). Isso se deve ao fato 


de que precisamos supor y O para poder reescrever a equação dy/dx = —4xy? no formato 
ld 
IO ua 
y“ dx 


É importante lembrar dessas hipóteses quando uma equação diferencial for manipulada 
algebricamente. 


> Exemplo 2 Resolva o problema de valor inicial 


dy 2 
(4y — cos y)—— —3xº=0, y(0)=0 
dx 


Solução Podemos reescrever essa equação na forma (1) como 


d 
(4y — cos y2 =” 
dx 


Separando as variáveis e integrando, obtemos 


(4y — cos y) dy = 3x? dx 
fo — cos y) dy = | 3x? dx 


ou 
2y — seny=x +C (7) 
Para o problema de valor inicial, a condição inicial y(0) = O requer que y = 0 se x = 0. 


Substituindo esses valores em (7) para determinar a constante de integração, obtemos C = 0 
(verifique). Assim, a solução do problema de valor inicial é 


2y? — sen y = x? 


ou 


x = 42y? — seny 4 (8) 


Algumas curvas integrais e a solução do problema de valor inicial do Exemplo 2 estão 
esboçadas na Figura 8.2.2. 

Muitos problemas de valor inicial resultam de questões geométricas, como no exemplo 
seguinte. 


> Exemplo 3 Encontre uma curva no plano xy que passe por (0, 3) e cuja reta tangente em 
um ponto (x, y) tenha inclinação 2x/y2. 


Solução Como a inclinação da reta tangente é dy/dx, temos 


dy 2x 


dx y? ©) 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Alguns CAS podem fazer gráficos 
de equações implícitas. A Figura 
8.2.2 mostra os gráficos de (7) com 


C= (0), l, 


pie 


3. Usando um 


CAS que faça o gráfico de equações 
implícitas, leia o manual e tente repe- 


tir esta figura. 
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e, como a curva passa por (0, 3), temos a condição inicial 
y0) = 3 
A Equação (9) é separável e pode ser escrita como 
y dy = 2x dx 


portanto, 


Tem-se, da condição inicial, que y = 3 se x = 0. Substituindo esses valores na última equa- 
ção, obtemos C = 9 (verifique); portanto, a equação da curva desejada é 


P=2+9 ou y=(30+27)!8 « 


E MODELOS DE CRESCIMENTO E DECAIMENTO EXPONENCIAL 


Os modelos de crescimento populacional e de farmacologia desenvolvidos na Seção 8.1 são 
exemplos de uma classe geral de modelos chamados de modelos exponenciais. Em geral, os 
modelos exponenciais surgem em situações nas quais uma quantidade cresce ou decresce a 
uma taxa que é proporcional ao montante de quantidade presente. Mais precisamente, vamos 
fazer a seguinte definição. 


8.2.1 DEFINIÇÃO Dizemos que uma quantidade y = y(t) tem um modelo de crescimen- 
to exponencial se ela crescer a uma taxa que é proporcional ao tamanho da quantidade 
presente, e dizemos que tem um modelo de decaimento exponencial se ela decresce a 
uma taxa que é proporcional ao tamanho da quantidade presente. Assim, para um modelo 
de crescimento exponencial, a quantidade y(t) satisfaz a uma equação da forma 


ar ag (k > 0) (10) 
E E 


e, para um modelo de decaimento exponencial, a quantidade y(t) satisfaz uma equação 
da forma 


—ky (k>0) (11) 


A constante k é chamada de constante de crescimento ou constante de decaimento, con- 
forme apropriado. 


As Equações (10) e (11) são separáveis, pois têm o formato de (1), mas com t em vez 
de x como variável independente. Para ilustrar como essa equações podem ser resolvidas, su- 
ponha que uma quantidade positiva y = y(t) tenha um modelo de crescimento exponencial e 
que saibamos o total dessa quantidade em algum instante de tempo, digamos y = yo, quando 
t = 0. Assim, uma fórmula para y(t) pode ser obtida resolvendo o problema de valor inicial 


— =ky, 0) = 
A y y(0) yo 


Separando as variáveis e integrando, obtemos 
1 
—dy= | kdt 
y 


Iny=kt+C (12) 


A condição inicial implica que y = yo quando t = 0. Substituindo esses valores em (12), ob- 
temos C = In yo (verifique). Assim, 


ou (já que y > 0) 


ln y = kt + ln yo 
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É comum nas aplicações chamar a 
taxa de crescimento relativo (15) de 
taxa de crescimento, mesmo que não 
esteja realmente correto (a taxa de 
crescimento é dy/dt). Entretanto, a 
prática é tão comum que a seguire- 
mos aqui. 


No Exemplo 4, a taxa de crescimento 
foi dada, logo não há a necessidade 
de calculá-la. Se a taxa de cresci- 
mento ou decaimento em um modelo 
exponencial é desconhecida, então 
pode ser calculada usando a condi- 
ção inicial e o valor de y em um outro 
ponto no tempo (Exercício 44). 


do que segue que 
y = dry = eK Hno 
ou, equivalentemente, 
y = yoe" (13) 
Deixamos a cargo do leitor mostrar que se y = y(t) tiver um modelo de decaimento ex- 
ponencial e se y(0) = yo, então 


y = yoe" (14) 


E INTERPRETAÇÃO DAS CONSTANTES DE CRESCIMENTO E DECAIMENTO 


O significado da constante k nas Fórmulas (13) e (14) pode ser entendido reexaminando as 
equações diferenciais que dão origem a essas fórmulas. Por exemplo, no caso do modelo de 
crescimento exponencial, a Equação (10) pode ser reescrita como 


_ dy/dt 
y 


k 


(15) 


que afirma que a taxa de crescimento, como uma fração de toda população, permanece cons- 
tante no tempo, e esta constante é k. Por essa razão, k é chamada de taxa de crescimento re- 
lativo da população. É comum expressar a taxa de crescimento relativo como uma porcenta- 
gem. Assim, uma taxa de crescimento relativo de 3% por unidade de tempo em um modelo de 
crescimento exponencial significa que k = 0,03. Analogamente, a constante k em um modelo 
de decaimento exponencial é chamada de taxa de decaimento relativo. 


> Exemplo 4 De acordo com os dados das Nações Unidas, a população mundial em 2011 
era de, aproximadamente, 6,9 bilhões e estava crescendo a uma taxa em torno de 1,10% ao 
ano. Supondo um modelo de crescimento exponencial, estime a população mundial no início 
do ano de 2030. 


Solução Vamos supor que a população no início de 2011 era de 6,9 bilhões e sejam 
t = tempo decorrido desde o começo de 2011 (em anos) 
y = população mundial (em bilhões) 
Como o começo de 2011 corresponde a t = 0, segue dos dados fornecidos que 
yo = Y(0) = 6,9 bilhões 
Como a taxa de crescimento é de 1,10% (k = 0,011), segue de (13) que a população mundial 
no instante t será 
VÀ = yoe = 6,96001t (16) 
Como o começo de 2030 corresponde ao tempo decorrido de t = 19 anos (2030 — 2011 = 19 
anos), segue de (16) que a população mundial em 2030 será de 
y(19) = 6,90) x 8,5 


que é uma população de 8,5 bilhões, aproximadamente. <4 


E TEMPO DE DUPLICAÇÃO E MEIA VIDA 

Se a quantidade y tiver um modelo de crescimento exponencial, então o tempo necessário 
para o tamanho inicial dobrar é chamado de tempo de duplicação, e se y tiver um modelo de 
decaimento exponencial, então o tempo requerido para o tamanho original se reduzir à meta- 
de é chamado de meia vida. O tempo de duplicação e a meia vida dependem somente da taxa 
de crescimento ou de decaimento, e não da quantidade presente inicialmente. Para ver isso, 
suponha que y = y(t) tenha um modelo de crescimento exponencial 


y = yoe" (17) 


Modelo de crescimento 


exponencial com tempo 
de duplicação T 


E 2T 3r 


Modelo de decaimento 
exponencial com meia vida T 


Figura 8.2.3 
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e seja T o tempo requerido para y dobrar o seu tamanho. Dessa forma, no tempo t = T o valor 
de y será 2yo e, portanto, de (17) 


2y0= yoet” ou eT=2 
Tomando-se o logaritmo natural de ambos os lados, temos que kT = In 2, portanto o tempo 
de duplicação é 


[E= E In2 (18) 
k 
Deixaremos como exercício mostrar que a Fórmula (18) também dá a meia vida de um 
modelo de decaimento exponencial. Observe que essa fórmula não envolve a quantidade ini- 
cial yo, de modo que, em um modelo de crescimento ou de decaimento exponencial, a quanti- 
dade y duplica-se (ou reduz-se ao meio) a cada T unidades (Figura 8.2.3). 


> Exemplo 5 Tem-se a partir de (18) que, com uma taxa de crescimento continuada de 
1,10% ao ano, o tempo de duplicação para a população mundial será 


1 
0,011 
ou aproximadamente 63 anos. Assim, com uma taxa de crescimento anual continuada de 


1,10%, a população de 6,9 bilhões em 2011 dobrará para 13,8 bilhões no ano de 2074 e do- 
brará outra vez para 27,6 bilhões em 2137. «4 


In2 ~ 63 


E DECAIMENTO RADIOATIVO 


É um fato da Física que os elementos radioativos se desintegram espontaneamente em um pro- 
cesso chamado de decaimento radioativo. Os experimentos têm mostrado que a taxa de desinte- 
gração é proporcional à quantidade de elemento presente, o que implica que a quantidade y = y(t) 
de elemento radioativo é uma função do tempo com um modelo de decaimento exponencial. 

Todo elemento radioativo tem uma meia vida específica; por exemplo, a meia vida do 
carbono-14 radioativo está em torno de 5.730 anos. Assim, a partir de (18), a constante de 
decaimento para esse elemento é 


1 In2 
k= 72-57; 


e isso implica que, se houver yo unidades de carbono-14 presente no instante t = 0, então o 
número de unidades presentes depois de t anos será de aproximadamente 


= 0,000121 


yA) == yog 70000121: (19) 


> Exemplo 6 Se 100 gramas de carbono-14 radioativo forem armazenados em uma caver- 
na por 1.000 anos, quantos gramas restarão no final desse período? 
Solução A partir de (19) com yo = 100 e t = 1.000, obtemos 

y(1.000) — 100e78-900121(1.000) = 100e79-!21 x 88,6 


Assim, restarão cerca de 88,6 gramas. < 


E DATAÇÃO POR CARBONO 

Quando o nitrogênio na parte superior da atmosfera da Terra é bombardeado pelos raios cós- 
micos, produz-se o elemento carbono-14 radioativo. O carbono-14 combina-se com o oxigê- 
nio para formar o dióxido de carbono, o qual é ingerido pelas plantas, que por sua vez, são 
comidas pelos animais. Dessa maneira, todas as plantas e os animais vivos absorvem quanti- 
dades de carbono-14 radioativo. Em 1947, o cientista nuclear americano W. F. Libby* propôs 


* W. F. Libby, “Radiocarbon Dating”, American Scientist, vol. 44, 1956, pp. 98-112. 
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O Sudário de Turim. 


a teoria de que a porcentagem de carbono-14 na atmosfera e em tecidos vivos de plantas é a 
mesma. Quando uma planta ou um animal morre, o carbono-14 no tecido começa a decair. 
Assim, a idade de um artefato que contenha material animal ou vegetal pode ser estimada 
determinando qual a porcentagem que resta do seu conteúdo de carbono-14 original. Vários 
procedimentos, chamados de datação por carbono ou datação por radiocarbono, foram de- 
senvolvidos para medir essa porcentagem. 


> Exemplo 7 Em 1988, o Vaticano autorizou o Museu Britânico a datar a relíquia de pano 
conhecida como o Sudário de Turim, possivelmente o sudário de Jesus de Nazaré. Esse pano, 
que apareceu em 1356, contém o negativo da imagem de um corpo humano que se acredita- 
va no mundo inteiro ser o de Jesus. O relatório do Museu Britânico mostrou que as fibras no 
pano continham entre 92 e 93% do carbono-14 original. Use esta informação para estimar a 
idade do sudário. 


Solução A partir de (19), a fração de carbono-14 original que permanece após t anos é 


y(t) = 6700001214 
yo 


Tomando-se o logaritmo natural em ambos os membros e resolvendo-se para t, obtemos 


o 1 y(t) 
p= In 
0,000121 yo 


Assim, tomando-se y(t)/yo como sendo 0,93 e 0,92, obtemos 


-—— (0.93) = 600 
0,000121 1(0.23) 


1 
t=—-———— In(0,92) = 689 
0,000121 1" (0.22) 
Isso significa que, em 1988, quando o teste foi feito, a idade do sudário estava entre 600 e 
689 anos, colocando desta forma a sua origem entre 1299 e 1388 d.C. Portanto, aceitando-se 
a validade de datar por carbono-14, o sudário de Turim não pode ser de Jesus de Nazaré. < 


«f EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.2 (Ver página 579 para respostas.) 


1. Resolva a equação diferencial separável de primeira ordem 2. Suponha que uma quantidade y = y(t) tenha um modelo de 
crescimento exponencial com constante de crescimento k > 0. 
dy ; 2o a 
hy) = g(x) (a) y(t) satisfaz uma equação diferencial de primeira ordem do 
tipo dy/dt = 


completando os passos a seguir. 


Passo 1 Separe as variáveis escrevendo a equação na forma 


(b) Em termos de k, o tempo ‘de duplicação da quantidade y é 


(c) Se yo = y(0) é a quantidade inicial de y, então uma fórmula 


diferencial explícita para y(t) é dada por y(t) = 
Passo2 Integre ambos os lados da equação do Passo 1: 3. Suponha que uma quantidade y = y() tenha um modelo de de- 
caimento exponencial com constante de decaimento k > 0. 
Passo3 Se H(y) for uma antiderivada qualquer de A(y), G(x) for (a) y(t) satisfaz uma equação diferencial de primeira ordem do 
uma antiderivada qualquer de g(x) e C for uma constante tipo dy/dt = 


não especificada, então, conforme sugerido no Passo 2, 


a equação 


(b) Em termos de k, a meia vida da quantidade y é 
em geral definirá implicitamente (c) Se yọ = y(0) é a quantidade inicial de y, então uma fórmula 


uma família de soluções de A(y) dy/dx = g(x). explícita para y(t) é dada por y(t) = 
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4. O problema de valor inicial 
dy 
dx 


tem solução y(x) = 


EXERCÍCIOS 8.2 [Recurso Gráfico [E] CAS 


1-10 Resolva a equação diferencial por separação de variáveis. 22. Uma equação diferencial da forma 
Quando for razoável, expresse a família de soluções como funções j 
l y 
explícitas de x. E ho)? = g(y) 
1. dy =} 2. a =21+y)x não é separável. 
dx x dx 
23. Se um elemento radioativo tiver uma meia vida de 1 minuto e 
/ 2 3 
3. VI +at dy =y 4 A+ 192 = se um recipiente contiver 32 g desse elemento às 13 horas, en- 
l+y dx dx tão a quantidade que restará às 13h05 será de 1 g. 
EA tape ra = 
RC o dá 6.7 == 24. Se uma população estiver crescendo exponencialmente, então 
7. eSsenx—y'coZx=0 8Sy-ALVILYD=0 o tempo que leva para essa população quadruplicar é indepen- 
dente do tamanho da população. 
dy =» dy 
9. de sense O 0 10. y — dx secx = 0 25. Suponha que a condição inicial no Exemplo 1 tivesse sido 
y(0) = 0. Mostre que nenhuma das soluções geradas no Exem- 
11-14 Resolva o problema de valor inicial por separação de va- plo 1 satisfaz essa condição inicial e então resolva o problema 
riáveis E de valor inicial 
3x? dy 
1. y ==, »0=7 Z =-4?, y@)=0 
2y + cos y dx 
12. y'— xe” =2e”, y(0)=0 Por que o método do Exemplo 1 deixa de fornecer essa solução 
a dy 241 particular? 
“dr = 2y—2º y0) = —1 26. Encontre todos os pares ordenados (xo, Yo) tais que se a con- 
dição inicial no Exemplo 1 for trocada por y(x9) = yo, então a 
14. y' cosh?x — ycosh2x=0, v(0)=3 solução do problema de valor inicial resultante estará definida 


15. (a) Esboce algumas curvas integrais típicas da equação dife- Enade 


rencial y' = y/2x. 27. Encontre uma equação de uma curva que corte o eixo x no 
(b) Determine uma equação da curva integral que passe pelo ponto 2 e cuja reta tangente em qualquer ponto (x, y) tenha 
ponto (2, 1). inclinação xe”. 


16. (a) Esboce algumas curvas integrais típicas da equação dife- [=/28. Use um recurso gráfico computacional para gerar uma curva 


rencialy' = —x/y. que passe pelo ponto (1, 1) e cuja reta tangente em (x, y) seja 
(b) Determine uma equação da curva integral que passe pelo perpendicular à reta por (x, y) com inclinação —2y/ (3x). 
pena 29. Suponha que uma população inicial de 10.000 bactérias cresça 
i~ 17-18 Resolva a equação diferencial e, então, use um recurso com- exponencialmente a uma taxa de 2% por hora e que y = y(t) 
putacional para gerar cinco curvas integrais para a equação. E seja o número de bactérias presentes t horas mais tarde. 
dy (a) Encontre um problema de valor inicial cuja solução seja y(t). 
17. (x? +4) EE +xy=0 18. (cos y)y' = cos x (b) Encontre uma fórmula para (7). 
< (c) Quanto tempo leva para a população inicial de bactérias 
[e] 19-20 Resolva a equação diferencial e então utilize um recurso grá- dobrar? 
fico computacional para gerar cinco curvas integrais da equação. E (d) Quanto tempo leva para a população de bactérias atingir 
X , y 45.000? 
19. y = 20. y = — 
1- y? Ty? 30. Uma célula da bactéria E.colli divide-se em duas células a cada 


20 minutos quando colocada em cultura de nutrientes. Seja 
y = y(t) o número de células presentes t minutos após uma 
única célula ter sido colocada na cultura. Suponha que o cres- 
21. Toda equação diferencial da forma y' = f(y) é separável. cimento da bactéria seja aproximado por um modelo de cresci- 
mento exponencial contínuo. 

(a) Encontre um problema de valor inicial cuja solução seja y(1). 
(b) Encontre uma fórmula para y(t). 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


576 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


[-)37. (a) Faça uma conjectura sobre o efeito nos gráficos de 


38. (a) 


Cálculo 


(c) Quantas células estão presentes após 2 horas? 
(d) Quanto tempo leva para o número de células atingir 
1.000.000? 


O rádon-222 é um gás radioativo com uma meia vida de 3,83 

dias. Esse gás é prejudicial à saúde porque tende a ficar preso nos 

porões das casas, e o Ministério da Saúde sugere que se fechem 

os porões para evitar a entrada do gás. Suponha que 5,0 x 107 

átomos de rádon fiquem presos em um porão no momento em 

que ele é selado e que y(t) seja o número de átomos presentes 

t dias mais tarde. 

(a) Encontre um problema de valor inicial cuja solução seja y(t). 

(b) Encontre uma fórmula para y(t). 

(c) Quantos átomos estarão presentes após 30 dias? 

(d) Quanto tempo levará para decair 90% da quantidade origi- 
nal do gás? 


O polônio-210 é um elemento radioativo com uma meia vida 
de 140 dias. Suponha que 10 miligramas do elemento sejam 
colocados em um recipiente de chumbo e que y(t) seja o núme- 
ro de miligramas presentes t dias mais tarde. 

(a) Encontre um problema de valor inicial cuja solução seja y(t). 
(b) Encontre uma fórmula para y(t). 

(c) Quantos miligramas estarão presentes após 10 semanas? 
(d) Quanto tempo levará para decair 70% da quantidade inicial? 


Suponha que 100 moscas-das-frutas sejam colocadas em um 
recipiente de acasalamento que possa suportar, no máximo, 
10.000 moscas. Supondo que a população cresça exponencial- 
mente a uma taxa de 2% por dia, quanto tempo levará para o 
recipiente atingir a sua capacidade? 


Suponha que a cidade de Gray Rock tenha tido uma população 
de 10.000 em 2006 e de 12.000 em 2011. Supondo que o mo- 
delo de crescimento seja exponencial, em que ano a população 
atingirá 20.000? 


Uma cientista deseja determinar a meia vida de certa substân- 
cia radioativa. Ela determina que em exatamente 5 dias uma 
amostra de 10,0 miligramas da substância decai para 3,5 mili- 
gramas. Baseado nesses dados, qual será a meia vida? 


Suponha que 30% de certa substância radioativa decaiam em 

5 anos. 

(a) Qual é a meia vida da substância em anos? 

(b) Suponha que uma certa quantidade dessa substância seja 
estocada em uma caverna. Qual é a porcentagem remanes- 
cente após t anos? 


y = yoe e y = yoe ™ de variar k e manter yo fixo. Con- 
firme a sua conjectura com um recurso gráfico com- 
putacional. 

(b) Faça uma conjectura sobre os efeitos nos gráficos de 
y = yoe" e y = yoe ™ de variar yo e manter k fixo. Con- 
firme a sua conjectura com um recurso gráfico compu- 
tacional. 


Qual será o efeito sobre o tempo de duplicação e a 
meia vida de um modelo exponencial de aumentar yọ e 
manter k fixo? Justifique a sua resposta. 


39. (a) 


(b) Qual será o efeito sobre o tempo de duplicação e a 
meia vida de um modelo exponencial de aumentar k e 
manter yo fixo? Justifique a sua resposta. 


Há um truque, chamado de Regra dos 70, que pode 

ser usado para obter estimativas rápidas do tempo de 

duplicação e meia vida de um modelo exponencial. 

De acordo com essa regra, o tempo de duplicação ou 

meia vida é aproximadamente 70 dividido pela por- 

centagem da taxa percentual de crescimento ou de 

decaimento. Por exemplo, mostramos no Exemplo 5 

que, com uma taxa de crescimento contínua de 1,10% 

ao ano, a população mundial dobraria a cada 63 anos. 

Esse resultado está de acordo com a Regra dos 70, 

uma vez que 70/1,10 = 63,6. Explique por que essa 

regra funciona. 

(b) Use a Regra dos 70 para estimar o tempo de duplicação 
de uma população que cresce exponencialmente a uma 
taxa de 1% ao ano. 

(c) Use a Regra dos 70 para estimar a meia vida de uma 
população que decresce exponencialmente a uma taxa 
de 3,5% por hora. 

(d) Use a Regra dos 70 para estimar a taxa de crescimento 

que seria requerida para uma população crescendo ex- 

ponencialmente dobrar a cada 10 anos. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Determine uma fórmula para o tempo de triplicação de um mo- 
delo de crescimento exponencial. 


Em 1950, uma equipe de pesquisa escavando próximo de Fol- 
som, Novo México, encontrou ossos de bisão chamuscados 
junto a algumas pontas de projéteis em forma de folha (chama- 
dos de “pontas de Folsom”), que foram manufaturadas por uma 
tribo de caçadores palio-indígena. Ficou claro, pela evidência 
encontrada, que o bisão havia sido cozinhado e comido por 
quem fez as pontas, de modo que a datação por radiocarbono 
possibilitou aos pesquisadores determinar quando os caçadores 
vagaram pela América do Norte. Os testes mostraram que os 
ossos continham entre 27 e 30% do carbono-14 original. Use 
esta informação para mostrar que os caçadores viveram apro- 
ximadamente entre 9000 e 8000 a.C. 


(a) Use um recurso computacional para fazer um gráfico de 
Prem Versus t, onde Prem É a porcentagem de carbono-14 
remanescente em um artefato após t anos. 

(b) Use o gráfico para estimar a porcentagem de carbo- 
no-14 que deveria estar presente no teste de 1988 do Su- 
dário de Turim para que ele tivesse sido de Jesus. (Ver 
Exemplo 7.) 


(a) Aceita-se correntemente que a meia vida do carbo- 
no-14 pode variar +40 anos de seu valor nominal de 
5.730 anos. Essa variação torna possível datar o Sudário 
de Turim como sendo do tempo de Jesus de Nazaré? (Ver 
Exemplo 7.) 

(b) Reveja a subseção da Seção 3.5 intitulada Propagação de 
Erros em Aplicações e então estime o erro percentual que 
resulta na idade computada de um artefato a partir de r % 
de erro na meia vida do carbono-14. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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Suponha que uma quantidade y tenha um modelo de cresci- 
mento exponencial y = yoe* ou de decaimento exponencial 
y=ye* e que y = yı em t = tı. Em cada caso, determine uma 
fórmula para k em termos de yo. yı € ti, supondo que t, 0. 


(a) Mostre que se uma quantidade y = y(t) tiver um modelo 
exponencial e se y(t1) = yı e y(t2) = y2, então o tempo de 
duplicação ou a meia vida T será 


(to — ty) In 2 | 
In(y2/71) 


(b) Durante um período de 1 hora o número de bactérias em 
uma colônia cresce 25%. Supondo um modelo de cresci- 
mento exponencial, qual é o tempo de duplicação para a 
colônia? 


Suponha que P dólares tenham sido investidos a uma taxa de 
Juros anuais de r x 100%. Se os juros acumulados forem cre- 
ditados na conta ao final do ano, então dizemos que eles são 
compostos anualmente; se forem creditados no final de um pe- 
ríodo de 6 meses, dizemos que são compostos semestralmente; 
se forem creditados ao final de cada período de 3 meses, dize- 
mos que são compostos trimestralmente. Quanto mais frequen- 
temente os juros forem compostos, melhor é para o investidor, 
uma vez que mais juros rendem juros sobre si mesmo. 
(a) Mostre que se os juros forem compostos n vezes ao ano 
em intervalos igualmente espaçados, então o valor A do 
investimento após ź anos será 


r nt 
A=P(1+)) 
n 


É possível imaginar juros sendo compostos a cada dia, a 
cada hora, a cada minuto e assim por diante; levado ao 
limite, é possível conceber juros compostos a cada ins- 
tante de tempo; isto é chamado de composição contínua. 
Assim, pela parte (a), o valor A de P dólares após t anos, 
quando investidos a uma taxa anual de r x 100%, compos- 
tos continuamente, será 


(b) 


. rnt 
A= lim P(1+5) 
n—> +% n 

Use o fato de que lim, o (1 + x)!* = e para provar que 
A = Pe”. 

Use o resultado da parte (b) para mostrar que dinheiro in- 
vestido a juros compostos contínuos cresce continuamente 
a uma taxa proporcional à quantidade presente. 


(c) 


(a) Se $1.000 forem investidos a 8% ao ano compostos conti- 
nuamente (Exercício 46), qual será o valor do investimen- 
to após 5 anos? 

Se for desejado que um investimento a 8% ao ano com- 
posto continuamente deva ter um valor de $10.000 após 10 
anos, quanto deve ser investido agora? 

Quanto tempo leva para que um investimento a 8% ao ano 


composto continuamente dobre seu valor? 


(b) 


(c) 


Qual é a taxa de juros efetiva de uma taxa de juros anual de r% 
composta continuamente? 


49. 


50. 


51. 


577 


Suponha que y = y(t) satisfaça a equação logística com o valor 
inicial yo = y(0) de y. 
(a) Use separação de variáveis para deduzir a solução 


y yoL 
yo + (L — yoJje 


(b) Use a parte (a) para mostrar que lim y(t) = L. 
t> +o 


Use sua resposta do Exercício 49 para deduzir uma solução 
para o modelo da disseminação de uma doença [Equação (6) 
da Seção 8.1]. 


O gráfico de uma solução da equação logística é conhe- 
cido como uma curva logística e, se yo > 0, ela tem um de 
quatro formatos gerais, que dependem da relação entre 
yo e L. Em cada parte, suponha que k = 1 e use um recurso 
computacional para esboçar a curva logística que satisfaz as 
condições dadas. 
(a) yo>L 

(c) L/2<y<L 


(b) yo=L 
(d) 0 < yo < L/2 


52-53 É mostrado o gráfico de um modelo logístico E 


52. 


55. 


56. 


5 yoL 
yo + (L — yo)e™ 


Estime yo, Le k. E 


Holy 
2 4 6 8 10 


200 


600 1000 


. Esboce uma solução do problema de valor inicial 


dy y 
= =098(1-Ž) Qu 
dt 5 y; Yo 
Suponha que o crescimento de uma população y = y(t) seja 
dado pela equação logística 


60 
dE ITE 
(a) Qual é a população no instante t = 0? 
(b) Qual é a capacidade de tolerância L? 
(c) Qual é a constante k? 
(d) Quando a população atinge a metade da capacidade de 
tolerância? 
(e) Determine um problema de valor inicial cuja solução 
seja y(?). 


Suponha que o crescimento de uma população y = y(t) seja 
dado pela equação logística 
o 1000 
Y = 1+999e-0% 


(a) Qual é a população no instante t = 0? 
(b) Qual é a capacidade de tolerância L? 


578 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 
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(c) Qual é a constante k? 

(d) Quando a população atinge 75% da capacidade de tole- 
rância? 

(e) Determine um problema de valor inicial cuja solução 
seja y(?). 


Suponha que em um alojamento universitário existam 1.000 es- 

tudantes. Após as férias, 20 estudantes do alojamento retornam 

com gripe e, 5 dias mais tarde, 35 estudantes estão gripados. 

(a) Use o resultado do Exercício 50 para encontrar o número 
de estudantes que estarão gripados t dias após o retorno 
das férias. 

(b) Faça uma tabela que ilustre como se espalha a gripe dia a 
dia por um período de duas semanas. 

(c) Use um recurso computacional para gerar um gráfico que 
ilustre como se espalha a gripe por um período de duas 
semanas. 


Suponha que, no instante t = 0, um objeto com uma temperatu- 
ra de Ty é colocado em uma sala a uma temperatura constante 
de Ta. Se Ty < Ta, então a temperatura do objeto irá subir, 
enquanto que se Ty > Ty ela irá baixar. Supondo que a Lei do 
Resfriamento de Newton se aplique, mostre que em ambos os 
casos a temperatura T(t) no instante t é dada por 


TÒ = Ta + (To — Taje ™ 
onde k é uma constante positiva. 


Um copo de água a uma temperatura de 95°C é colocado em 

uma sala com uma temperatura constante de 21°C. 

(a) Supondo que a Lei do Resfriamento de Newton se aplique, 
encontre a temperatura da água t minutos após ser coloca- 
da na sala. [Nota: A solução irá envolver uma constante de 
proporcionalidade.] 

(b) Quantos minutos levará para a água atingir uma tempera- 
tura de 51ºC se ela esfria a 85ºC em 1 minuto? 


Um copo de limonada a uma temperatura de 40ºF é colocado 
em uma sala a uma temperatura constante de 70ºF e, 1 hora 
mais tarde, a sua temperatura é de 52°F. Mostre que t horas 
após a limonada ter sido colocada na sala, sua temperatura é 
dada por T = 70 — 30eº%, 


Um foguete, disparado verticalmente para cima a partir do re- 
pouso no instante t = 0, tem uma massa inicial de mọ (incluin- 
do o combustível). Supondo que o combustível seja consumido 
a uma taxa constante k, a massa m do foguete, enquanto o com- 
bustível estiver sendo queimado, será dada por m = mọ — kt. 
Pode ser mostrado que, se a resistência do ar for desprezada 
e os gases do combustível forem expelidos a uma velocidade 
constante c em relação ao foguete, a velocidade v do foguete 
irá satisfazer a equação 


m raias ck — mg 

onde g é a aceleração da gravidade. 

(a) Determine v(t), lembrando que a massa m é uma função de t. 

(b) Suponha que o combustível seja responsável por 80% da 
massa inicial do foguete e que todo o combustível seja con- 
sumido em 100 segundos. Determine a velocidade do fo- 
guete em metros por segundo no instante em que acabar o 
combustível. [Tome g = 9,8 m/s? e c = 2.500 m/s.] 


62. Uma bala de massa m é disparada verticalmente para cima com 
uma velocidade inicial de vo, e torna-se mais lenta pela força 
de gravidade e uma força de resistência do ar de kv?, onde k é 
uma constante positiva. Enquanto a bala move-se para cima, a 
sua velocidade v satisfaz a equação 


dv ida 
m— = —(kv +m 
dt $ 
onde g é a aceleração constante em razão da gravidade 


(a) Mostre que se x = x(t) for a altura da bala acima da boca 
da arma no instante £, então 


d 
mico = (ku? + mg) 
dx 


(b) Expresse x em termos de v dado que x = O quando v = vo. 
(c) Supondo que 


vo = 988 m/s, g=9,8m/s 
m = 3,56 x 107° kg, k = 7,3 x 107% kg/m 


use o resultado na parte (b) para encontrar a altura atingida 
pela bala. [Sugestão: Determine a velocidade da bala em 
seu ponto mais alto.] 


63-64 Suponha que um tanque contendo um líquido tenha uma 
abertura para o ar no topo e uma saída na base, através da qual 
o líquido pode ser drenado. Tem-se da lei de Torricelli da Física 
que se a saída for aberta no instante t = 0, então a cada instante a 
profundidade A(t) do líquido e a área A(h) da superfície do líquido 
estão relacionadas por 


dh 
A) = —kvh 


onde k é uma constante positiva que depende de fatores como a vis- 
cosidade do líquido e a área da seção transversal da saída. Use esse 
resultado nestes exercícios, supondo que h seja dado em pés, A(h) 
em pés quadrados e t em segundos. E 


63. Suponha que o tanque cilíndrico na figura abaixo esteja cheio 
até uma profundidade de 4 pés no instante t = 0 e que a cons- 
tante na lei de Torricelli seja k = 0,025. 

(a) Encontre A(t). 
(b) Quantos minutos irá levar para esvaziar completamente o 
tanque? 


64. Siga as orientações do Exercício 63 para o tanque cilíndrico 
na figura abaixo, supondo que o tanque esteja cheio até uma 
profundidade de 4 pés em 4 = 0 e que a constante na lei de Tor- 
ricelli seja k = 0,025. 


Figura Ex-63 Figura Ex-64 


65. 


66. 
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Suponha que uma partícula movendo-se ao longo do eixo x 
encontre uma força resistente que imprime uma aceleração de 
a = dv/dt = — 35 v2. Dado que x = 0 cm e v = 128 cm/s em 
t = 0, encontre a velocidade v e a posição x como uma função 
de t com ż > 0. 


Suponha que uma partícula movendo-se ao longo do eixo x 
encontre uma força resistente que imprime uma aceleração de 
a = dv/dt = —0,02,/v. Dado que x = 0 cm e v = 9 cm/s em 
t = 0, determine a velocidade v e a posição x como uma função 


69. 
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é definida implicitamente pela equação 


f roar = f g(s) ds 


Sejam L um reta tangente em (x, y) à solução da Equação 
(1) e (x1, y1), (x2, y2) dois pontos quaisquer de L. Prove 
que a Equação (2) é satisfeita por dy = Ay = y2 — yı € 
dx = Ax = X% — X]. 


detcomt> 0. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


uma solução de (1). 


67. Use derivação implícita para provar que qualquer função 
diferenciável definida implicitamente pela Equação (4) é 


68. Prove que uma solução do problema de valor inicial 


d 
nO = g(x), y(x) = yo 
X 


70. Texto Um estudante tem problemas com o método de sepa- 
ração de variáveis porque muitas vezes esse método fornece 
uma equação em x e y em vez de uma função explícita y = f(x). 
Discuta os pontos a favor e contra a opinião desse estudante. 


71. Texto Um estudante tem problemas com o Passo 2 do mé- 
todo de separação de variáveis porque um lado da equação é 
integrado em relação a x, ao passo que o outro é integrado em 
relação a y. Responda à objeção desse estudante. [Sugestão: 
Lembre-se do método de integração por substituição.) 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.2 


1. Passo 1: h(y) dy = g(x) dx; Passo 2: l h(y)dy = fs% dx; Passo 3: H(y) = G(x) + C 2. (a) ky (b) =z (c) yoe“ 


In2 
3. (a)—ky (b) FS (€) yoe ™ 


4. y=vV1l-x? 


8.3 CAMPOS DE DIREÇÕES; MÉTODO DE EULER 


Em problemas aplicados envolvendo 
o tempo, é comum usar í como a va- 
riável independente, caso em que es- 
taremos interessados em equações 
da forma y' = f(t, y), onde y' = dy/dt. 


Nesta seção, reexaminaremos o conceito de campos de direções e discutiremos um 
método para aproximar numericamente as soluções de equações de primeira ordem. As 
aproximações numéricas são importantes nos casos em que a equação diferencial não pode 
ser resolvida exatamente. 


E FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS 


Aqui, estaremos interessados em equações de primeira ordem que são expressas com uma 
derivada sozinha de um lado da equação. Por exemplo, 


y =X e y'= sen (xy) 


A primeira dessas equações envolve somente x no lado direito, logo tem a forma y' = f(x). 
No entanto, a segunda equação envolve x e y no lado direito, logo tem a forma y' = f(x, y), 
onde o símbolo f(x, y) representa uma função das duas variáveis x e y. Mais adiante no livro, 
estudaremos com maior profundidade funções de duas variáveis, mas por ora basta pensar 
em f(x, y) como uma fórmula que produz uma única saída quando forem dados como entra- 
das valores de x e y. Por exemplo, se 


fx, y) =x + 3y 
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se as entradas forem x = 2 e y = —4, então a saída é 


E CAMPOS DE DIREÇÕES 


y Na Seção 5.2, introduzimos o conceito de um campo de direções no contexto das equações 
Inclinação = f(x,y) diferenciais da forma y’ = f(x); os mesmos princípios aplicam-se a equações diferenciais da 
forma 


y =fx,y) 


Para ver isso, vamos revisar a ideia básica. Se interpretarmos y' como a inclinação da reta tan- 
gente, então a equação diferencial afirma que, em cada ponto (x, y) sobre uma curva integral, 
a inclinação da reta tangente é igual ao valor de f naquele ponto (Figura 8.3.1). Por exemplo, 
suponha que f(x, y) = y — x, caso em que temos a equação diferencial 

Em cada ponto (x, y) de uma curva y =y—X (1) 
integral y' = f(x, y), a reta tangente 

tem inclinação fx, y). Uma descrição geométrica do conjunto de curvas integrais pode ser obtida escolhendo-se 
uma malha retangular de pontos no plano x y, calculando-se as inclinações das retas tan- 


Figura gentes às curvas integrais nos pontos da malha e desenhando pequenos segmentos das retas 
tangentes naqueles pontos. A figura resultante é chamada de campo de direções ou campo de 
inclinações para a equação diferencial, porque mostra a “direção” ou a “inclinação” das cur- 
vas integrais nos pontos da malha. Quanto mais pontos forem usados na malha, melhor será 
a descrição das curvas integrais. Por exemplo, a Figura 8.3.2 mostra dois campos de direções 
para (1) — o primeiro foi obtido à mão usando uma malha de 49 pontos mostrado na tabela em 
anexo; o segundo, que dá uma imagem mais clara das curvas integrais, foi obtido usando uma 
malha de 625 pontos e um CAS. 

VALORES DE f(x, y) = y-x 
y=-3|y=-2|y=-1| y=0 | y=1 | y=2 | y=3 Ay Ay 

| | 3f 113} / 

x=-3 0 1 2 3 4 5 6 [1 4 
24 24777 
x=-2 -1 0 1 2 3 4 5 
z= MA 1/2 3/4 Gil 1113 
X X 

y } 1 1 L 1 > } } L | Ii 1 > 
v0 3 2 1 0 1 2 3 -3 -2 -l 1 2 3 -3//-2/7-1 1 2 3 
x=1 4 3 2 1 0 1/2 a / “a 
x=2 5 4 3 2 1 0 1 2h 5 T2T 
x=3 6 5 4 3 2 1 0 -3 F -3f 

Figura 8.3.2 


Acontece que a Equação (1) pode ser resolvida exatamente usando um método que in- 
troduziremos na Seção 8.4. Deixamos a cargo do leitor mostrar que a solução geral dessa 


equação é 
y=x+ 1+ Ce (2) 
3 AR R A Figura 8.3.3 mostra algumas curvas integrais sobrepostas ao campo de direções. Observe, 
Confirme que o primeiro campo de di- E p o ja à . 
reções na Figura 8.3.2 está de acordo porém, que não é necessário ter a solução geral para construir o campo de direções. Na rea- 
com os valores apresentados na ta- lidade, os campos de direções são importantes principalmente porque podem ser construídos 


bela acima. nos casos em que a equação diferencial não pode ser resolvida exatamente. 


Figura 8.3.3 


Figura 8.3.4 


Inclinação = f(x,, Yn) 


En Yn) 


Figura 8.3.5 


Ax 


n+ Yn+1) 


Yn+1 7 Yn 
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E MÉTODO DE EULER 
Considere um problema de valor inicial da forma 


y'— fæ, y) yo) = yo 


O campo de direções da equação diferencial y' = f(x, y) fornece uma maneira de visualizar 
a solução do problema de valor inicial, pois o gráfico da solução é a curva integral que passa 
pelo ponto (xo, yo). O campo de direções também ajuda a desenvolver um método para apro- 
ximar numericamente a solução do problema de valor inicial, como segue. 

Não vamos tentar aproximar y(x) para todos os valores de x; em vez disto, vamos es- 
colher um pequeno incremento Ax e focalizar na aproximação dos valores de y(x) numa su- 
cessão de valores de x distantes Ax unidades um do outro, começando em xo. Vamos denotar 
esses valores de x por 


x = Xo + Ax, w=x+ Ax, x3 =X + Ax, x4= X3 + Ax,... 
e denotaremos as aproximações de y(x) nesses pontos por 


yY), y2% ya), ys ~ y&æ3), y4 ™ ya), ... 


A técnica que iremos descrever para obter estas aproximações é chamada de método de 
Euler. Embora haja melhores métodos de aproximação disponíveis, muitos deles usam o 
método de Euler como ponto de partida, de modo que é importante entender os conceitos 
subjacentes. 

A ideia básica do método de Euler é começar no ponto inicial conhecido (xo, yo) e tra- 
çar um segmento de reta na direção determinada pelo campo de direções até atingir o ponto 
(xı, Y1) com coordenada x igual a x, = xo +Ax (Figura 8.3.4). Se Ax for pequeno, então é 
razoável esperar que esse segmento de reta não desviará muito da curva integral y = y(x) e, 
assim, yı deverá aproximar muito bem y(x,). Para obter as aproximações subsequentes, re- 
petimos o processo usando o campo de direções como um guia a cada passo. Começando no 
extremo (x1, yı), traçamos um segmento de reta determinado pelo campo de direções até atin- 
girmos o ponto (x2, y2), com coordenada x igual a x, = xı + Ax, e desse ponto traçamos um 
segmento de reta determinado pelo campo de direções até o ponto (x3, y3), com coordenada x 
igual a x3 = x2 + Ax, e assim por diante. Conforme indicado na Figura 8.3.4, isso produz uma 
linha poligonal que tende a seguir de perto a curva integral. Portanto, é razoável esperar que 
os valores y, y2, Y3, Y4,... aproximem muito bem y(x2), y(x3), Y(X4),.... 

Para explicar como podem ser calculadas as aproximações y1, y2, Y3,.... vamos focali- 
zar um segmento de reta típico. Conforme indicado na Figura 8.3.5, suponha que tenhamos 
encontrado o ponto (xn, Yn) € que queiramos determinar o próximo ponto (x,.,1, Yn+1), onde 
Xy + 1 = Xn + Ax. Como a inclinação do segmento de reta ligando esses pontos é determinada 
pelo campo de direções no ponto inicial, a inclinação é fxn, Yn), e portanto 


Yn+1 — Yn = Yn+1 — Yn 
Xn+1 — Xn Ax 


= f (Xn: Yn) 


a qual podemos reescrever como 


Yn+1 = Yn + f&n Yn) Ax 


Essa fórmula, que é o ponto central do método de Euler, aponta como usar cada aproximação 
para calcular a próxima. 
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Método de Euler 
Para aproximar a solução do problema de valor inicial 


y =f, y) yo) = yo 
procedemos como segue: 


Passo 1 Escolha um número Ax diferente de zero para servir como um incremento ou 
tamanho de passo ao longo do eixo x, e sejam 


x =X%+ Ax, =N Ax, G= FAn 


Passo 2 Calcule sucessivamente 


» =) + f(Xo, Yo) Ax 
» = yı + fl, y)Ax 
y =y2 + f(x, y2)Ax 


Yn+1 = Yn + f (Xn, Yn) Ax 


Os números y1, Y2, Y3,... nessas equações são aproximações de y(xı), y(x2), 
Y3), 


> Exemplo 1 Use o método de Euler com o tamanho de passo 0,1 para fazer uma tabela de 
valores aproximados da solução do problema de valor inicial 


y'=y-x, v0)=2 (3) 
no intervalo O < x < 1. 


Solução Neste problema, temos que f(x, y) = y — x, xo = 0 e yo = 2. Além disso, uma vez que 
o tamanho de passo é 0,1, os valores de x nos quais os valores aproximados serão obtidos são 


X = 0,1, X2 = 0,2, X3 = 0,3, e.. X95 0,9, X10 = 1 
As três primeiras aproximações são 


yı = yo + f(xo, yo) Ax = 2 + (2 — 0) (0,1) = 2,2 
y2 = yı + fœ, yı)Ax = 2,2 + (2,2 — 0,1) (0,1) = 2,41 
y3 = y2 + fx2, y2)Ax = 2,41 + (2,41 — 0,2) (0,1) = 2,631 


Aqui está uma maneira de organizar as 10 aproximações arredondadas para 5 casas decimais: 


MÉTODO DE EULER PARA y’ = y- x, y(0)=2 com Ax = 0,1 


n Xn Yn TO Yp)Ax Yni = Yn +f Xp Yp)Ax 
0 0 2,00000 0,20000 2,20000 
1 0,1 2,20000 0,21000 2,41000 
2 0,2 2,41000 0,22100 2,63100 
3 0,3 2,63100 0,23310 2,86410 
4 0,4 2,86410 0,24641 3,11051 
5 0,5 3,11051 0,26105 3,37156 
6 0,6 3,37156 0,27716 3,64872 
7 0,7 3,64872 0,29487 3,94359 
8 0,8 3,94359 0,31436 4,25795 
9 0,9 4,25795 0,33579 4,59374 


pa 
[am] 
pa 
(= 


4,59374 — — 
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Observe que cada entrada na última coluna torna-se a próxima entrada na terceira coluna. 
Isso é semelhante ao método de Newton, no qual cada aproximação sucessiva é usada para 
encontrar a seguinte. <4 


E PRECISÃO DO MÉTODO DE EULER 


Como procedimento prático, o erro 
absoluto em uma aproximação produ- 
zida pelo método de Euler é aproxi- 
madamente proporcional ao tamanho 
de passo. Assim, reduzindo o tama- 
nho de passo pela metade reduzem- 
-se aproximadamente os erros ab- 
solutos e percentual pela metade. 
Porém, reduzindo-se o tamanho de 
passo também se aumenta a quan- 
tidade de computação, aumentando, 
desse modo, o potencial para mais 
erros de arrendondamento. Deixare- 
mos os detalhes do estudo da ques- 


Tem-se a partir de (3) e da condição inicial y(0) = 2 que a solução exata do problema de valor 
inicial no Exemplo 1 é 


y=x+1l+e 


Assim, nesse caso, podemos comparar o valor aproximado de y(x) produzido pelo método de 
Euler com a aproximação decimal dos valores exatos (Tabela 8.3.1). Na Tabela 8.3.1, o erro 
absoluto é calculado como 


|valor exato — aproximação] 
e o erro percentual como 


|valor exato — aproximação | 


tão de erros para cursos de Equações [valor exato| x 100% 

Diferenciais ou de Análise Numérica. 

Tabela 8.3.1 
SOLUÇÃO APROXIMAÇÃO ERRO ERRO 
y EXATA DE EULER ABSOLUTO PERCENTUAL 
0 2,00000 2,00000 0,00000 0,00 
0,1 2,20517 2,20000 0,00517 0,23 
0,2 2,42140 2,41000 0,01140 0,47 
0,3 2,64986 2,63100 0,01886 0,71 
0,4 2,89182 2,86410 0,02772 0,96 
0,5 3,14872 3,11051 0,03821 1,21 
0,6 3,42212 3,37156 0,05056 1,48 
0,7 3,71375 3,64872 0,06503 1:75 
0,8 4,02554 3,94359 0,08195 2,04 
Observe que o erro absoluto tende a 0,9 4,35960 4,25795 0,10165 2,33 
crescer quando x se afasta de xo. 1,0 4,71828 4,59374 0,12454 2,64 
A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.3 (Ver página 586 para respostas.) 

1. Associe cada equação diferencial com seu campo de direções. A a a EEEE | TEE 
(a) y' =? diy=€0 02 0 aeb ra n e E a e S a a a 
©) y' =y (Dy=y erer IAAF 

"E E a a dd A VINNN+A/ 2/41 

y Ay AMA AAA AA AA a MAUN S E A a 
EPT ERRA LATA RAL A A Ev > 
LLALL A LUA L EAN A E A / 4444 4444 NNNN= do vv 4 
AA RA A A CAMANTA Ma LILLIA ELLA AAAS 
LADA A DAL VA NS ASAA FR LR ER de, Pd od tdo boto do] 
10000 paras, À NS NEN A A as pf tolo] Lita VERE Aa | 
E q e FLITI(IiTIII U S e a sed dt 
TASAA E M M Ns LALALE ENNAN 
Ni SN NES wN Ng NS Tb NNNYAA HI IV 
NANÃ ENNAN l PELL EES bA I Figura Ex-1 
NNNNN NNNAN [Atidlrrttaia 
KAE EA EA O ER do RN EAN 2. Na figura a seguir é dado o campo de direções de y' = y/x 


II nos 16 pontos de malha (x, y), em que x = —2, —1, 1,2 e 
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y = —2, —1, 1, 2. Use esse campo de direções e um racio- 3. Quando utilizamos o método de Euler no problema de valor 
cínio geométrico para encontrar a curva integral que passa inicial y’ = f(x, y), (xo) = yo, obtemos y,+1 a partir de Yn, Xn € 
pelo ponto (1, 2). Ax por meio da fórmula y,,1 = 
Ay 4. Considere o problema de valor inicial y' = y, y(0) = 1. 
x 5 2-4 7 (a) Use o método de Euler com cinco passos para aproximar 
y1). 
S DR 7 a (b) Qual é o valor exato de y(1)? 
xX 
I | | L> 
-2 -l 1 2 
= 2 -iF N Ss 
dá 2 o=2p SN >“ Figura Ex-2 
EXERCICIOS 8.3 [Recurso Gráfico 
1. Esboce o campo de direções para y' = xy/4 nos 25 pontos de 
= = x + 
malha (x, y), dados por x = —2, —1,..., 2 e y = —2, —1,..., 2. (e) y = y (© y'= (sen x) (sen y) 
nana NE 
2. Esboce o campo de direções para y' + y = 2 nos 25 pontos de 
Ay Ay 
malha (x, y), dados por x = 0, 1,...,4 e y = 0, 1,..., 4. 
(1,7) p 0 y RN EE RS O RR 
ee deco aa o -=> ANNA VII EPE Rd od T 
3. Um campo de direções para a equação diferencial y' = 1 — y as SANA A NT] FILL III 
está mostrado na figura em anexo. Em cada parte, esboce o Ee aa rs RN ie i AR ARA A A A A A 
Gi Pr . CARO DES SO E Ed a CU GU UR E A A i 
gráfico da solução que satisfaz a condição inicial. gy DIE Pd RENNES ENT 
(a) y(0)= —1 (b) X0)=1 (c) (0) =2 Afff Apofdptd DD DS 
LAPA INES AA ‘N É SEN N `] 
a a A 
Ay TERED S oa PDD LAY 
LIELAS- ERRA, 
VN NINENNANNIA A {SS> [RN RR 
DERA St RAAN PLVNNNNS == —— [RR O O 
NNNNNNSDENNNNNA 
e ag a 1 Si oa = POR Si, a a a o 
À I H 
E E A E A RARE y A) Ay 
a Pa nina indo Ea s E ae 
q" 4 1 2 3 x ss T To a E in Rom GR A À PP see: 
PE ITA A EA PDS ` 20 fTNS 4 Ssss fogo 
LELLA LAPEL A EN E E Co E wN N | A Aaa 
Cd EA A E ES Cp TE E e E E E E E — 
IPE LTA=ZFI TLI EEAS NEPA A N AaS NA zzz 
Ple ARS EEE: APOAREN ST a SSSA | DA A a yx 
[0 O O O e o O O O O | ii ++ Edi 
Figura Ex-3 =se 0 ENN= 04 — SSSNNA od 00 — 
ERR EE CURE T E E RE E SR DO Mi ss NE LAP A 
ma SS ee E REGE CRE TRE e io A Pd 
er a = — l = SE “""NNA [000 — 
44. Resolva o problema de valor inicial no Exercício 3 e use um e E E SwA pose 
recurso gráfico computacional para confirmar que as curvas in- iza ia q on o ES o | Md 
tegrais dessas soluções estão de acordo com os esboços obtidos HI Iv 
a partir do campo de direções. 
Ay Ay 
=> 4 [4 -———— 0 to — 
-———-4y 40 ———— 0000 too — 
>>> 04 fo -———— Adao E E a a a 
ENFOCANDO CONCEITOS RE E DPPP RRR 
3 o ais 040 [o -———— PAPA PA PARA HA 
5. Use o campo de direções no Exercício 3 para fazer uma Ea PAVAV AV AV AV AS NV AV AV AV AAA 
conjectura sobre o comportamento das soluções de y' = 1 + > At 
É : É >> 04 bo -—-——— VNNNNNPNNNNAS 
— y quando x — +% e confirme sua conjectura examinando Ee tda a RENA q KA AEON 
a solução geral da equação. =>DD>04 [00 ———— a a 
040 [4 -0———— Sap NS (o SS PO, DS SS a 
6. Em cada parte, associe a equação diferencial com o campo ZOD LE Ras es e e 
de direções e explique o seu raciocínio. 
(a) y'=1/x b) y'=1/y v vI 
foame Eaa 
€) y' =e (d) y =y -1 Figura Ex-6 
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7-10 Use o método de Euler com tamanho de passo Ax ou At para 
aproximar a solução do problema de valor inicial no intervalo dado. 
Apresente sua resposta como uma tabela e um gráfico. EH 


7. dy/dx = Yy, (0) =1,0<x<4, Ax =0,5 


8. dy/dx=x- y, y0)=1, 0<x<2, Ax=0,25 
9. dy/dt= cosy, y(0)=1, O<t<2, At=0,5 
10. dy/dt= e, yO=0, O<t<1, At=0,1 


11. Considere o problema de valor inicial 


y0) = O 


Use o método de Euler com 5 passos para aproximar y(1). 


y' = sen gt, 


12-15 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


12. Seo gráfico de y = f(x) for uma curva integral de um campo de 
direções, então qualquer translação vertical desse gráfico tam- 
bém será uma curva integral. 


13. Qualquer curva integral do campo de direções dy/dx = e” é o 
gráfico de uma função crescente de x. 


14. Qualquer curva integral do campo de direções dy/dx = e é 
côncava para cima. 


15. Se p(y) for um polinômio cúbico em y, então o campo de di- 
reções dy/dx = p(y) terá uma curva integral que será uma reta 
horizontal. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


16. (a) Mostre que a solução do problema de valor inicial 
y =e" ,y0)=0é 


x= f e" dt 
0 


(b) Use o método de Euler com Ax = 0,05 para aproximar 


o valor de 
1 2 
yad) -f e dt 
0 


e compare a resposta com aquela produzida por um 
recurso computacional com capacidade de integração 
numérica. 


17. A figura abaixo mostra um campo de direções para a equa- 
ção diferencial y’ = —x/y. 
(a) Use o campo de direções para estimar y(ż) para a solu- 
ção que satisfaça a condição incial y(0) = 1. 
(b) Compare a sua estimativa ao valor exato de (5). 


Ay 
serer DE 200 NNNSN 
LEO o a da mm NON NN 


SSNNNNA 


= 


v 


E E 
ee A 


Figura Ex-17 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Considere o campo de direções II no Exercício de Com- 

preensão 1. 

(a) É visível que o campo de direções aparenta ter uma reta 
horizontal como curva integral? 

(b) Use a equação diferencial do campo de direções para 
confirmar sua resposta na parte (a). 


Considere o campo de direções no Exercício 3 e a curva 

integral pelo ponto (0, —1). 

(a) Use o campo de direções para obter uma estimativa de 
onde a curva integral cruza o eixo x. 

(b) Compare sua estimativa na parte (a) com o valor exato 
do ponto em que a curva integral corta o eixo x. 


Considere o problema de valor inicial 


Cs sys 
dx 2º 
(a) Use o método de Euler com tamanho de passo Ax = 
0,2; 0,1 e 0,05 para obter três aproximações de y(1). 
(b) Encontre y(1) exatamente. 


Dizemos que um campo de direções da forma y' = fly) é 

autônomo. 

(a) Explique por quê, para campos de direções autônomos, 
os segmentos de retas tangentes ao longo de qualquer 
reta horizontal são paralelos. 

(b) A palavra autônomo significa “independente”. Em que 
sentido um campo de direções autônomo é indepen- 
dente? 

(c) Sejam G(y) uma antiderivada de 1/[f(y)] e C uma cons- 
tante. Explique por que qualquer função derivável de- 
finida implicitamente por G(y) — x = C é uma solução 
da equação y' = fy). 


(a) Resolva a equação y' = /y e mostre que qualquer so- 
lução que não seja constante tem um gráfico que é côn- 
cavo para cima em toda parte. 

(b) Explique como a conclusão da parte (a) poderia ser 
obtida diretamente a partir da equação y' = /y, sem 
resolvê-la. 


(a) Use derivação implícita para encontrar um campo de 
direções cuja curva integral que passa pelo ponto (1, 1) 
seja definida implicitamente pela equação xy? — x2y = 0. 

(b) Prove que se y(x) é uma curva integral qualquer do 
campo de direções da parte (a), então xy) — xy) 
é uma função constante. 

(c) Encontre uma equação que defina implicitamente a 
curva integral que passa pelo ponto (— 1, —1) do cam- 
po de direções da parte (a). 


(a) Use derivação implícita para encontrar um campo de 
direções cuja curva integral que passa pelo ponto (0, 0) 
seja definida implicitamente pela equação xe” + ye" = 0. 

(b) Prove que se y(x) é uma curva integral qualquer do 
campo de direções da parte (a), então xe? + y(x)e" é 
uma função constante. 

(c) Encontre uma equação que defina implicitamente a 
curva integral que passa pelo ponto (1, 1) do campo de 
direções da parte (a). 
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26. Texto Explique a conexão entre o método de Euler e a apro- 


25. Considere o problema de valor inicial y’ = y, (0) = 1, e ximação linear local discutida na Seção 3.5 (ver Volume 1). 

seja y, à aproximação de y(1) usando o método de Euler 

com n passos. 

(a) Faça uma conjectura sobre o valor exato de 
lim, >+» Yn? Explique seu raciocínio. 

(b) Encontre uma fórmula explícita para y, e use-a para 
conferir sua conjectura na parte (a). 


27. Texto Dado um campo de direções, quais características de 
uma curva integral poderiam ser discutidas a partir do cam- 
po de direções? Aplique suas ideias ao campo de direções do 
Exercício 3. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.3 


1. @ IV OM (OLA 


2.y=2x,x>0 3. Yn + SO In) Ax 4. (a) 225 (b) e 


8.4 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM E APLICAÇÕES 


Nesta seção, discutiremos um método geral que pode ser usado para resolver uma grande 
classe de equações diferenciais de primeira ordem. Esse método será utilizado para resolver 
equações diferenciais relacionadas a problemas de mistura e de queda livre retardada pela 
resistência do ar. 


E EQUAÇÕES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 
As equações de primeira ordem mais simples são as que podem ser escritas na forma 


dy o 
nn q(x) (1) 


Tais equações podem ser frequentemente resolvidas por integração. Por exemplo, se 


dy 3 
es 2 
do (2) 


então 
4 
y= [ra=T+c 


é a solução geral de (2) no intervalo (—%, +20). Mais geralmente, uma equação diferencial de 
primeira ordem é denominada linear se puder ser expressa no formato 


d 
— + p()y = (x) (3) 
Ex 


A Equação (1) é o caso especial de (3) que resulta quando a função p(x) é identicamente nula. 
Alguns outros exemplos de equações diferenciais lineares de primeira ordem são 


d d d 
D byse, O i (senx)y +x? =0, E isya 
dx dx dx 


pa) =x, q0) = e pl) = sen x, q(x) = =x? pæ) =5,q40)=2 


Vamos supor que as funções p(x) e q(x) em (3) sejam contínuas em um mesmo intervalo 
e tentaremos encontrar soluções gerais que sejam válidas nesse intervalo. Um método para 
fazer isso é baseado na observação seguinte: se definirmos u = u(x) por 


u = eP d (4) 
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então 
du fox, 4 J 
Dn KAA p a dx = 
no Em p(x)dx = up(x) 
Assim, 
d dy du dy, 
A doa ra da E up(x)y (5) 
Multiplicando ambos os membros de (3) por u, obtemos 
d 
ne +upO)y = ug() 
x 
Combinando com (5), temos 
d 
Tx) = uq(x) (6) 
x 


Essa equação pode ser resolvida em y integrando ambos os lados em relação a x e, então, di- 
vidindo tudo por u para obter 


1 
y= 2 f max (7) 
H 


que é a solução geral de (3) no intervalo. A função u em (4) é chamada de fator de integração 
de (3), e esse método de encontrar uma solução geral de (3) é denominado método dos fato- 
res integrantes. Embora seja possível simplesmente memorizar a Fórmula (7), é recomendá- 
vel resolver equações diferenciais lineares de primeira ordem seguindo os passos utilizados 
na derivação da fórmula, como segue. 


O Método dos Fatores Integrantes 
Passol Calcule o fator integrante 


u= eSP) dx 


Como qualquer u será suficiente, podemos tomar a constante de integração 
como sendo zero neste passo. 


Passo2 Multiplique ambos os lados de (3) por u e expresse o resultado como 


d 
m = uq (x) 


Passo 3 Integre ambos os lados da equação obtida no Passo 2 e, então, resolva em y. 
Assegure-se de incluir uma constante de integração neste passo. 


> Exemplo 1 Resolva a equação diferencial 


Solução Comparando a equação dada com (3), vemos que se trata de uma equação linear 
de primeira ordem com p(x) = —1 e q(x) = e™. Esses coeficientes são contínuos no intervalo 
(—00, +00), de modo que o método dos fatores integrantes produzirá uma solução geral nesse 
intervalo. O primeiro passo consiste em calcular o fator integrante. Isso dá 


u= eJpœ) dx Z ef CD dx = e™ 
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Confirme que a solução obtida no 
Exemplo 1 está de acordo com a ob- 
tida substituindo o fator integrante na 
Fórmula (7). 


Em seguida, multiplicamos ambos lados da equação dada por u para obter 
que pode ser reescrita como 


Integrando ambos os lados dessa equação em relação a x, obtemos 
ey=OH+4C 
Finalmente, resolvendo em y obtemos a solução geral 
y=e*+Ce a 


Uma equação diferencial da forma 
d 
PO) + 06) = RG) 
x 


pode ser resolvida dividindo tudo por P(x) para colocar a equação no formato (3) e, então, 
aplicar o método dos fatores integrantes. No entanto, a solução resultante somente será válida 
nos intervalos em que ambos, p(x) = Q(x)/P(x) e g(x) = R(x)/P(x), sejam contínuos. 


> Exemplo 2 Resolva o problema de valor inicial 


dy 
x——-y=x, y(l)=2 
dx 


Solução A equação diferencial pode ser reescrita na forma (3) dividindo-se ambos os 
membros por x. Assim obtemos 


dy 1 

EAR E | 8 

a (8) 
em que q(x) = 1 é contínua em (—c0, +00) e p(x) = —1/x é contínua em (—%, 0) e em 


(O, +00). Como devemos ter p(x) e q(x) contínuas em um mesmo intervalo e como nossa 
condição inicial requer uma solução com x = 1, vamos encontrar uma solução geral de (8) 
no intervalo (0, +00). Nesse intervalo, temos |x| = x, de modo que 


1 
pœ) dic Żdx=—ln Ix] = -—Inx ain dna na constante de 
x integração igual a O 


Assim, um fator de integração para produzir uma solução no intervalo (0, +00) é 
u= ele) dx — em lnx = e10) — 1 
x 
Multiplicando ambos os lados da Equação (8) por esse fator de integração obtemos 


ldy 1 1 


xdx mo 


ou 


Não é acidental que o problema de 
valor inicial no Exemplo 2 tenha uma 
solução única. Em geral, se xo é um 
ponto qualquer de um intervalo aber- 
to no qual os coeficientes de (3) se- 
jam contínuos, então dado qualquer 
número real yo existirá sempre uma 
única solução de (3) que satisfaz a 
condição inicial y(xo) = Yo [Exercício 
29(b)]. 


5 galões/min 


“á 


100 galões 


5 galões/min 


Figura 8.4.1 
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Assim, no intervalo (0, +20), 


1 1 
p= [qdx=ina+o 
pa pa 


da qual segue que 
y=xlnx + Cx (9) 


A condição inicial y(1) = 2 requer que y = 2 para x = 1. Substituindo esses valores em (9) e 
resolvendo em C, obtemos C = 2 (verifique), de modo que a solução do problema de valor 
inicial é 


y=xlnx+2x 4 


Concluimos esta seção com algumas aplicações de equações diferenciais de primeira 
ordem. 


E PROBLEMAS DE MISTURA 

Em um problema típico de mistura, um tanque está cheio até um nível especificado com uma 
solução que contém uma quantidade conhecida de alguma substância solúvel (digamos, sal). 
À solução completamente misturada é permitido fluir do tanque a uma taxa conhecida e, ao 
mesmo tempo, uma solução com uma concentração conhecida da substância solúvel é acres- 
centada ao tanque a uma taxa conhecida, que pode ou não diferir da taxa de vazão. À medida 
que o tempo passa, a quantidade de substância solúvel no tanque irá, em geral, variar, e o 
problema de mistura usual procura determinar a quantidade de substância no tanque em um 
instante especificado. Esse tipo de problema serve como modelo para muitos outros: descarga 
e filtragem de poluentes em um rio, injeção e absorção de medicamentos na corrente sanguí- 
nea e migração de espécies para dentro e para fora de um sistema ecológico, por exemplo. 


> Exemplo 3 No instante t = 0, um tanque contém 4 libras de sal dissolvido em 100 ga- 
lões de água. Suponha que água salgada contendo duas libras de sal por galão seja acrescen- 
tada ao tanque a uma taxa de 5 galões por minuto e que a solução misturada seja drenada do 
tanque à mesma taxa (Figura 8.4.1). Encontre a quantidade de sal no tanque após 10 minutos. 


Solução Seja y(t) a quantidade de sal (em libras) após t minutos. É dado que y(0) = 4, e 
queremos encontrar y(10). Começaremos por encontrar uma equação diferencial que seja 
satisfeita por y(t). Para fazer isso, observamos que dy/dt, que é a taxa segundo a qual a quan- 
tidade de sal no tanque está variando com o tempo, pode ser expressa como 


d 
= = taxa de entrada — taxa de saída (10) 
t 
onde a taxa de entrada é aquela segundo a qual o sal entra no tanque e a taxa de saída é aquela 
segundo a qual o sal deixa o tanque. No entanto, a taxa segundo a qual o sal entra no tanque é 


taxa de entrada = (2 Ib/galões) - (5 galões/min) = 10 Ib/min 


Uma vez que a água salgada entra e sai do tanque a uma mesma taxa, o volume dela no tan- 
que permanece constante em 100 galões. Assim, decorridos t minutos, o tanque contém y(t) 
libras de sal por 100 galões de água salgada e, portanto, a taxa segundo a qual o sal deixa o 
tanque naquele instante é 


t t 
taxa de saída = ( Ib/ galões - (5 galões /min) = e Ib/min 
Portanto, (10) pode ser escrito como 
d d 
Eme ma Salai 


= u 
dt 20 dt 20 
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que é uma equação diferencial linear de primeira ordem satisfeita por y(t). Como é dado que 
y(0) = 4, a função y(t) pode ser obtida resolvendo-se o problema de valor inicial 


dy y 
O 2 =10, yO =4 
dr +20 y0) 


O fator integrante para essa equação diferencial é 


u= ef 0/20)dt — 1/20 


Se multiplicarmos ambos os membros da equação por u, obteremos 


Z ey) — 10e'0 


ey = J 10€'0 dt 2 200€''20 de C 


y(t) = 200 + Ce! (11) 


A condição inicial afirma que y = 4 quando t = 0. Substituir esses valores em (11) e resolven- 
do para C, resulta que C = — 196 (verifique), portanto 


YA = 200 — 196e"? (12) 
= O gráfico de (12) é mostrado na Figura 8.4.2. No instante t = 10, a quantidade de sal no tanque é 
q 
2 200 
9 Sd y(10) = 200 — 196e7?5 ~ 81,1 lb < 
o q 150 Ex —t/20 
E z 100 À y0 o: Observe que, de (11), segue que 
ES li 200 
E d = 
E e 50 Jim y0) 
i L 
“910 20 30 40 30 60 70 30 para todos os valores de C, portanto, não importando a quantidade de sal presente inicialmen- 
Tempo + (min) te no tanque, a quantidade de sal no tanque vai acabar estabilizando-se em 200 libras. Isso 
Figura 8.4.2 pode ser visto também geometricamente a partir do campo de direções da equação diferen- 


cial, mostrado na Figura 8.4.3. Esse campo de direções sugere que se a quantidade de sal pre- 
sente inicialmente no tanque for maior do que 200 libras, então ela irá decrescer regularmente 
no tempo em direção ao valor limite de 200 libras; e se, inicialmente for menor do que 200 
libras, então ela irá crescer regularmente em direção ao valor limite de 200 libras. O campo 
de direções também sugere que se a quantidade presente inicialmente for de exatamente 200 
libras, então a quantidade de sal no tanque permanecerá constante nas 200 libras. Isso tam- 
bém pode ser visto a partir de (11), uma vez que C = 0 neste caso (verifique). 


O gráfico mostrado na Figura 8.4.2 
sugere que y(t) — 200 quando 
t +œ. Isso significa que, em um 
período estendido de tempo, a quanti- 
dade de sal no tanque tende para 200 


libras. Dê um argumento físico infor- E UM MODELO DE QUEDA LIVRE RETARDADA PELA RESISTÊNCIA DO AR 

a porque este reul Na Seção 5.7, consideramos o modelo de queda livre de um objeto movendo-se ao longo de 
um eixo vertical próximo da superfície da Terra. Supôs-se, naquele modelo, que não há re- 
sistência do ar e, assim, a única força agindo sobre o objeto é a gravidade da Terra. O nosso 
objetivo aqui é encontrar o modelo que leve em conta a resistência do ar. Com essa finalidade, 


3004? vamos fazer as seguintes hipóteses: 
E e O objeto move-se ao longo de um eixo vertical s cuja origem está na superfície da Ter- 
edi F ra e cujo sentido positivo é para cima (Figura 5.7.7, no Volume 1). 
200 e No instante t = 0, a altura do objeto é so e a sua velocidade, vo. 
150 É e As únicas forças sobre o objeto são a força da gravidade da Terra Fg = —mg agindo 
E : para baixo e a força Fp da resistência do ar agindo no sentido oposto ao do movimento. 
100 sis a OO. Rd A força Fr é chamada de força de retardamento. 
Figura 8.4.3 No caso do movimento de queda livre retardada pela resistência do ar, a força líquida 


agindo sobre o objeto é 
Fo + Fr = —mg + FR 


OBSERVAÇÃO 
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e a aceleração é d2s /dt?, de modo que a segunda lei de Newton [Equação (5) na Seção 6.6, no 
Volume 1] implica que 


d?s 


—mg + Fr = m— 13 
8 T2 (13) 
A experimentação mostra que a força Fr da resistência do ar depende do formato do 
objeto e de sua velocidade — quanto maior for a velocidade, maior será a força de retardamen- 
to. Há muitos modelos possíveis para resistência do ar, mas um dos mais básicos supõe que a 
força de retardamento Fr seja proporcional à velocidade do objeto, isto é, que 


Fr=—cu 


onde c é uma constante positiva que depende do formato do objeto e de propriedades do ar” 
(O sinal de menos garante que a força de retardamento seja oposta ao sentido do movimento.) 
Substituindo-se isso em (13) e escrevendo d?s /df? como dv/dt, obtemos 


dv 
—mg—cvu=m T 
Dividindo-se por m e rearranjando 
M e 
dt m 


que é uma equação diferencial linear de primeira ordem na função desconhecida v = v(t) com 
p(t) = c/m e q(t) = —g [ver (3)]. Para um objeto específico, o coeficiente c pode ser determi- 
nado experimentalmente, portanto podemos supor que m, g e c sejam constantes conhecidas. 
Assim, a função velocidade v = v(t) pode ser obtida resolvendo-se o problema de valor inicial 


dv Č 
D+>v=-g v(0) =w (14) 
dt m 


Uma vez encontrada a função velocidade, a função posição s = s(t) pode ser obtida resolven- 
do o problema de valor inicial 


O) (15) 
— =v(t), s(0)=s 
dt ° 
No Exercício 25, pedimos ao leitor que resolva (14) e mostre que 
v(e) = e% (v + É) _ E (16) 
c c 
Note que 
: mg 
lim v(t) = —— (17) 
t —> +% E 


(verifique). Assim, a velocidade escalar |v(1)| não cresce indefinidamente, como na queda 
livre; em vez disso, devido à resistência do ar, ela tende a uma velocidade limite finita v, 
dada por 


w=|-|=D (18) 
c c 


Essa é a velocidade escalar terminal do objeto, e (17) é chamada de velocidade terminal. 


A intuição sugere que próximo da velocidade limite, a velocidade v(t) varia muito lentamente; isto é, dv/dt = 0. As- 
sim, não deve causar surpresa que a velocidade limite possa ser obtida informalmente de (14) fazendo dv/dt = O 
na equação diferencial e resolvendo para v. Dessa forma, obtemos 


mg 
c 


= 


o que está de acordo com (17). 


* Outros modelos comuns supõem que Fg = —cv? ou, mais geralmente, Fg = —cv” com algum valor de p. 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.4 (Ver página 594 para respostas.) 


1. Resolva a equação diferencial separável de primeira ordem 


d 
T + PG) =a) 
X 


completando os passos a seguir. 
Passo 1 Calcule o fator de integração u = 


Multiplique ambos os lados da equação pelo fator de 
integração e expresse o resultado como 


Passo 2 


ia ]= 
EE = 


Integre ambos os lados da equação obtida no Passo 2 
e resolva em y = 


Passo 3 


EXERCÍCIOS 8.4 [Recurso Gráfico 


2. Um fator integrante de 


Da) 

— +^ =q(x 

ae a a 
é 

3. No instante + = O, um tanque contém 30 g de sal dissolvidos 
em 60 litros de água. Suponha que água salgada contendo 5 g 
de sal por litro de água é acrescentada ao tanque a uma taxa de 
3 litros por minuto e que a solução misturada é drenada do tan- 
que à mesma taxa. Elabore um problema de valor inicial que 
seja satisfeito pela quantidade y(t) de sal no tanque no instante 
t. Não encontre a solução do problema. 


1-6 Resolva a equação diferencial pelo método dos fatores inte- 
grantes. E 


dy T dy 
1. -+ 4y =e ™ 2. += 
d +=» a cd 
, dy 
3. y’ +y=cos(e) 4. 2— +4y=1 
dx 
dy dy 1 
5. @&? +1) =0 6. y+ 
G lY dx * 1 — e* 


7-10 Resolva o problema de valor inicial. E 


d 

Try gbs? 
dx 
d 

8. 12 yar, y(D=-—1 
dx 
y 

9 gi RA y(0)=3 
dy 

10. — =2 0)=1 
ge dao »(0) 


11-14 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


11. Se yı e y2 forem duas soluções de uma equação diferencial de 
primeira ordem, então y = y; + y2 também será uma solução. 


12. Se a equação diferencial de primeira ordem 


dy 
= + PO) =q) 
dx 
tiver uma solução que é uma função constante, então q(x) será 
um múltiplo constante de p(x). 


13. Em um problema de mistura, é de se esperar que a concentra- 
ção da substância dissolvida no tanque tenda a um limite finito 
ao longo do tempo. 


14. Em nosso modelo de queda livre retardado pela resistência do 
ar, a velocidade terminal é proporcional ao peso do objeto em 
queda livre. 


15. Um campo de direções para a equação diferencial y' = 2y — x 
está na figura abaixo. Em cada parte, esboce o gráfico da solu- 
ção que satisfaz a condição inicial. 


(a) ya)=1 (b) y(0)=—1 (c) HD =0 
y 

[RN O RO RS RR DERETTER 
[RN RO RO RO O O O AO nr A A A A AAA 
RRORRENE RNA arara 
[RN RN RN AR RN RR A RO A AA A A Adi 
PAT IlE oo 00—— 
TR RO RO A A A A PA AAAS 
FRIA que 
Add ->N à SDS 
ro PP E AE EE E EEEE 
244.) -=> NSn Ianna 
Lda =" NoNN A NA dA 
e 
EE S Na 
“SELL PLLILLLLA 
NSNNNANV EA aaa 
NNNNNANA aaa aa 
AANVAAR PA AAAA 


Figura Ex-15 


416. 


Resolva o problema de valor inicial no Exercício 15 e use um 


recurso gráfico computacional para confirmar que as curvas in- 
tegrais dessas soluções estão de acordo com os esboços obtidos 
a partir do campo de direções. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


17. Use o campo de direções no Exercício 15 para fazer uma 
conjectura sobre o efeito de yo no comportamento da so- 
lução do problema de valor inicial y' = 2y — x, y(0) = yo 
quando x— +% e confira sua conjectura examinando a so- 
lução do problema de valor inicial. 


18. Considere o campo de direções no Exercício 15. 
(a) Use o método de Euler com Ax = 0,1 para estimar y (5) 
da solução que satisfaz a condição inicial y(0) = 1. 
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(b) Você estima que sua resposta na parte (a) é maior ou 
menor do que o valor exato de y (5)? Explique. 

(c) Confira sua conjectura na parte (b) encontrando o valor 
exato de y(4). 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


(a) Use o método de Euler com um tamanho de passo Ax = 0,2 
para aproximar a solução do problema de valor inicial 


y'=x+y, y0)=1 


no intervalo 0 < x < 1. 
(b) Resolva exatamente o problema de valor inicial e calcule o 
erro e o erro percentual em cada aproximação da parte (a). 
(c) Esboce a solução exata e a solução aproximada no mesmo 
sistema de coordenadas. 


Afirmou-se no final da Seção 8.3 que, reduzindo o tamanho do 
passo no método de Euler pela metade, reduz-se aproximada- 
mente pela metade, também, o erro em cada aproximação. Con- 
firme que o erro em y(1) fica reduzido aproximadamente à meta- 
de se o tamanho de passo usado no Exercício 19 for de Ax = 0,1. 


No instante t = 0, um tanque contém 25 g de sal dissolvidos 

em 50 litros de água. Então, água salgada contendo 4 g de sal 

por litro é acrescentada ao tanque a uma taxa de 2 litros/min, e 

a solução misturada é drenada do tanque à mesma taxa. 

(a) Quanto sal haverá no tanque num instante de tempo arbi- 
trário £? 

(b) Quanto sal haverá no tanque após 25 minutos? 


Um tanque contém inicialmente 200 galões de água pura. Em 

um instante t = 0, água salgada contendo 5 libras de sal por 

galão é acrescentada ao tanque a uma taxa de 20 galões por mi- 

nuto, e a solução misturada é drenada do tanque à mesma taxa. 

(a) Quanto sal haverá no tanque em um instante de tempo ar- 
bitrário t? 

(b) Quanto sal haverá no tanque após 30 minutos? 


Um tanque com uma capacidade de 1.000 galões contém, ini- 
cialmente, 500 galões de água poluída com 50 libras de po- 
luente. No instante t = 0, água pura é acrescentada a uma taxa 
de 20 galões por minuto, e a solução misturada é drenada a 
uma taxa de 10 galões por minuto. Quanto poluente haverá no 
tanque quando ele chegar no ponto de transbordar? 


A água em um lago poluído contém inicialmente 1 libra de sais de 
mercúrio por 100.000 galões de água. O lago é circular com um 
diâmetro de 30 metros e uma profundidade uniforme de 3 metros. 
A água poluída é bombeada do lago a uma taxa de 1.000 galões 
por hora e substituída por água fresca na mesma taxa. Construa 
uma tabela que mostre a quantidade de mercúrio no lago (em li- 
bras) no final de cada hora, por um período de 12 horas. Discuta 
qualquer hipótese feita. [Nota: Use Im? = 264 galões.) 


(a) Use o método dos fatores integrantes para deduzir a solu- 
ção (16) do problema de valor inicial (14). [Nota: Lembre 
que c, me g são constantes.] 

(b) Mostre que (16) pode ser expressa em termos da velocida- 
de terminal (18) como 


v(t) = er (vo + vr) — vr 


26. 


27. 


28. 
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(c) Mostre que se s(0) = so, então a função posição do objeto 
pode ser expressa como 


s() = so — vet + Evo + ve) (1 — e~") 
E 


Suponha que um paraquedista totalmente equipado pesando 

240 libras tenha uma velocidade terminal de 120 pés por se- 

gundo com o paraquedas fechado e de 24 pés por segundo com 

o paraquedas aberto. Suponha também que esse paraquedista 

salte de um avião a uma altura de 10.000 pés, caia durante 25 

segundos com o paraquedas fechado e então caia o trajeto res- 

tante com o paraquedas aberto. 

(a) Supondo que a velocidade inicial do paraquedista seja 
zero, use o Exercício 25 para encontrar a velocidade verti- 
cal do paraquedista e sua altura no instante em que abrir o 
paraquedas. [Nota: Use g = 32 pés/s2.] 

(b) Use uma calculadora para encontrar uma solução numérica 
para o tempo total em que o paraquedista permanece no ar. 


A figura abaixo é um diagrama esquemático de um circuito 
elétrico em série RL básico, que contém uma fonte de energia 
com uma voltagem dependente do tempo de V(t) volts (V), um 
resistor com uma resistência constante de R ohms (Q) e um in- 
dutor com uma indutância constante de L henrys (H). O leitor 
que não conhecer circuitos elétricos não precisa se preocupar; 
tudo que precisa saber é que a teoria da eletricidade afirma que 
uma corrente de Z(t) amperes (A) flui através do circuito onde 
I(t) satisfaz a equação diferencial 


L RI=vO) 
dt = 


(a) Determine I(t) se R = 10 Q, L = 5 H, se V for a constante 
20V eX0)=0A. 

(b) O que acontece com a corrente em um longo período de 
tempo? 


VA L 


Figura Ex-27 


Determine I(t) para o circuito elétrico do Exercício 27 se 
R=602,L=3H,V0)=3sentVelK0)=IS5A. 


(a) Prove que qualquer função y = y(x) definida pela 
Equação (7) é uma solução de (3). 
(b) Considere o problema de valor inicial 


d 
Yy PO)y =q4(x), y(xo) = yo 


dx 
em que as funções p(x) e q(x) são ambas contínuas em 
um intervalo aberto. Usando a solução geral de uma 
equação linear de primeira ordem, prove que este proble- 
ma de valor inicial tem uma solução única no intervalo. 
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30. (a) Prove que as soluções não precisam ser únicas para 
problemas de valor inicial não lineares, encontrando 
duas soluções para 

dy 


y7 =4, 


T y0) = O 


(b) Prove que as soluções não precisam existir para proble- 
mas de valor inicial não lineares, mostrando que não 
existe solução para 


Yo = 04, 


EE y(0) = 0 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 8.4 


31. Texto Explique por que a quantidade u no Método dos Fa- 
tores Integrantes é denominada “fator integrante” e explique o 
papel dessa quantidade nesse método. 


32. Texto Suponha que uma dada equação diferencial de primei- 
ra ordem possa ser resolvida pelo método dos fatores integran- 
tes e também pela separação das variáveis. Discuta as vanta- 
gens e desvantagens de cada método. 


dy 


1 
1. Passo 1: el? dx, Passo 2: uy. uq(x); Passo 3: — f uq(x)dx 2. x 3. — + Ep 15, y(0) = 30 
u 
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dt 20 


1. Classifique as seguintes equações diferenciais de primeira or- 


dem como separáveis, lineares, ambas ou nenhuma deles. 
dy 


(a) — — 3y = sen x 


i 
+xy=x 
dx dx y 


d d 
©) y2 -x=1 (d) © + xy? = sen (xy) 
dx dx 


2. Quais das seguintes equações diferenciais são separáveis? 


dy dy _ f% 


(0) z TIO) O Ix z0) 
dy dy 
(c) FE fo) +0)  (d) Fria v fœ) 


3-5 Resolva a equação diferencial pelo método de separação de va- 
riáveis. W 


d 
3. Z =a +y 


d 
i 4. 3tgy— secx =0 


5. L +yDy' = ey 


6-8 Resolva o problema de valor inicial pelo método de separação 
de variáveis. E 
5 


y 
6. y'=1+y, x0=1 7. y = —— 9D=1 
y 3 y(0) ? TS y) 
8. y' = 4y sec? 2x, y(7/8)= 1 
9. Esboce a curva integral de y' = —2xy? que passa pelo ponto 


(0, 1). 


10. Esboce a curva integral de 2yy' = 1 que passa pelo ponto (0, 1) 
e a curva integral que passa pelo ponto (0, —1). 


11. Esboce o campo de direções de y' = xy/8 nos 25 pontos de 
malha (x, y), dados por x = 0, 1,...,4 e y = 0,1,...,4. 


12. Resolva a equação diferencial y' = xy/8 e encontre uma família 
de curvas integrais para o campo de direções do Exercício 11. 


13-14 Use o método de Euler com o tamanho de passo Ax dado para 
aproximar a solução do problema de valor inicial no intervalo dado. 
Apresente a resposta em forma de tabela e também como gráfico. E 


13. dy/dx = Jy, y0) =1, 0<x <4, Ax =0,5 
14. dy/dx = sen y, y(0)= 1, 0 < x < 2, Ax = 0,5 
15. Considere o problema de valor inicial 
y'= cos 2xt, y(0)=1 
Use o método de Euler com cinco passos para aproximar y(1). 


16. Um tecido encontrado em uma pirâmide egípcia contém 78,5% 
de seu carbono-14 original. Estime a idade do tecido. 


17. Em cada parte, determine um modelo de crescimento exponen- 
cial y = yoe" que satisfaça as condições dadas. 
(a) yo = 2; tempo de duplicação T = 5. 
(b) y(0) = 5; taxa de crescimento 1,5%. 
(c) (1) = 1; y(10) = 100. 
(d) y(1) = 1; tempo de duplicação T = 5. 


18. Suponha que uma população inicial de 5.000 bactérias cresça 
exponencialmente a uma taxa de 1% por hora e que y(t) denote 
o número de bactérias presentes depois de t horas. 
(a) Encontre um problema de valor inicial cuja solução seja y(t). 
(b) Encontre uma fórmula para y(t). 
(c) Qual é o tempo de duplicação dessa população? 
(d) Quanto tempo leva para essa população de bactérias atin- 

gir os 30.000? 


19-20 Resolva a equação diferencial pelo método dos fatores inte- 
grantes. EB 

dy 1 
” l+e 


21-23 Resolva o problema de valor inicial pelo método de fatores 
integrantes. E 


21. 
22. 
23. 


[€] 24. 


25. 
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y'—xy =x, y(0)=3 
wy +29=4, y)=2 
»' cosh x + y senh x = cosh? x, y(0) = 2 


(a) Resolva o problema de valor inicial 


y(0)= 1 


pelo método dos fatores integrantes, usando um CAS para 
efetuar as integrações difíceis. 

(b) Use um CAS para resolver diretamente o problema de va- 
lor inicial e confirme que a sua resposta está de acordo 
com aquela obtida na parte (a). 

(c) Faça o gráfico da solução. 


y’ -y= x sen 3x, 


Um tanque contém 1.000 galões de água fresca. No instante 
t = 0, água salgada contendo 5 gramas de sal por galão é des- 
pejada no tanque a uma taxa de 10 galões por minuto, e a mis- 
tura é drenada do tanque à mesma taxa. Após 15 minutos, o 
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26. 
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processo é interrompido e água fresca é despejada no tanque 
à uma taxa de 5 galões por minuto, e a solução é drenada do 
tanque à mesma taxa. Determine a quantidade de sal no tanque 
no instante t = 30 min. 


Suponha que uma sala contendo 1.200 pés” de ar esteja livre 

de monóxido de carbono. No instante t = 0, fumaça de cigar- 

ro contendo 4% de monóxido de carbono é introduzida a uma 

taxa de 0,1 pés/min, e a mistura bem circulada é ventilada 

para fora da sala à mesma taxa. 

(a) Encontre uma fórmula para a porcentagem de monóxido 
de carbono na sala no instante t. 

(b) A exposição continuada ao ar contendo 0,012% de mo- 
nóxido de carbono é considerada perigosa. Quanto tempo 
levará para atingir esse nível? 


Fonte: Baseado em um problema de William E. Boyce e Richard C. Di- 
Prima, Elementary Differential Equations, 7th Ed., John Wiley & Sons, 
New York, 2001. 


1. Considere a equação diferencial de primeira ordem 


dy 

Ta arjay =g] 

em que p e q são constantes. Se y = y(x) for uma solução des- 

sa equação, defina u = u(x) = q — py(x). 

(a) Sem resolver a equação diferencial, mostre que u cresce 
exponencialmente como uma função de x se p < 0 e de- 
cresce exponencialmente como uma função de x se O < p. 

(b) Use o resultado da parte (a) e as Equações (13 e 14) da 
Seção 8.2 para resolver o problema de valor inicial 


E tV=4 y0)=-1 


« Considere a equação diferencial do tipo 


o = j Ex oare) 

dx 
em que f é uma função de uma variável. Se y = y(x) for uma 
solução dessa equação diferencial, defina u = u(x) = ax + 
by(x) + c. 
(a) Encontre uma equação diferencial separável que seja sa- 

tisfeita pela função u. 

(b) Use sua resposta da parte (a) para resolver 


day A 
dx x+y 


3: 


Dizemos que uma equação diferencial é homogênea se puder 
ser escrita da forma 


dy 


==, com x £ 0 


em que f é uma função de uma variável. Se y = y(x) for uma 

solução de uma equação diferencial homogênea de primeira 

ordem, defina u = u(x) = y(x)/X. 

(a) Encontre uma equação diferencial separável que seja sa- 
tisfeita pela função u. 

(b) Use sua resposta da parte (a) para resolver 


dy x=) 
dz may 


. Dizemos que uma equação diferencial de primeira ordem é 


uma equação de Bernoulli se puder ser escrita da forma 


d 
2 + p(x)y= q(x)y” 


0,1 
Jx com n Æ 


Se y = y(x) for uma solução de uma equação de Bernoulli, 
defina u = u(x) = DWO 
(a) Encontre uma equação diferencial linear de primeira or- 
dem que seja satisfeita pela função u. 
(b) Use sua resposta da parte (a) para resolver o problema de 
valor inicial 
dy 


Depp, 


(1) = a 
dx Faia dis 


2 


iStockphoto 


A perspectiva cria a ilusão de que 
a sequência de dormentes continua 
indefinidamente, mas converge 

em direção a um único ponto 
infinitamente distante. 


9.1 SEQUÊNCIAS 


SÉRIES INFINITAS 


Neste capítulo, consideraremos séries infinitas, que são somas que envolvem um número infinito 

de termos. As séries infinitas desempenham um papel fundamental, tanto na Matemática quanto 

na Ciência: elas são usadas, por exemplo, para aproximar funções trigonométricas e logarítmicas, 
para resolver equações diferenciais, para calcular integrais difíceis, para criar novas funções e para 
construir modelos matemáticos de leis físicas. Como é impossível efetuar diretamente a soma de um 
número infinito de termos, um objetivo será definir exatamente o que entendemos por soma de uma 
série infinita. Porém, diferentemente das somas finitas, nem todas as séries infinitas têm realmente 
uma soma, portanto precisamos desenvolver ferramentas que determinem quais séries infinitas têm 
soma e quais não têm. Uma vez desenvolvidas as ideias básicas, aplicaremos o nosso trabalho; 
mostraremos como as séries infinitas são utilizadas para calcular quantidades como In 2, e, sen 3º e 
7, como elas são usadas para criar funções e, finalmente, como são usadas para modelar leis físicas. 


Na linguagem do dia a dia, o termo “sequência” significa uma sucessão de coisas em 
uma ordem determinada: ordem cronológica, de tamanho ou lógica, por exemplo. Em 
Matemática, o termo é usado comumente para denotar uma sucessão de números cuja ordem 
é determinda por uma lei ou função. Nesta seção, desenvolveremos algumas das ideias 
básicas referentes a sequências de números. 


E DEFINIÇÃO DE SEQUÊNCIA 

Informalmente, uma sequência infinita, ou, mais simplesmente, uma sequência, é uma su- 
cessão sem fim de números, chamados de termos. Entende-se que os termos têm uma ordem 
definida, isto é, há um primeiro termo a,, um segundo termo az, um terceiro termo as, um 
quarto termos a4 e assim por diante. Tipicamente, uma sequência é escrita como 


d1, do; 43, A4, ... 


onde os pontos são usados para indicar que a sequência continua indefinidamente. Alguns 
exemplos específicos são 


152,3, 4,00 1 
2,4,6,8,..., L— LI, —1, sas 


Tabela 9.1.1 
NÚMERO DE 
posição |! 2 3 40v n w 
1234 n 
E2 3 4 5 ari 
Tabela 9.1.2 
NÚMERO DE 
posição | | 2 3 4ce nis 
1 1 1 1 1 
TERMO zs sê 
2229324 p 
Tabela 9.1.3 
NÚMERO DE 
POSIÇÃO 123400 n co 
TERMO 1357:2n-1- 
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Cada uma dessas sequências tem um padrão definido, o que torna fácil gerar termos 
adicionais se admitirmos que esses termos seguem o mesmo padrão que os termos apresenta- 
dos. No entanto, tais padrões podem ser ilusórios, portanto é melhor ter uma regra ou fórmula 
para gerar os termos. Uma maneira de fazer isso é procurar uma função que relacione cada 
termo da sequência ao número de sua posição. Por exemplo, na sequência 


2,4,6,8,... 


cada termo é o dobro do número da sua posição; isto é, o enésimo termo da sequência é dado 
pela fórmula 2n. Denotamos isso escrevendo a sequência como 


2,4,6,8,...,2n,... 


Dizemos que a função f(n) = 2n é o termo geral dessa sequência. Agora, se quisermos saber 
um termo específico dela, precisamos somente substituir seu número de posição na fórmula 
do termo geral. Por exemplo, o 37-ésimo termo da sequência é 2 - 37 = 74. 


> Exemplo 1 Em cada parte, determine o termo geral da sequência. 
1234 do ds di ad 
(a) 7% aq gare (b) 24º 8º 16º""" 
1 23 4 
(c) P 34 Sr (d) 1,3,5, FR 


Solução (a) Na Tabela 9.1.1, os quatro termos conhecidos foram colocados abaixo de seu 
número de posição, de onde vemos que o numerador é igual ao número de posição e o denomi- 
nador é o número de posição mais 1. Isso sugere que o enésimo termo tem o numerador n e o 
denominador n + 1, conforme indicado na tabela. Assim, a sequência pode ser expressa como 


1234 n 
23405" nA 


Solução (b) Na Tabela 9.1.2, os denominadores dos quatro termos conhecidos foram ex- 
pressos como potências de 2 e colocados abaixo do seu número de posição, de onde vemos que 
o expoente no denominador é igual ao número de posição. Isso sugere que o denominador do 
enésimo termo é 2”, conforme indicado na tabela. Assim, a sequência pode ser expressa como 


11 1 1 1 
24 8 16? 27 


yhaa 


Solução (c) Esta sequência é idêntica àquela da parte (a), exceto pelos sinais alternados. As- 
sim, o enésimo termo da sequência pode ser obtido multiplicando-se o enésimo termo da parte 
(a) por (—1)"+!. Esse fator produz corretamente os sinais alternados, uma vez que seus valores 
sucessivos, começando com n = 1, são 1, —1, 1, —1,.... Assim, a sequência pode ser escrita como 


1 23 4 
2º gay S 


n 


a À igido MET 
(19 n+1 


Solução (d) Na Tabela 9.1.3, os denominadores dos quatro termos conhecidos foram colo- 
cados abaixo de seus números de posição, de onde vemos que cada termo é 1 a menos do que 
o dobro do seu número de posição. Isso sugere que o enésimo termo da sequência é 2n — 1, 
conforme indicado na tabela. Assim, a sequência pode ser expressa como 


1,3,5,7,...,2n—1,... 4 


Quando o termo geral de uma sequência 


aj, 02, 43, ..., An (1) 
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Uma sequência pode não estar bem 
definida com alguns termos iniciais. 
Por exemplo, a sequência cujo termo 
geral é 


fm) =} 6 — 5n + 6n? — n°) 


tem os três primeiros termos 1, 3 e 5, 
mas o quarto termo também é 5. 


for conhecido, não há necessidade de escrever os termos iniciais, e é comum escrever somen- 
te o termo geral envolvido por chaves. Assim, (1) pode ser escrita como 


ta, E 


Por exemplo, a seguir estão as quatro sequências do Exemplo 1 expressas em notação com chaves. 


oo 
oucomo (aj), 


SEQUÊNCIA NOTAÇÃO COM CHAVES 
1234 n ( n o 
2'3' 4º 5" nao n+ 1Jn=1 

1 1 1 1 1 r 

27 47 8g 167777 2r 2” Jazi 

1 2 3 4 n+1_M [e n+1 N E 
273º P ee CD es (=1) RS od 
13,5, 1ocssên= so (Qn- 154 


A letra n em (1) é chamada de índice da sequência. Não é essencial usar n como índice; 
qualquer letra que não estiver reservada para outros propósitos pode ser usada. Por exem- 
plo, podemos considerar o termo genérico da sequência a1, a2, 43, . . . como sendo o k-ésimo 
termo e, neste caso, denotaremos essa sequência como (a. Além disso, não é essencial 
começar o índice em 1; às vezes, é mais conveniente começar em 0 (ou algum outro inteiro). 
Por exemplo, considere a sequência 


1 1 
l, 2» qe 


1)” 
| anl | 


Entretanto, o termo geral será mais simples se tomarmos como termo inicial o O-ésimo termo; 
neste caso, podemos escrever a sequência como 


| | 
n 
2 n=0 
Começamos esta seção descrevendo uma sequência como uma sucessão sem fim de 
números. Embora isso transmita a ideia geral, não é uma definição matematicamente satis- 


fatória, pois depende do termo “sucessão”, que é um termo não definido. Para motivar uma 
definição precisa, considere a sequência 


254 0; 8 yu mg ss 


NI = 


Uma forma de escrevê-la é 


Se denotarmos o termo geral por f(n) = 2n, então poderemos escrever essa sequência como 


FD, RD, fO), cs fm... 


que é uma “lista” dos valores da função 


An) =2n, 


cujo domínio é o conjunto dos inteiros positivos. Isso sugere a seguinte definição. 


nE l2 ape 


Uma sequência é uma função cujo domínio é um conjunto de inteiros. 


Tipicamente, o domínio de uma sequência é o conjunto dos inteiros positivos ou o con- 
junto dos inteiros não negativos. Consideramos a expressão {an}; Z| como sendo uma notação 
. A — = . ss +0 
alternativa para a função f (n) = an, n = 1, 2, 3, ... e consideramos a expressão (a, |“, como 


uma notação alternativa para a função fn) = an, n = 0, 1, 2, 3,.... 


Quando o valor inicial do índice de 
uma sequência não for relevante para 
a discussão, é comum usar uma no- 
tação como {an} em que não há refe- 
rência ao valor inicial de n. Podemos 
distinguir entre sequências diferen- 
tes usando letras diferentes para os 
seus termos gerais; assim, {an}, {bn} 
e {cn} denotam três sequências dife- 
rentes. 


Figura 9.1.2 
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E GRÁFICOS DE SEQUÊNCIAS 
Uma vez que sequências são funções, faz sentido falar sobre o gráfico delas. Por exemplo, o 
gráfico da sequência (1/n)!Z, é o gráfico da equação 


1 
y=>, n=1,2,3,... 
n 


Como o lado direito dessa equação está definido somente para valores inteiros positivos de 
n, O gráfico consiste de uma sucessão de pontos isolados (Figura 9.1.1). Isso é distinto do 
gráfico de 
que é uma curva contínua (Figura 9.1.1h). 

y 


y 
po à T 
e ” 
| 2 è À St JS ia 
[1 2 3 4 5 
RR *: 
(b) 


vz 


Figura 9.1.1 


E LIMITE DE UMA SEQUÊNCIA 

Uma vez que sequências são funções, podemos indagar sobre os seus limites. Porém, como a 
sequência (a,) está somente definida para valores inteiros de n, o único limite que faz sentido 
é o de a, quando n — “Ho. Na Figura 9.1.2, mostramos os gráficos de quatro sequências, cada 
uma comportando-se diferentemente quando n — «oo: 


e Os termos na sequência {n + 1) crescem sem cota. 
e Os termos na sequência ((— 1)" +!) oscilam entre —1 e 1. 
e Os termos na sequência [n/(n + 1)) crescem em direção a um “valor limite” de 1. 


A : n 2 e e 
e Os termos na sequência [ 1+ (—3) } também tendem a um “valor limite” de 1, mas o 
fazem de forma oscilatória. 


A) AJ Ay 


jm 


De modo informal, o limite de uma sequência (a,) pretende descrever como a, com- 
porta-se quando n — +%. Para sermos mais específicos, diremos que uma sequência {an} 
tende a um limite L se os termos da sequência tornarem-se, finalmente, arbitrariamente 
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Figura 9.1.3 


Como poderíamos definir estes limites 


lim an = +% 
n> +% 


Propriedades adicionais de limites 
decorrem das propriedades no Teo- 
rema 9.1.3. Por exemplo, use a parte 
e para mostrar que se a—>L e se m 
for um inteiro positivo, então 


E m_ rm 
„im (An) =L 


Deste ponto em diante, os 
termos da sequência estão a 
menos de € unidades de L. 


próximos de L. Geometricamente, isso significa que para qualquer número e€ positivo há um 
ponto na sequência após o qual todos os termos estão entre as retas y = L— cey=L+e 
(Figura 9.1.3). 

A definição a seguir torna essas ideias mais precisas. 


9.1.2 DEFINIÇÃO Dizemos que uma sequência {a} converge para o limite L se dado 
qualquer € > 0, existir um número inteiro positivo N, tal que |a, — L| < € se n > N. Nesse 
caso, escrevemos 


lim a, = L 


n> +% 


Dizemos que uma sequência diverge quando não convergir para algum limite finito. 


> Exemplo 2 As duas primeiras sequências na Figura 9.1.2 divergem, enquanto que as 
duas restantes convergem para 1, isto é, 


Z - MEM Ma [pes 
Ee q E aim [+C 3) J=14 


O teorema a seguir, que daremos sem prova, mostra que as propriedades usuais de 
limites aplicam-se a sequências. O teorema garante, ainda, que as técnicas algébricas 
usadas no cálculo de limites da forma lim também podem ser usadas para limites da 


x x—> +% 
forma lim . 
n> + 


9.1.3 TEOREMA Suponha que as sequências {an} e (bn) convirjam respectivamente 
para L; e L e que c seja uma constante. Então, 


(a) lim c=c 
n> +% 


(b) lim ca,=c lim a, = cL; 


n—> +% n> +% 


(c) lim (a, + bn) = lim an + lim b= Li+ Ll2 


n> +o 


(d) lim (a, — bj) = lim a,— lim b, = Lı — Lz 


n — +00 n> +00 n> +00 


(e) lim (abn) = lim an- lim b, = Lilo 


n —> +% +œ n> +o 


Lı 


P) (se L2 # 0) 


n>+4 ~ o Lz 
arar 
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Ay Se o termo geral de uma sequência for f(n), em que f(x) é uma função definida em todo 
LL o intervalo [1, +), então os valores de f(n) podem ser vistos como “valores amostrais” de 
Jú f(x) tomados nos inteiros positivos. Assim, 
(3) E 
FO 


se f(x) —> L quando x > +%, então f(n) > L quando n > +% 


(Figura 9.1.4a). Porém, a recíproca não é verdadeira; isto é, não se pode inferir que fo)—>L 
quando x — +% a partir do fato de que f(n) —> L quando n — +% (Figura 9.1.4b). 


Se f(x) >L quando x > +00, 


então f(n)->L quando > Exemplo 3 Em cada parte, determine se a sequência converge ou diverge examinando 
n= +00, o limite quando n — +o. 
+o +00 
n 
a b E | (ai 
A) o [ma]... { ; mail. 
Lf n+1 1 i +0 
e (c) 4(—1) F (d) {8 — 27} 
n=1 
Solução (a) Dividindo por n o numerador e o denominador e usando o Teorema 9.1.3, 
+ — obtemos 
7 i lim 1 lim 1 
. n— +% n> +œ 
im = lim = = — : 
fn) = L quando n > +90, n5+0)n+1 n>+2+1/n lim (24 1/n) lim 2+ lim 1/n 
mas f(x) diverge por oscilações MERS MERRE nS e 
quando x — +%. 1 1 
(b) 2+0 2 


Figura 9.1.4 i 
Assim, a sequência converge para +. 
Solução (b) Essa sequência é a mesma que a da parte (a), exceto pelo fator (— 1)" + !, que 
oscila entre +1 e —1. Assim, os termos nessa sequência oscilam entre valores positivos e 
negativos, sendo que os termos com número de posição ímpar são idênticos aos da parte (a) 
e os termos com número de posição par são os negativos dos termos da parte (a). Uma vez 
que a sequência na parte (a) tem um limite de 1, tem-se que os termos de posição ímpar nessa 
P š 1 b a 1 
sequência tendem a +, enquanto que os termos de posição par tendem a —+. Logo, essa se- 


quência não tem limite; ela diverge. 


Solução (c) Uma vez que 1/n—0, o produto (—1)"* !(1/n) oscila entre valores positivos e 
negativos, sendo que os termos de posição ímpar tendem a zero através de valores positivos e 
os termos de posição par tendem a zero através de valores negativos. Desse modo, 


1 


lim (—1)"+!- = 0 
n —> +œ n 
de modo que a sequência converge para zero. 
Solução (d) lim (8 — 2n) = —%, portanto a sequência (8 — 2n)/* diverge. <4 


> Exemplo 4 Em cada parte, determine se a sequência converge e, caso positivo, encontre 
seu limite. 


O O | 


MR Ee BiA 22000 aa 
3 na 53 2n fo) 


(a) 1, 


Solução Substituindo n por x na primeira sequência, obtemos a função potência (1/2), 
e substituindo n por x na segunda sequência, obtemos a função potência 2*. Lembre, ago- 
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L E T ts 


de ta 


D 


Se a, —> L e c, > L, então 
b, > L. 


Figura 9.1.5 


ra, que se 0 < b < 1, então b* —> 0 quando x —> +% e, se b >1, então b* —> +% quando 
x > +% (Figura 0.5.1, do Volume 1). Assim, 


lim — =0 e lim 2” = +% 
n> +% 91 n> +% 


de modo que a sequência (1/2n) converge a 0, mas a sequência (2”) diverge. 
n Dê 


en 


> Exemplo 5 Encontre o limite da sequência | 


n=1 
Solução A expressão 
r n 
lim — 
n> +% e” 
é uma forma indeterminada do tipo %/% quando n — +%, logo pensamos na regra de L’ Hôpital. 
No entanto, não podemos aplicar diretamente esta regra a n/e”, pois as funções n e e” estão de- 
finidas somente nos inteiros positivos e, portanto, não são funções diferenciáveis. Para contor- 


nar esse problema, vamos estender os domínios dessas funções a todos os números reais, o que 
aqui implica substituir n por x e aplicar a regra de L’ Hôpital ao quociente x/e*. Assim, obtemos 


de onde concluímos que 


> Exemplo 6 Mostreque lim Yn=1. 


n— +% 


Solução 
; e : Pel de L'Hôpital 
lim Yn = lim n!” = lim e/m nn =a i ela regra e L’Hôpital < 
n> +o n> +% n> +% aplicada a (1/x)ln x 


As vezes, os termos de posição par e ímpar comportam-se de forma suficientemente 
diferente, sendo desejável investigar separadamente a sua convergência. O teorema a seguir, 
cuja prova será omitida, é útil nesse caso. 


9.1.4 TEOREMA Uma sequência converge para um limite L se, e somente se, ambas as 


sequências dos termos de posição par e dos termos de posição ímpar convergem para L. 


> Exemplo 7 A sequência 

1 1 1 1 1 1 

2? 3? 22? 32? 8? 337 
converge para zero, uma vez que as sequências dos termos de posição par e ímpar convergem 
ambas para zero, e a sequência 


diverge, uma vez que a sequência dos termos ímpares converge para 1 e a dos pares, para 0. < 


E TEOREMA DO CONFRONTO PARA SEQUÊNCIA 

O teorema a seguir, ilustrado na Figura 9.1.5 e que daremos sem prova, é uma adaptação do 
Teorema do Confronto (1.6.4, no Volume 1) para sequências. Este teorema será útil para en- 
contrar limites de sequências, que não podem ser obtidos diretamente. 


Lembre-se de que, se n for um intei- 
ro positivo, então n! (lê-se “n fatorial”) 
é o produto dos n primeiros inteiros 
positivos. Além disso, é conveniente 
definir 0! = 1. 


Tabela 9.1.4 


n! 
n n- 
n” 


1,0000000000 
0,5000000000 
0,2222222222 
0,0937500000 
0,0384000000 
0,0154320988 
0,0061 198990 
0,0024032593 
0,0009366567 
10 0,0003628800 
11 0,0001399059 
12 0,0000537232 


oIANNU EU 


No) 
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9.1.5 TEOREMA (Teorema do Confronto para Sequências) Sejam {an}, {bn} e {cn} 
sequências tais que 


an S bn c&n (com quaisquer valores de n maiores do que algum índice N) 


Se as sequências {an} e (ca) tiverem um limite comum L quando n — +, então {bn} 
também terá o limite L quando n > +00, 


> Exemplo 8 Use uma evidência numérica para fazer uma conjectura sobre o limite da 


sequência 
| | 
nr 
n n=1 


Solução A Tabela 9.1.4 obtida com um recurso computacional sugere que o limite da se- 
quência possa ser zero. Para confirmar isso, precisamos examinar o limite de 


e, então, confirme que ela está correta. 


n! 
dn = an 
quando n — +œ. Embora isso seja uma forma indeterminada do tipo 00/00, a regra de 
L Hôpital não ajuda, pois não temos definição de x! com valores não inteiros de x. No entan- 
to, vamos escrever alguns termos da sequência: 


1.2 1 1.2.3 2 
===, as = = — < 
2-2 2 geep 9 


a = 1, ad? 


1 ; 
3’ 4.4-4.4 32 4" 


Se n = 1, podemos reescrever o termo geral como 


E (r 
An = = 


n:en:en:e:en n nen-n 


do que segue que a, < 1/n (por quê?). Agora é evidente que 
0 < An < S 
n 
Entretanto, as duas expressões de fora têm o limite O quando n — +%; assim, o Teorema do 


Confronto para Sequências implica que a, — 0 quando n —> +%, o que confirma a nossa 
conjectura. <4 


O teorema a seguir é frequentemente útil para encontrar o limite de uma sequência com 
termos positivos e negativos — ele afirma que se a sequência {|an|} que é obtida tomando-se 
o valor absoluto de cada termo de uma sequência (a,) converge para 0, então (a,) também 
converge para 0. 


DEMONSTRAÇÃO Dependendo do sinal de a,, ou a, = |an| ou a, = —|an|. Assim, em todos 
os casos temos 


—lasl <A S janl 


Contudo, o limite dos dois termos externos é O e, portanto, o limite de a, é O pelo Teorema do 
Confronto para Sequências. E 
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> Exemplo 9 Considere a sequência 


i 11 1 1 
P pT 2" 


Se tomarmos o valor absoluto de cada termo, obteremos a sequência 


t 1 1 1 


l, 3 , + A) 
222% 2r 


peri 


que, conforme mostrado no Exemplo 4, converge para 0. Assim, pelo Teorema 9.1.6, temos 


lim [Eu =0 4 


n> +% 


E SEQUÊNCIAS DEFINIDAS RECURSIVAMENTE 

Algumas sequências não surgem de uma fórmula para o termo geral, mas em vez disso de 
uma fórmula ou conjunto de fórmulas que especificam como gerar cada termo da sequência 
a partir dos termos que o precedem; dizemos que tais sequências são definidas recursiva- 
mente, e chamamos as fórmulas que as definem de fórmulas de recursão. Um bom exemplo 
disso é a regra mecânica para aproximar raízes quadradas. No Exercício 25 da Seção 4.7 (ver 
Volume 1), pedimos ao leitor que mostre que 


1 a 

x =l, Xni = z (Xn t (2) 
2 Xi 

descreve a sequência produzida pelo Método de Newton para aproximar „/a como um zero 

da função f(x) = x? — a. A Tabela 9.1.5 mostra os cinco primeiros termos na aplicação da 

regra mecânica para aproximar /2. 


Tabela 9.1.5 
n x=1, X= da 2) APROXIMAÇÃO DECIMAL 
x, =1 (Valor inicial) 1,00000000000 
1 w=i[1+2]=5 1,50000000000 
2 ysi] 1,41666666667 
3º oas iE] 1,41421568627 
4 p= aE- sia] E Ud 1,41421356237 
RR To: 


Sairíamos muito do contexto se examinássemos a convergência de sequências definidas 
recursivamente, porém concluiremos esta seção com uma técnica útil que pode, algumas ve- 
zes, ser usada para calcular os limites de tais sequências. 


> Exemplo 10 Supondo que a sequência na Tabela 9.1.5 convirja, mostre que o limite é 2. 


Wf EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.1 
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Solução Supondo que x, — L, queremos determinar L. Como n + 1 > +% quando n — +, 
é também verdade que x,.,1 — L quando n — +%. Assim, se tomarmos o limite da expressão 


quando n — +, obteremos 


1 2 
Xni = 5 ai 


a. Eco 
32 L 


que pode ser reescrita como L? = 2. A solução negativa dessa equação é impossível pois 
Xn > 0 com qualquer n, logo L = «/2. «4 


« Considere a sequência 4, 6, 8, 10, 12,.... 


(a) Se {an} <; denotar essa sequência, então a = — , 
aq = ea = . O termo geral é 
An = ; 

(b) Se {bn}, <o denota essa sequência, então bo = ; 
by = e bg = . O termo geral é 
bi= 


« O que significa dizer que uma sequência {an} converge? 


. Considere as sequências (a,) e {bn}, tais que a,—2 quando 
n>+% e b, = (— 1)". Determine quais das seguintes sequên- 


EXERCÍCIOS 9.1 [=] Recurso Gráfico 


1. Em cada parte, encontre a fórmula para o termo geral da se- 


quência, começando com n = 1. 


E l 1 O 1 1 1 1 
a) k aeaa as ae 
3 9 27 39 27 

13 57 1 4 9 16 
(O) us aoa (d) 13 E SE 
2468 vm Yn ST ST 


. Em cada parte, encontre duas fórmulas para o termo geral da 
sequência, uma começando com n = 1 e a outra com n = 0. 


(a) L-rP,-r,... (b) r, =r, P, rt... 


. (a) Escrevaos quatro primeiros termos da sequência (1 +(— 1)"), 
começando com n = 0. 

(b) Escreva os quatro primeiros termos da sequência (cos n7), 
começando com n = 0. 

(c) Use os resultados nas partes (a) e (b) para expressar o ter- 
mo geral da sequência 4, 0, 4, 0,... de duas formas diferen- 
tes, começando com n = 0. 


. Em cada parte, encontre a fórmula para o termo geral usando 

fatoriais e começando com n = 1. 

(a) 1:2,1:2-3:4,1-2:3.4.5.6, 
1.2:3:4.5.6-7:8,... 

b) 1,1:2:3,1:2.3.4.5,1.2.3.4:5.6:7,... 


5-6 Seja fa função f(x) = cos (52) e defina as sequências {an} e 


{bn} por an = K2n) eb =fQn+1). E 


5. 


6. 


(Ver página 607 para respostas.) 


cias convergem e quais divergem. Se uma sequência converge, 
indique seu limite. 


(a) {bn} 


(d) tan + bn} 


(b) Ban- 1} (o) {b3} 


1 bn 
e T 
o [555] O fi] 
Suponha que (a,), {bn} e {cn} sejam sequências tais que 
an < bn < Cn, com n > 10, e que {a} e {ca} convirjam para 


12. Então o Teorema para Sequências implica que 
{bn} converge para 


(a) Existe lim, +. f(x)? Explique. 
(b) Calcule a1, a2, a3, ay € as. 
(c) (a) converge? Se convergir, encontre o limite. 


(a) Calcule bı, b2, b3, by e bs. 
(b) (b,) converge? Se convergir, encontre o limite. 
(c) {fn)} converge? Se convergir, encontre o limite. 


7-22 Escreva os cinco primeiros termos da sequência, determine se 
ela converge e, se isso acontecer, encontre o limite. E 


+o 3 +o 
7. | 8. |7 9. RES 
n+2),= 2n+4+1),=4 
a Inn + 
10 fin G) 11. (E) 12. [nsen=] 
n aai n p=] nIn=1 
= n+1 } +t” 
13. {1 + C D}Z 14. K : | 
n n=1 
2n? E n +» 
15. 4 (—1)” 16. |— 
| ) a [x o 
+o + 
17,18 + Do), 18. © 
2n? n=1 4 n=1 
19. (ne "y2 20. {Vn +3n — n} 2 
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ny + ny + 
ema CN 
n +1 n=i n n=1 


23-30 Encontre o termo geral da sequência, começando com n = 1, 
determine se a sequência converge e, se isso acontecer, encontre o 
limite. E 


Cálculo 


1 1 2 
Do ZA, O, 55 o 
2'4 6 8 E 
l RE 1l 
25. H a 26. —1, 2, —3, 4, —5,... 
3 927 8 g a 
N\A DNA DNA I 
27. (1 ' ' ; l 
2 3 AS 4 5 4 
3 3 3 
28. 3, a TE 
a R 
29. (2 — V3), (V3 — 4), (W4 = 45),... 
E S S 
30. 


3 38 pT 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


31. Sequências são funções. 


32. Se (as) e (b,) forem sequências tais que (a, + bn} converge, 
então (a, e (ba) também convergirão. 


33. Se {an} divergir, então an—> +% ou an> —o. 


34. Se o gráfico de y = f(x) tiver uma assíntota horizontal quando 
x—> o, então a sequência (f(n)) convergirá. 


35-36 Use evidência numérica para fazer uma conjectura sobre o 
limite da sequência e, então, use o Teorema do Confronto para Se- 
quências (Teorema 9.1.5) para confirmar se sua conjectura está cor- 
reta. E 


ENFOCANDO CONCEITOS 


37. Dê dois exemplos de sequências cujos termos estejam entre 
—10 e 10 e que não convirjam. Use os gráficos dessas se- 
quências para explicar suas propriedades. 


38. (a) Suponha que f satisfaça lim, o+ f(x) = +o. É possí- 
vel que a sequência (f(1/n)) convirja? Explique. 
Encontre uma função f tal que lim, o+ f(x) não exis- 


ta, mas a sequência (f(1/n)) convirja. 


(b) 


39. (a) Começando com n = 1, escreva os seis primeiros ter- 


mos da sequência (a,), onde 


In 
dn == 
n, 


Começando com n = 1, e considerando separadamente 
os termos pares e ímpares, encontre uma fórmula para 
o termo geral da sequência 


se n for ímpar 
se n for par 


(b) 


41. 


42. 


43. 


44. 


46. 


40. Com quais valores positivos de b a sequência b, 0, b2, 0, b’, 


(c) Começando com n = 1, e considerando separadamente 
os termos pares e ímpares, encontre uma fórmula para 
o termo geral da sequência 
1111414111 
PPP TTO O 
(d) Determine se as sequências nas partes (a), (b) e (c) con- 
vergem. Em caso afirmativo, encontre o limite. 


0, bt, . . . converge? Justifique sua resposta. 


Supondo que a sequência dada pela Fórmula (2) desta seção 
convirja, use o método do Exemplo 10 para mostrar que o limi- 
te dessa sequência é ya. 


Considere a sequência 


a = 6 


=/6+/6+6 
aq = Eo Jersi 


Encontre uma fórmula de recursão para an+1. 
Supondo que a sequência convirja, use o método do Exem- 
plo 10 para encontrar o limite. 


(a) 
(b) 


(a) Um estudante entediado entra com o número 0,5 em uma 
calculadora e calcula repetidamente o quadrado do núme- 
ro no visor. Tomando-se ay = 0,5, encontre uma fórmula 
para o termo geral da sequência (a,) de números que apa- 
recem no visor. 

Tente isso com uma calculadora e faça uma conjectura so- 
bre o limite de a,. 

Confirme sua conjectura calculando o limite de a,. 

Com quais valores de ay esse procedimento produz uma 


sequência convergente? 


(b) 


(c) 
(d) 


Seja 
0O<x<0,5 
0,5<x<1l 
A sequência 0,2), AHO,2)), FIVO,2))).... 


sua resposta. 


2X; 
wf 
2x- 1, 


converge? Justifique 


. (a) Use um recurso computacional para gerar o gráfico da 


equação y = (2* + 3%)! e, então, use-o para fazer uma 
conjectura sobre o limite da sequência 
nar + É do La a 
(b) Confirme sua conjectura calculando o limite. 


Considere a sequência (a, )'2,, cujo enésimo termo é 


n= 
n 


1 1 
a= TFE 


Mostre que lim,.. +» 4n = In 2 interpretando a, como a soma 
de Riemann de uma integral definida. 
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47. A sequência cujos termos são 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... é cha- 49. Se aceitarmos o fato de que a sequência 
mada de sequência de Fibonacci em homenagem a Leonardo nt 
(“Fibonacci”) da Pisa (1170-1250). Essa sequência tem a pro- | | 
priedade de, começando com dois “1”, cada termo ser a soma n+l j, 
dos dois precedentes. converge para o limite L = 1, então, de acordo com a Definição 
(a) Denotando a sequência por (a,) e começando por a, = 1 e 9.1.2, para todo € > 0 existe um inteiro N tal que 
az = 1, mostre que ñ 
an — L| = |—— -1| <€ 
an2 oj ™ n>] lan — L| n+1 
Sal as quando n > N. Em cada parte, encontre o menor valor de N 
(b) Dê um argumento razoável para mostrar que se a se- para o valor dado de e. 
quência (a,,1/4n) converge para algum limite L, então (a) e=0,25 (b) e=0,1 (c) e= 0,001 
a sequência {an+2/4n+1} deve convergir para o mesmo 50. Use a Definição 9.1.2 para provar que 


limite L. 
(c) Supondo que a sequência (a,+1/an) convirja, mostre que o 
seu limite é (1 + 5)/2. 


48. Se aceitarmos o fato de que a sequência (1/n)/Z, conver- 
ge para o limite L = 0, então, de acordo com a Definição 51. Texto Discuta, apresentando exemplos, várias maneiras pe- 
9.1.2, para todo e > 0, existe um inteiro positivo N tal que las quais uma sequência pode divergir. 
la, — L| = |(1/n) — O| < e quando n > N. Em cada parte, en- . . . . 
contre o menor valor de N possível para o valor de € dado 52. Texto Discuta a convergência da sequência [r”) consideran- 
(a) €=0,5 (b) e=0,1 (©) €= 0,001 do separadamente os casos |r| < 1, |r| > 1, r = 1 er = —1. 


(a) a sequência {1/ ny2 converge para 0. 


+o 
n 
(b) a sequência | PEF] | converge para 1. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.1 


1. (a) 4;10;16;2n+2 (b) 4; 12; 20; 2n + 4 2. lim an existe 3. (a) diverge (b) converge para 5 (c) converge para 1 
n> +% 
1 


(d) diverge (e) converge para; (f) diverge 4. do Confronto; 12 


9.2 SEQUÊNCIAS MONÓTONAS 


Há muitas situações nas quais é importante saber se uma sequência converge, sendo, 
todavia, irrelevante para o problema o valor do limite. Nesta seção, vamos estudar várias 
técnicas que podem ser usadas para determinar se uma sequência converge. 


E TERMINOLOGIA 
Começamos com alguma terminologia. 


9.2.1 DEFINIÇÃO Uma sequência (a, pa é denominada 


estritamente crescente se al < Q) < A3 <’ Kap 


crescente se NSA<LXAS: SAnS 


estritamente decrescente se a; > a > a3 >'t: >Ap> e 
Observe que uma sequência cres- 


cente não precisa ser estritamente decrescente se ai 
crescente e que uma sequência de- 
crescente não precisa ser estritamen- 
te decrescente. 


ZUZ Z Unt 


Uma sequência que é ou crescente ou decrescente é denominada monótona, e uma 
sequência que é ou estritamente crescente ou estritamente decrescente é denominada 
estritamente monótona. 


Alguns exemplos são dados na Tabela 9.2.1, com os gráficos correspondentes na Fi- 
gura 9.2.1. A primeira e a segunda sequências da Tabela 9.2.1 são estritamente monótonas; 
a terceira e a quarta sequências são monótonas, mas não estritamente monótonas; e a quinta 
sequência não é estritamente monótona nem monótona. 
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Pode uma sequência ser tanto cres- 
cente quanto decrescente? Explique. 


Tabela 9.2.1 
SEQUÊNCIA DESCRIÇÃO 
123 n A 
Sp EE iaa Estritamente crescente 
2'3'4 n+1 
1, 1 : 1 , A e Estritamente decrescente 
23 n 
1, 1, 2, 2,3,3, Crescente, mas não estritamente crescente 
1111 2 i 
a eo e ecrescente, mas não estritamente decrescente 
1,1 77233 D t trit te d t 
11 1 11 
I; PPTP? (D+ dO Nem crescente, nem decrescente 
Ay Ay Ay 
1H lhe iF co 
0.8 qem" 0.8 É 5H ° o 
, e , 4+ ce 
0,6 F 0,6 F 
e e 3 - co 
04 04 a ak 
02 0,2 H 1 
n n n 
> > > 
Ay A) 
lfe e lho 
0,8 
0,5 H 
0,6 ° 
ee º 
0,4 pri PP PÉ 
02 L 3459 7899i]* 
4 -05+H o 
Figura 9.2.1 


E TESTE DE MONOTONICIDADE 


Frequentemente, é possível adivinhar se uma sequência dada é monótona ou estritamente mo- 
nótona escrevendo alguns de seus primeiros termos. Contudo, para termos certeza de que nosso 
palpite está correto, devemos fornecer um argumento matemático preciso. A Tabela 9.2.2 forne- 
ce duas maneiras de fazer isso, uma baseada na diferença de dois termos sucessivos e a outra, na 
razão de termos sucessivos. Nesse último caso, está implícito que os termos são positivos. De- 
vemos mostrar que as condições especificadas valem para todos os pares de termos sucessivos. 


Tabela 9.2.2 
DIFERENÇA ENTRE Ã A 
NÇ. RAZÃO DE TERMOS A 
TERMOS SUCESSIVOS SUCESSIVOS 
an+1-74,>0 apitan >l Estritamente crescente 
an+1—-4n<0 A+ 1/0 s l Estritamente decrescente 
an+1-74n 20 An+ 1/0 21 Crescente 


An+1— Ap S0 aAn+ 1/0 sdl Decrescente 


y 


0,8 é 
o6 * 
e 
0,4 
0,2 
l | li l ji j 
2 4 6 8 10 12 
n + 
ij 
Figura 9.2.2 
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> Exemplo 1 Use diferenças de termos sucessivos para mostrar que 


123 n 
234 npl 


(Figura 9.2.2) é uma sequência estritamente crescente. 
Solução O padrão dos termos iniciais sugere que a sequência é estritamente crescente. Para 
provar isso, seja 

n 


n+l 


An 


Podemos obter a„+ı substituindo n por n + 1 na fórmula. Segue que 


n+1 n+1 
dn+1 = = 
(n+1)+1 n+2 
Assim, com n > 1 
n+1 n n2+2n+1-nº-2n 1 
Anti ~ A = = = >0 
n+2 n41 (n + D(n +42) (n + D(n +2) 


o que prova que a sequência é estritamente crescente. < 


> Exemplo 2 Mostre que a sequência no Exemplo 1 é estritamente crescente usando 
razões de termos sucessivos. 


Solução Conforme foi mostrado na resolução do Exemplo 1, 


n n+1 
Gui = 
n+1 id n+2 


An 


Formando a região de termos sucessivos, obtemos 


anı (n+1)/n+2) n+1 n+1 nº+2n41 


= = . = (1) 
An n/(n + 1) n+2 n n2+2n 


do que vemos que an + 1/Gn > 1 sen > 1. Isso prova que a sequência é estritamente crescente. 4 


O exemplo a seguir ilustra uma terceira técnica para determinar se uma sequência é 
estritamente monótona. 


> Exemplo 3 Nos Exemplos 1 e 2, provamos que a sequência 


123 n 
23 E E 


é estritamente crescente considerando a diferença e a razão de termos sucessivos. Alternati- 
vamente, podemos proceder da seguinte forma. Seja 


x 
p= E] 
de modo que o enésimo termo da sequência é a, = f(n). A função fé crescente com x >1, pois 
DD) — x( 1 
Pa) = CEDO Am À ” 
(x + 1)? (x + 1)? 


Assim, 
An = fin) <fn F 1) = An+1 


o que prova que a sequência dada é estritamente crescente. 4 
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Tabela 9.2.3 


CONCLUSÃO PARA 


DERIVADA DE A SEQUÊNCIA 
fcom x21 coma, = f(n) 
f'0)>0 Estritamente crescente 
f'w)<0 Estritamente decrescente 
f'Q)>0 Crescente 
f'w)<0 Decrescente 
y 
3.000 
ooe 
e © 
2.000 B 
e 
e 
e 
1.000 ` E 
e e 


Figura 9.2.3 


Em geral, se f(n) = a, for o enésimo termo de uma sequência, e se f for diferenciável 
com x > 1, então os resultados na Tabela 9.2.3 podem ser usados para investigar a monoto- 
nicidade da sequência. 


E PROPRIEDADES VÁLIDAS A PARTIR DE UM CERTO TERMO 


As vezes, uma sequência comporta-se erraticamente a princípio e depois se estabiliza em um 
certo padrão. Por exemplo, a sequência 


9, —8,—17, 12,1,2,3,4,... (2) 


é estritamente crescente a partir do quinto termo, mas como um todo não pode ser classifica- 
da como estritamente crescente, devido ao comportamento errático dos seus quatro primeiros 
termos. Para descrever tais sequências, vamos introduzir a seguinte terminologia. 


9.2.2 DEFINIÇÃO Se ao descartar um número finito de termos do começo de uma se- 


quência for produzida uma sequência com uma certa propriedade, então dizemos que a 
sequência original tem essa propriedade a partir de um certo termo. 


Por exemplo, embora não possamos dizer que a sequência (2) seja estritamente crescente, 
podemos afirmar que ela é estritamente crescente a partir de um certo termo. 


Á 10” +% f . 
> Exemplo 4 Mostre que a sequência | E | é estritamente decrescente a partir de um 


n! 
certo termo. n=l 


Solução Temos 


10” 107+! 
An = — e n =. = 
n! H ae 
portanto, 
an OH /(n HD! Orla! zü n! 10 (3) 
an 10”/n! — 10(n+1)! (n+l)! n+1 


A partir de (3), an+1/4n < 1 se n > 10, logo a sequência é estritamente decrescente a partir de 
um certo termo, como é confirmado pelo gráfico na Figura 9.2.3. < 


E UMA VISÃO INTUITIVA DA CONVERGÊNCIA 

De um modo informal, a convergência ou a divergência de uma sequência não depende do 
comportamento de seus termos iniciais, mas sim de como os termos se comportam a partir de 
um certo termo. Por exemplo, a sequência 


3, —9, —13, 17,1 a 
, , , , , raea 


NI = 


a partir de um certo termo comporta-se como a sequência 


1 


NI = 


e logo tem um limite igual a 0. 


E CONVERGÊNCIA DE SEQUÊNCIAS MONÓTONAS 

Os dois teoremas a seguir, cujas provas serão discutidas ao final desta seção, mostram que 
uma sequência monótona ou converge ou torna-se infinita, não podendo ocorrer divergência 
por oscilação. 


Os Teoremas 9.2.3 e 9.2.4 são exem- 
plos de teoremas de existência; eles 
nos dizem se um limite existe, mas 
não dão um método para encontrá-lo. 


E AXIOMA DA COMPLETUDE 
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9.2.3 TEOREMA Se uma sequência {an} for crescente a partir de um certo termo, então 
haverá duas possibilidades: 


(a) Existirá uma constante M, chamada de cota superior para a sequência, tal que an < M 
com qualquer n a partir de um certo termo e, nesse caso, a sequência convergirá para 
um limite L satisfazendo L < M. 


(b) Não existirá cota superior e, nesse caso, lim a, = +%. 


n> +% 


9.2.4 TEOREMA Se uma sequência {an} for decrescente a partir de um certo termo, 
então haverá duas possibilidades: 


(a) Existirá uma constante M, chamada de cota inferior para a sequência, tal que 
an> M com qualquer n a partir de um certo termo e, nesse caso, a sequência conver- 
girá para um limite L satisfazendo L> M. 


(b) Não existirá cota inferior e, nesse caso, lim a, = —o. 
n> +% 


a n } +e 
> Exemplo 5 Mostre que a sequência | ETE | converge e encontre o limite. 
n! 


n=1 
Solução Mostramos, no Exemplo 4, que a sequência é estritamente decrescente a partir de 
um certo termo. Uma vez que todos os termos da sequência são positivos, ela está limitada 
abaixo por M = 0, e, portanto, o Teorema 9.2.4 garante que ela converge para um limite não 
negativo L. Porém, o limite não é diretamente evidente da fórmula 10"/n! do enésimo termo, 
logo precisamos de certa engenhosidade para obtê-lo. 

Lembre-se de que na Fórmula (3) do Exemplo 4 vimos que termos sucessivos na se- 
quência dada estão relacionados pela fórmula de recursão 


10 
n+1 


An (4) 


Ant = 
onde a, = 10"/n!. Vamos tomar o limite quando n — +% em ambos os lados de (4) e usar o 
fato de que 


lim an1 = lim a=L 
n> +% 


n> +00 


Obtemos 


lim a, =0-L=0 


L= lim är = lim a, | = lim 
n+1 n>+en + l n>+ 


n> +% n> +% 


e, portanto, 


Nos exercícios, mostraremos que a técnica ilustrada no último exemplo pode ser adap- 
tada para obter 
n 


x 
lim — =0 (5) 


n>+o n! 


com qualquer valor real de x (Exercício 31). Esse resultado será útil posteriormente. 


Neste livro, aceitamos sem prova as propriedades usuais dos números reais e, de fato, nem 
mesmo tentamos definir o termo número real. Embora isso seja suficiente para muitos pro- 
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pósitos, constatou-se, no final do século XIX, que o estudo de limites e funções no Cálculo 
requer uma formulação axiomática precisa dos números reais, análoga ao desenvolvimento 
axiomático da Geometria Euclidiana. Embora sem tentar seguir esse desenvolvimento, neces- 
sitaremos da discussão de um dos axiomas sobre números reais a fim de provar os Teoremas 
9.2.3 e 9.2.4. Vamos, primeiro, introduzir alguma terminologia. 

Se S for um conjunto não vazio de números reais, então dizemos que u é uma cota 
superior para S se u for maior do que ou igual a todo número de S; dizemos que / é uma 
cota inferior para S se l for menor do que ou igual a todo número de S. Por exemplo, se S$ 
for o conjunto dos números no intervalo (1, 3), então u = 4, 10 e 100 são cotas superiores 
para S e l = —10, 0 e 0,5 são cotas inferiores para S. Observe também que u = 3 é a menor 
de todas as cotas superiores e l = 1 é a maior de todas as inferiores. A existência de uma 
menor cota superior e de uma maior cota inferior de S não é acidental; é uma consequên- 
cia do axioma seguinte. 


9.2.5 AXIOMA (Axioma da Completude) Se um conjunto não vazio S de números 
reais tiver uma cota superior, então ele terá uma cota superior mínima (chamada de su- 


premo), e se um conjunto não vazio S de números reais tiver uma cota inferior, então ele 
terá uma cota inferior máxima (chamado de ínfimo). 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 9.2.3 

(a) Demonstraremos o resultado para sequências crescentes e deixaremos a cargo do leitor 
adaptar o argumento para sequências que são crescentes a partir de um certo termo. Su- 
ponha que exista um número M tal que a, < M para n = 1,2,.... Então M é uma cota su- 
perior para o conjunto de termos da sequência. Pelo axioma da completitude, existe um 
supremo para os termos; vamos chamá-lo de L. Seja agora € um número positivo. Uma 
vez que L é o supremo para os termos, L — e não é uma cota superior para os termos, o 
que significa que existe pelo menos um termo ay tal que 


aN > L—e 
Além disso, como (a,) é uma sequência crescente, devemos ter 
an>an>L-— e (6) 


quando n > N. No entanto, a, não pode exceder L, uma vez que L é uma cota superior 
para os termos. Essa observação junto com (6) nos diz que L > a, > L — ecomn>N, 
logo todos os termos do N-ésimo em diante estão a menos de e unidades de L. Isso é 
exatamente a exigência para ter 


lim a, = L 


n> +00 


Finalmente, L < M, pois M é uma cota superior para os termos enquanto que L é o su- 
premo. Isso demonstra a parte (a). 


(b) Se não existir um número M tal que a, < M com n = 1,2, ..., então, não importando 
quão grande M seja escolhido, haverá um termo ay tal que 


an> M 
e, uma vez que a sequência é crescente, 
an> an> M 


quando n > N. Assim, os termos da sequência tornam-se arbitrariamente grandes à me- 
dida que n cresce. Ou seja, 


lim a, = +% E 


n> +% 


A demonstração do Teorema 9.2.4 será omitida, uma vez que é similar à do Teorema 9.2.3. 


Capítulo 9 / Séries infinitas 613 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.2 (Ver página 614 para respostas.) 


1. Classifique cada sequência como (C) crescente, (D) decrescen- 
te ou (N) nem crescente nem decrescente. 


{2n} 
5-n 
n2 
(=1)* 
nº 
2. Classifique cada sequência como (M) monótona, (E) estrita- 
mente monótona ou (N) não monótona. 
{n +(-1)"} 
{37 + (—1)"°} 


{2n + (=1)"} 


EXERCÍCIOS 9.2 


3. Como 


n/[2(n + D] n? 
(n—-D/Qn) nº-1 


> 


a sequência ((n — 1)/(2n)) é estritamente 


4. Como 


d 
— (x — 8)°] > 0 com x > 
dx 


a sequência ((n — 87?) é crescente 


1-6 Use a diferença a,,1 — a, para mostrar que a sequência {an} 
dada é estritamente crescente ou estritamente decrescente. EH 


+œ +o +% 
1. [l 2. (1-5) 3. | ” | 
A Jn=1 AJn=1 2n+1 n=1 
+o 
n 
4. 6. {n -nh 
|m = | n í ot 


7-12 Use a razão a,.,1/a, para mostrar que a sequência (a,) dada é 
estritamente crescente ou estritamente decrescente. E 


5. {n - 234, 


+% 2n +% 
mu pl 9. (ney, 
2n+I f, 2] 
10” +% n” +% sr +o 
aher ab aln 
n)! n=1 n. n=1 n=1 


13-16 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


13. Se an+ı — a, > 0 com qualquer n > 1, então a sequência (a,) 
será estritamente crescente. 


14. A sequência (a,) será monótona se a,,1 — a, # O com qual- 
quern > 1. 


15. Qualquer sequência limitada converge. 
16. Se (a, for crescente a partir de um certo termo, então ao) < 4200. 


17-20 Use diferenciação para mostrar que a sequência dada é estri- 
tamente crescente ou estritamente decrescente. E 


+o% +% 
17. | — 18. [POHD 
2n +1j, 


n+2 
19. {arc tg ny, 


n=1 
20. {ne pii 


21-24 Mostre que a sequência dada é, a partir de um certo termo, 
estritamente crescente ou estritamente decrescente. E 


+o% 
22. 18º. 
n? +10], 


O 
23. 5| 24. (ne "ye 


21. (2nº — My, 


n n=1 
3 n=1 


ENFOCANDO CONCEITOS 


25. Suponha que (a,) seja uma sequência monótona tal que 
1<aj< 2 com qualquer n. A sequência deve necessaria- 
mente convergir? Caso afirmativo, o que pode ser dito so- 
bre o limite? 


26. Suponha que (a, ) seja uma sequência monótona tal que a, < 2 
com qualquer n. A sequência deve necessariamente convergir? 
Caso afirmativo, o que pode ser dito sobre o limite? 


27. Seja {a„} a sequência definida recursivamente por a, = 2 e 

an+1 = V2 +a comn > 1. 

(a) Dê os três primeiros termos da sequência. 

(b) Mostre que a, < 2 comn >. 

(c) Mostre que TA — a? = (2 — an)(1 + an)comn > 1. 

(d) Use os resultados nas partes (b) e (c) para mostrar que {an} 
é uma sequência estritamente crescente. [Sugestão: Se x e 
y forem números reais positivos tais que x? — y? > 0, então 
segue por fatoração que x — y > 0.] 

(e) Mostre que {an} converge e encontre o seu limite L. 


28. Seja (a,) a sequência definida recursivamente por a, = 1 e 

an+1 = lan + (3/an)]comn > 1. 

(a) Mostre que a, > 3 com n > 2. [Sugestão: Qual é o valor 
mínimo de dx + (3/x)] com x > 02] 

(b) Mostre que (a,) é decrescente a partir de um certo termo 
[Sugestão: Examine a, 1 — 4n OU An+1/4n € use o resultado 
da parte (a).] 

(c) Mostre que (a,) converge e encontre seu limite L. 


29-30 O modelo de Beverton-Holt é utilizado para descrever as 
variações em uma população de uma geração para a seguinte sob 
certas condições. Se a população na enésima geração for dada por 
Xn, O modelo de Beverton-Holt prevê que a população na geração 
seguinte satisfará 


RKx, 


M= ei 


em que R e K são constantes positivas, com R > 1. Nestes exercí- 
cios, exploramos propriedades desse modelo populacional. W 
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29. 


30. 


32. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.2 
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Seja {xn} a sequência de valores populacionais definidos re- 

cursivamente por x, = 60 e, sen > 1, então x,.,1 é dado pelo 

modelo de Beverton-Holt com R = 10 e K = 300. 

(a) Apresente os quatro primeiros termos da sequência (x,). 

(b) Se O < x, < 300, mostre que O < x,+1 < 300. Conclua que 
0 < x, < 300 comz > 1. 

(c) Mostre que {xn} é crescente. 

(d) Mostre que {x} converge e encontre o limite L. 


Seja {x„} a sequência de valores populacionais definidos re- 

cursivamente pelo modelo de Beverton-Holt com x, > K. Su- 

ponha que as constantes R e K satisfaçam R > 1 e K > 0. 

(a) Sex, > K, mostre que x„+ı > K. Conclua que x, > K com 
quaisquer n > 1. 

(b) Mostre que (x,) é decrescente. 

(c) Mostre que (x,) converge e encontre o limite L. 


. O objetivo deste exercício é estabelecer a Fórmula (5), a saber, 
que 
x" 
lm — = 0 
n>+% n! 


Seja a, = |x|”/n! e observe que o caso em que x = O é obvio, de 
modo que podemos considerar x 0. 
(a) Mostre que 


x] 


A = — An 
n+1 


(b) Mostre que a sequência {an} é estritamente decrescente a 
partir de um certo termo. 
(c) Mostre que a sequência (a,) converge. 


(a) Compare as áreas apropriadas na figura abaixo para dedu- 
zir a seguinte desigualdade com n > 2: 


n n+l 
f Ihnxdx < Inn! < f Inx dx 
1 1 


(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que 


n” (n E D+ 
<n!<———— — 


er er 


» ASI 


(c) Use o Teorema do Confronto para Sequências (Teorema 
9.1.5) e o resultado da parte (b) para mostrar que 


Figura Ex-32 


« Use a desigualdade à esquerda no Exercício 32(b) para mos- 


trar que 


lim Ya! = +o% 


n> +œ 


. Texto Dê um exemplo de uma sequência monótona que não 


seja estritamente monótona a partir de um certo termo. O que 
deve ser verdade sobre uma tal sequência? Explique. 


. Texto Discuta o uso apropriado de “a partir de um certo ter- 


mo” em várias propriedades de sequências. Por exemplo, qual 
é uma expressão útil, “limitada a partir de um certo termo” ou 
“monótona a partir de um certo termo”? 


1. C; D; N; C; N 


2. N; M; E 3. 1; crescente 


9.3 SÉRIES INFINITAS 


4. 8; estritamente; a partir de um certo ponto 


O propósito desta seção é discutir somas com um número infinito de termos. O exemplo mais 

conhecido de tais somas ocorre na representação decimal de números reais. Por exemplo, 
1 . 1 E 

quando escrevemos 3 na forma decimal 3 = 0,3333 . . . , queremos dizer 


1 
35 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + --- 


~ . 1 . . 
o que sugere que a representação decimal de 3 pode ser encarada como uma soma infinita 


de números reais. 


E SOMAS DE SÉRIES INFINITAS 


Nosso primeiro objetivo é definir o que entendemos pela “soma” de um número infinito de 
números reais. Comecemos por alguma terminologia. 


0,3,0,33,0,333,..:. 


Figura 9.3.1 
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9.3.1 DEFINIÇÃO Uma série infinita é uma expressão que pode ser escrita na forma 


o0 


X usum tutut Hut 


k=1 


Os números u1, W2, Uu3,... são chamados de termos da série. 


Como é impossível somar diretamente uma quantidade infinita de números, as somas 
de séries infinitas são definidas e calculadas por um processo indireto de limite. Para motivar 
a ideia básica, considere a decimal 


0,3333... (1) 
Isso pode ser visto como a série infinita 
0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + - -- 
ou, de forma equivalente, 


3 3 3 3 
| | sa 2 
10 ii 102 103 104 (2) 


Como (1) é a expansão decimal de 1, qualquer definição razoável para a soma de uma série 
infinita deve fornecer 5 para a soma em (2). Para obter tal definição, considere a seguinte 
sequência de somas (finitas): 


3 
S1 = 10 = 0,3 
3 3 
Sea 
2= 10" 102 
3 3 3 
= je po 0333 
s3 = T0 t 102" 10) 
3 3 3 3 
me F = =0,3333 


10 10? 10 10 


A sequência de números s1, $2, 83, S4, . . . (Figura 9.3.1) pode ser vista como uma sucessão de 
aproximações da “soma” da série infinita, que queremos que seja LÀ medida que avançarmos 
na sequência, cada vez mais termos da série infinita serão usados, e a aproximação ficará cada 
vez melhor, sugerindo que a soma desejada de $ deva ser o limite desta sequência de aproxima- 
ções. Para ver que é isso o que ocorre, devemos calcular o limite do termo geral da sequência 
de aproximações, isto é, de 


3 4 3 3 (3) 
Su = f reš | 
10 10? 107 
O problema de calcular 
lim lim + a Ep i 
Sa = — ... 
n> + n>+» 410 10 10” 


é complicado pelo fato de que o último termo e o número de termos na soma variam com n. É 
melhor reescrever tais limites em uma forma fechada na qual o número de termos não varie, 
se possível. (Veja a discussão sobre formas fechadas e formas abertas que segue o Exemplo 2 
na Seção 5.4 do Volume 1). Para isso, multiplicamos ambos os lados de (3) por b para obter 

1 3 3 3 3 


n= ape du É 4 
0” > 702 "109 1 tio | Tom (4) 
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ADVERTÊNCIA 


Na linguagem do dia a dia, as pala- 
vras “sequência” e “série” são con- 
sideradas sinônimas. Contudo, em 
Matemática, há uma diferença entre 
esses dois termos: uma sequência 
é uma sucessão, e uma série é uma 
soma. É essencial que você tenha em 
mente essa distinção. 


e, então, subtraímos (4) de (3) para obter 


1 
Sa==(1-— l 
( 5) 


Como 1/10” — 0 quando n —> +, segue que 


: | 1 1 
lim s, = lim 1 = 
n> +% no +o 3 107 3 
o que denotamos escrevendo 
1 3 3 3 3 


310" 102 "105 1 t To 


Motivados pelo exemplo precedente, estamos agora prontos para definir o conceito ge- 
ral de “soma” de uma série infinita 


u + u Huse tut: 


Vamos começar por alguma terminologia: denotemos por s, a soma dos primeiros termos 
da série, até o termo de índice n, inclusive. Assim, 
S1 = U1 
ui + u2 
S3 = Uj + U2 + u3 


S2 


n 


Sn =U +u +U + HUn = Y us 
k=1 


O número s, é chamado de enésima soma parcial da série, e a sequência {s„} Z, é chamada 
de sequência das somas parciais. 

Quando n cresce, a soma parcial s, = u+ u2 + + + un inclui mais e mais termos da 
série. Assim, se s, tende a um limite quando n — + %, é razoável que esse limite seja a soma 
de todos os termos da série. Isso sugere a seguinte definição. 


9.3.2 DEFINIÇÃO Seja (s,) a sequência das somas parciais da série 
ututus+ tuto: 


Se a sequência (s,) convergir para um limite S, então diremos que a série converge para 
Se que S é a soma da série. Denotamos isso escrevendo 


S= ms 
k=1 


Se a sequência das somas parciais divergir, diremos que a série diverge. Uma série diver- 
gente não tem soma. 


> Exemplo 1 Determine se a série 
I>14+1>14+1-14+... 


converge ou diverge. Se convergir, encontre a soma. 


1,0, 1,0,1,0,... 


Figura 9.3.2 


Algumas vezes, será desejável co- 
meçar o índice do somatório de uma 
série infinita em k = 0, em vez de 
k = 1, caso em que consideraríamos 
ugo como o zero-ésimo termo e sq = uo 
como o zero-ésimo termo da soma 
parcial. Pode-se provar que mudar 
o valor inicial do índice do somatório 
de uma série não tem efeito na con- 
vergência, na divergência ou na soma 
da série infinita. Se tivéssemos come- 
cado o índice em k = 1 na série (5), 
então essa série seria dada por 


Como essa expressão é mais compli- 
cada que (5), começamos o índice em 
fis = (0) 
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Solução E tentador concluir que a soma da série é zero, argumentando que os termos po- 
sitivos e negativos se cancelam uns aos outros. Entretanto, isso não é correto; o problema 
é que as operações algébricas que são válidas para somas finitas não podem ser usadas nas 
séries infinitas. Posteriormente, discutiremos condições sobre operações algébricas comuns 
que podem ser aplicadas a séries infinitas, porém para este exemplo usaremos diretamente a 
Definição 9.3.2. As somas parciais são 

s1 = 1 

s2 = 1-1=0 

s=1-1+1=1 

ss=1-1+1-1=0 
e assim por diante. Logo, a sequência das somas parciais é 

1,0,1,0,1,0,... 


(Figura 9.3.2). Como essa seguência é divergente, a série dada diverge e, consequentemente, 
não há soma. < 


E SÉRIES GEOMÉTRICAS 


Em muitas séries importantes, cada termo é obtido multiplicando-se o termo precedente por 
alguma constante fixada. Assim, se o termo inicial da série for a e cada termo for obtido 
multiplicando-se o termo precedente por r, então a série terá a forma 


X ar =a+ar+ar +a ttar" + (00) (5) 
k=0 


Tais séries são chamadas de séries geométricas, e o número r é chamado de razão da série. 
Aqui estão alguns exemplos: 
1+2+4 +84 +24... 
3 4 3 E 3 
10 10 
1 1 P 
2 4 8 16 2k 
p a E e a 


3 


1=1+1=1+ +CD H- 


+x Hax H HH 
O seguinte teorema é o resultado fundamental na convergência das séries geométricas. 
9.3.3 TEOREMA Uma série geométrica 


X art =a+ar+ar + tart + (a #0) 
k=0 


converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. Se a série convergir, então a soma da série é 


DEMONSTRAÇÃO Tratemos primeiro do caso |r| = 1. Se r = 1, então a série é 


ara aa: 
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Note que (6) é uma forma aberta de 
Sn, enquanto (9) é uma forma fecha- 
da. Em geral, precisamos de uma for- 
ma fechada para calcular o limite. 


A) 
20/3 F — 
sL * 
5S 
n 
fes ce Mp ep efe je ij ep 
12345678 


Figura 9.3.3 


portanto, a enésima soma parcial é s, = (n +1)a e 


lim s, = lim (n + Da = +% 
n> +o n> +% 


(o sinal dependendo de a ser postivo ou negativo). Isso prova a divergência. Se r = —1, a série é 
di=d= qr 
logo, a sequência das somas parciais é 
a,0,4,0,4,0,... 


que diverge. 
Agora, consideremos o caso |r| # 1. A enésima soma parcial da série é 


m=atartar+--+tar (6) 
Multiplicando ambos os lados de (6) por 1, obtemos 
rsa=artar+---tar + art! (7) 
e subtraindo (7) de (6) obtemos 
Sn — rS, = a — art 
ou 
(L — r)s, =a — art (8) 
Uma vez que estamos considerando r # 1, isso pode ser reescrito como 


apl a 


Ro n+1 
l= is ao ©) 


a—ar” 
m= 


Se |r| < 1, então r”™! tende a O quando n—>+% (por quê?), de modo que {sn} converge. A 
partir de (9) 


lim s5, = 
n> +% l—r 


r 5 fl r r<-—l. r sr n > 
Se |r| > 1, então ou r > 1 ou r < —1. No caso r > 1, r”+! cresce sem cota quando n> + e 
no caso r < —1, r”+! oscila entre valores positivos e negativos de magnitude crescente, por- 


tanto (s,) diverge em ambos os casos. E 


> Exemplo2 Em cada parte, determine se a série converge e, nesse caso, encontre sua soma. 


(a) =. (b) So aus 
k=0 


k=1 


Solução (a) Essa série é geométrica coma = 5 e r = L. Como |r| = 1 < 1, a série conver- 
ge e a soma é 


a 5 20 


(Figura 9.3.3). 


Solução (b) Essa é uma série geométrica em uma forma disfarçada, uma vez que podemos 
escrevê-la como 


— 2kgl—k — 9% — oyo 
Deste qe 9(5) 


k=1 k=1 


Comor = E > 1,a série diverge. 4 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Os sistemas algébricos de computa- 
ção têm comandos para obter a soma 
de séries convergentes. Se o leitor 
dispuser de um CAS, use-o para cal- 
cular as somas nos Exemplos 2 e 3. 
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> Exemplo 3 Encontre o número racional representado pela dízima periódica 


0,784784784.... 


Solução Podemos escrever 
0,784784784 . . . = 0,784 + 0,000784 + 0,000000784 + - -- 
portanto a dízima dada é a soma de uma série geométrica com a = 0,784 e r = 0,001. Assim, 


a 0,784 0,784 784 


0,784784784... = = = = 
l—r  1—0,001 0,999 999 


> Exemplo 4 Em cada parte, encontre todos os valores de x com os quais a série converge 
e encontre a soma da série com esses valores de x. 


3x 3x2 3x2 3(— 1) 
(a) sa (b) 3 + + Ela 
k=0 


PA g Ty 


Solução (a) A forma expandida da série é 
Xats lHa ta? Hat 
k=0 


A série é uma série geométrica com a = 1 e r = x, logo converge se |x| < 1 e, caso contrário, 
diverge. Quando a série converge, sua soma é 


E 1 


Solução (b) Essa série é geométrica com a = 3 e r = —x/2. A série converge se |—x/2]| < 1, 
ou, equivalentemente, se |x| < 2. Quando convergir, sua soma é 


Dº( ) O) Rr ? 


k=0 


E SÉRIES TELESCÓPICAS 


> Exemplo 5 Determine se a série 


oœ 


D 1 S. : 1 ji 1 E 1 l 
L k(k+1) 1-2 23 3.4 4.5 
converge ou diverge. Se convergir, encontre sua soma. 
Solução A enésima soma parcial da série é 
- 1 1 1 1 1 
kk+D 12 2.3 3.4 n(n + 1) 


k=1 
Para calcular lim, > +.» Sn, reescreveremos s, em uma forma fechada. Isso pode ser alcançado 


usando o método das frações parciais para obter (verifique) 


1 1 1 
k(k+1) k k+l1 
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A soma em (10) é um exemplo de 
uma soma telescópica. O nome vem 
do fato de que, na simplificação da 
soma, uma parcela de cada expres- 
são entre parênteses cancela uma 
parcela na próxima expressão entre 
parênteses, até que a soma toda co- 
lapse como um telescópio retrátil, res- 
tando apenas duas parcelas. 


Ay 
3 - ... 
e 
2} or {sa} 
lho 
n 
E O PO e 
2 4 6 8 10 12 
(a) 
Ay 
6 É 
° 
5 ° 
4 e 
e 
3 F o 
2} s. {Syn} 
e 
IH o 
2" 
RR VE PR PR PE E 
20 21 22 B 94 95 96 97 
(b) 


Somas parciais da série harmônica. 


Figura 9.3.4 


XVE Summa feriei infmira hermenicã pregrefionalinm, 1 ++ 
Hiti oo ef info, 
td primus deprehendit Frater ; invents namque per praxced, 
fumma feciei $ + E + tt + gho dee. vifurus 
gerer ex ifta ferie, 3 t+ É + bo ea 
thodo Prop. XIV. collegit propofitionis veritatem ex abfurditate 
manikila, que fequeretur , fi fumma ferie harmonicæ fnita ftatuc- 
tetur, Animadvertit enim, 
Seriem Apt tHg Hi Hiire 00 Cfiraltionibus fingulis 
àn alias, quarum numeratores funt £, 4,3, 4, &c. transmutatie ) 
fiki Bitti tátýtá to CADAE+E ke 
Caitititas+ sto ke0 per pre, 3 
D.. Hiiti titte- 105 wE 
E... ditd trio 0D- 0thn 
Het tzr ke 0 E- 0 $ | fequi- 
g ken are.) tur, fen 
Criem G30 4, toum parti, fi fumma finita eífer, 
Ego 


Courtesy Lilly Library, Indiana University 
Esta é uma prova da divergência da 
série harmônica, como aparece em 
um apêndice da publicação póstuma 
de Jacob Bernoulli, Ars Conjectandi, 
que apareceu em 1713. 


a partir do que obtemos a soma 


Li 1 
„=> =) 


k=1 


=1- (10) 


Assim, 


E SÉRIE HARMÔNICA 

Uma das mais importantes de todas as séries divergentes é a série harmônica 
` E ar : F : F A ar : E 
e TAS 


que surge em conexão com os sons harmônicos produzidos pela vibração de uma corda musi- 
cal. Não é imediatamente evidente que essa série diverge. Entretanto, a divergência se tornará 
aparente quando examinarmos as somas parciais em detalhe. Como os termos na série são 


todos positivos, as somas parciais 
ra dis go 
S3 2 3 > 4 2 3 posu 


formam uma sequência estritamente crescente 


1 
S =l, psd 


S1 < S2 < S3 < <M<" 


(Figura 9.3.4a). Assim, pelo Teorema 9.2.3, podemos provar a divergência demonstrando 
que não há nenhuma constante M que seja maior do que ou igual a cada soma parcial. Para 
isso, consideraremos algumas somas parciais selecionadas, a saber, S2, S4, S8, S16, S32, +... 
Note que os índices são potências sucessivas de 2, de modo que essas são as somas parciais 
da forma sz» (Figura 9.3.4b). Essas somas parciais satisfazem as desigualdades 


1 1 1 2 
s=l+z>2+t2=5 


nentlri>at(tD=a+t>] 
non beebe bone (et D=nat=! 
esto tanta ta da atas E 
> ss + (iti ] E E E ee qa) a e 
n+41 
sm > E 


Se M for uma constante qualquer, podemos encontrar um inteiro positivo n que satisfaça 
(n+1)/2 >M. No entanto, para esse n 


1 
for >M 


San > 


de modo que nenhuma constante M é maior do que ou igual a cada soma parcial da série har- 
mônica. Isso prova a divergência. 
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Deve-se essa prova de divergência, que antedata a descoberta do Cálculo, ao bispo e 
professor francês Nicole Oresme (1323-1382). Essa série acabou atraindo o interesse de Jo- 
hann e Jakob Bernoulli (p. 700) e levou-os a pensar sobre o conceito geral de convergência, 


uma ideia nova para a época. 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.3 (Ver página 623 para respostas.) 


1. Em Matemática, os termos “sequência” e “série” não têm o mes- 
mo significado: uma é uma sucessão, enquanto 
que uma é uma soma. 


2. Considere a série 
co 
1 
2k 
k=1 
Se {sn} for a sequência das somas parciais dessa série, então 
s1 = » 52 = + S3 = 
S4 = ess=— 


s 


3. O que significa dizer que uma série 5" ug converge? 


EXERCÍCIOS 9.3 [elcas 


4. Uma série geométrica é uma série da forma 
æ 


E. 


k=0 


Essa série converge para se . Essa sé- 


rie diverge se 


5. A série harmônica é dada por 
k=1 


A série harmônica converge ou diverge? 


1-2 Em cada parte, encontre os valores exatos das quatro primeiras 
somas parciais, encontre a forma fechada para a enésima soma par- 
cial e determine se a série converge calculando o limite da enésima 
soma parcial. Se a série convergir, obtenha sua soma. E 


(2 2, 2 | 
Ra reta 
1 2 2 gi 
b cr 242 an 
a dd 
1 1 1 1 


Oa raa aa TE 


t EFDE+D 
J (a) o] (b) — qt (c) Sms) 
O Lda 2 O Las k44 


3-14 Determine se a série converge e, se convergir, encontre sua 
soma. E 


= k=1 
œ o k+1 
5. Dev 6. »(-5) 
= k=1 
E Z 1 8 fa 1 
L DES Et) 
— 1 = 1 
RITER DA 
4] pet 
iy == 12. £ 
= k—2 2. G) 
B. yA 14. 5) 537i- 


15. Associe uma série de um dos Exercícios 3, 5, 7 ou 9 com o grá- 
fico da sequência de suas somas parciais. 


(COG b) q 
gb lhe 
e 
6t c00000000 0,8 F ij e 
at 0,6} Tara 
0,4} e ° 
2r ù 0o24 * n 
LoL 1 Ls pi TIS PU 
2 4 6 810 2 4 6 8 10 
(OEE (d) 4y 
0.3 F 0.2} 
°.’ i 
0.2L e°" RO dad 
° 
í 0,1} 
01H 
n 
n 1 fi 1 ji l 
I I i I I > > 
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 


16. Associe uma série de um dos Exercícios 4, 6, 8 ou 10 com o 
gráfico da sequência de suas somas parciais. 


(a) Ay (b) y 
60 
0,8 H 
.o 30 º 
0,6 E End e a 
L - - > 
04H o 1 Saem, 
0.2 F n -30 
f | i i Í > e 
2 4 6 8 10 —60 
(o) av (d) y 
1L 0,6 
0 
0,8 F q.2º E Td 
osh o 04H o 
0,4 F n e 
“le 0,2 
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17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


17. Uma série infinita converge se a sequência de seus termos 
convergir. 


18. A série geométrica a + ar + ar + - - - + ar’ + --- converge 
desde que |r| < 1. 


19. A série harmônica diverge. 


20. Uma série infinita converge se a sequência das suas somas par- 
ciais for limitada e monótona. 


21-24 Expresse a dízima periódica como uma fração. W 
21. 0,9999 ... 
23. 5,3273737 sus 


22. 0,4444 ... 
24. 0,451141414 ... 


25. Lembre que decimal exata é uma decimal cujos dígi- 
tos são todos O a partir de algum ponto em diante (0,5 = 
0,50000. .., por exemplo). Mostre que uma decimal da forma 
O,aa, . . . a,9999 . . . , onde a, + 9, pode ser expressa como 
uma decimal exata. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


26. O grande matemático suíço Leonhard Euler (biografia na 
p. 3 do Volume 1) chegou, algumas vezes, a conclusões 
erradas em seu pioneiro trabalho sobre séries infintas. Por 
exemplo, Euler deduziu que. 


S=1-1+1-1+... 


-1=1+2+4 +84... 


substituindo x = — 1 e x = 2 na fórmula 


=i4x40 404... 


1l-x 
Qual é o problema com esse raciocínio? 


27. Uma bola é largada de uma altura de 10 m. Cada vez que 
bate no chão, ela retorna verticalmente até uma altura que é 
3 da altura precedente. Encontre a distância total que a bola 
percorre, supondo que retorne indeterminadamente. 


28. A figura abaixo mostra uma “escadaria infinita” construída 
de cubos. Encontre o volume total da escadaria, dado que o 
maior dos cubos tem um lado de comprimento 1 e que cada 
cubo sucessivo tem um lado de comprimento igual à meta- 
de do lado do cubo precedente. 


Figura Ex-28 


29. Em cada parte, encontre uma forma fechada para a enésima 
soma parcial de série e determine se a série converge. Se con- 
vergir, encontre sua soma. 


awa =. eht 
a n n + In +... n Ho... 
2 3 4 k+1 


CEA A ani 5) +1 sas 
RS aaue a qu) 


1 
+m(1- ana) + 


30. Use séries geométricas para mostrar que 


E 1 
(a) D Dt = se —l<x<1 
= 1+x 


Z 1 
b) Da =z se 2<x<4 
= 


k=0 
> 1 

(c) Yena” = Ta se —|I<x<l. 
k=0 


31. Em cada parte, encontre todos os valores de x com os quais a 
série converge e encontre a soma da série com aqueles valores 
de x. 
a) x- L+H 
1 2 4 8 16, 


(c) e™ + e7 + e + e + e + ns 
32. Mostre que, dado qualquer valor real de x, 


2senx 
~ 2+senx 


dos Tg Pg 
sen x sen” x 4 sen x sen x +: 
2 4 8 


33. Seja a, um número real qualquer e seja (a,) a sequência defi- 
nida recursivamente por 


Ant = > (am +1) 


Faça uma conjectura sobre o limite da sequência e confirme 
sua conjectura expressando a, em termos de a; e tomando o 
limite. 
[e o) 
Vk+1- vk 
34. Mostre que X —— [l 
oo vk+k 


“(1 1 3 
35. Mostre que 3 G — =) = 
mk k+2 2 


1 
36. Mostre que i + + deag 


1 
37. Mostre que Ee 
Wa ar 
38. No seu Tratado sobre a Configuração dos Atributos e Movimen- 
tos (escrito no ano de 1350), o bispo de Lisieux, o francês Nicole 
Oresme, usou um método geométrico para obter a soma da série 


œ 


D 1,2,3,4, 
DR 2 4 8 16. 
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Na parte (a) da figura abaixo, cada termo da série é represen- 
tado pela área de um retângulo, e na parte (b) a configuração 
na parte (a) foi dividida em retângulos com áreas A1, A2, As..... 
Obtenha a soma A, + A, + As + =. 


1 1 Lado inicial Figura Ex-39 
1 ] 1 | 
1 E Is c/40. Em cada parte, use um CAS para encontrar a soma da série, 
! a] 1 A l se convergir, e então confirme o resultado calculando a soma 
1 1 4 | manualmente. 
E o E 2 = 33% Žo l 
= 4 la 1 ` Lc La Ama 
k=1 k=1 k=1 
(a) (b) 
Fora de escala 41. Texto Discuta as semelhanças e diferenças entre o que sig- 
Figura Ex-38 nifica uma sequência convergir e o que significa uma série 
convergir. 

39. Conforme mostra a figura a seguir, suponha que um ângulo 42. Texto Leia sobre a dicotomia do paradoxo de Zenon em al- 
0 seja bissectado usando régua e compasso para produzir um guma obra de referência apropriada e relate o paradoxo em al- 
raio R,, então o ângulo entre R, e o lado inicial é bissectado gum contexto que lhe seja familiar. Discuta uma conexão entre 
para produzir o raio R2. Daí por diante, os raios R3, R4, Rs... o paradoxo e a série geométrica. 


são construídos em sucessão bissectando o ângulo entre os dois 
raios precedentes. Mostre que a sequência dos ângulos que es- 
ses raios fazem com o lado inicial dado tem um limite de 0/3. 

Fonte: Este problema é baseado no artigo Trissecção de um Ângulo em um 


Número Infinito de Passos, por Eric Kincannon, que apareceu (em inglês) 
no The College Mathematics Journal, Vol. 21, Nº5, novembro de 1990. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.3 


13715, 1 

“2 4 816 2” 

4 ata meel 5. qidiverge 
-r 


1. sequência; série 2 


3. A sequência das somas parciais converge. 


9.4 TESTES DE CONVERGÊNCIA 


Na última seção, mostramos como encontrar a soma de uma série encontrando uma forma 
fechada para a enésima soma parcial e tomando seu limite. Entretanto, é relativamente raro 
que possamos encontrar uma forma fechada para a enésima soma parcial de uma série, de 
modo que são necessários métodos alternativos para encontrar a soma de uma série. Uma 
possibilidade é provar que a série converge e, então, aproximar a soma por uma soma parcial 
com suficientes termos para atingir o grau de precisão desejado. Nesta seção, desenvolveremos 
vários testes que podem ser usados para determinar se uma dada série converge ou diverge. 


E OTESTE DA DIVERGÊNCIA 


No enunciado de resultados gerais sobre a convergência e a divergência de séries, é con- 
veniente usar a notação 3" ug como modelo genérico de uma série, evitando, desse modo, 
o problema de discutir se a soma começa em k = 0 ou em k = 1, ou ainda em algum outro 
valor. Na verdade, veremos logo que o valor do índice inicial é irrelevante para a questão da 
convergência. O k-ésimo termo de uma série infinita ` uy é chamado de termo geral da série. 
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ADVERTÊNCIA 


A recíproca do Teorema 9.4.2 é falsa. 
Mostrar que 
bo == (0) 
k— +% 

não prova que J` ux convirja, pois essa 
propriedade pode valer tanto para sé- 
ries divergentes quanto para conver- 
gentes. Isso está exemplificado na pro- 
va da parte (b) do Teorema 9.4.1. 


O teorema seguinte estabelece uma relação entre o limite do termo geral e as propriedades de 
convergência de uma série. 


9.4.1 TEOREMA (Teste da Divergência) 


(a) Se lim ur + 0, então a série X` uy diverge. 
—> +o 


(b) Se im ux = 0, então a série X ur pode convergir ou divergir. 
KE 


oo 


DEMONSTRAÇÃO (a) Para demonstrar esse resultado, é suficiente mostrar que, se a série 
convergir, então lim, +. ur = O (por quê?). Vamos demonstrar a parte (a) dessa maneira 
alternativa. 

Suponhamos que a série convirja. O termo geral ux pode ser escrito como 


Uk = Sk — Sk-1 (1) 


onde sz é a soma dos termos até uy e s;- 1 é a soma dos termos até ug- 1. Se S denotar a soma 
da série, então limy-, +. Sk = S e, uma vez que (k — 1) — +% quando k — +%, temos também 
limp-s +» Sk-1 = S. Assim, a partir de (1) 


lim ug = lim (ses )=S-—-S=0 
k—> +% k— +% 


DEMONSTRAÇÃO (b) Para demonstrar esse resultado, é suficiente produzir tanto uma série 
convergente quanto uma divergente para as quais limp-, 4. Uk = O. Ambas as seguintes séries 
têm essa propriedade: 

1 1 1 1 1 


Ette t tee e l+S+5+ + 


2" 2 2% 273 B 


x= 


A primeira é uma série geométrica convergente e a segunda é a série harmônica divergente. 
E 


A forma alternativa da parte (a) dada na prova precedente é suficientemente importante 
para ser destacada para referência futura. 


9.4.2 TEOREMA Sea série > ur convergir, então lim up = Q. 


k> + 


> Exemplo 1 A série 


8 


E + E Poep r + 
eb 3 4 k+1 
diverge, visto que 
lim — = lim ———— =1 #04 
rakal ES Te 1+1/k á 


E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DAS SÉRIES INFINITAS 
Para não estender demais o texto, omitimos a prova do resultado a seguir. 


Veja os Exercícios 27 e 28 para ex- 
plorar o que ocorre quando 5" u ou 
> vx diverge. 


ADVERTÊNCIA 


Entenda bem o item (c) do Teorema 
9.4.3. Embora a convergência não 
seja afetada quando um número fini- 
to de termos é deletado no começo 
de uma série convergente, a soma 
da série é alterada pela remoção 
desses termos. 
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9.4.3 TEOREMA 


(a) Se > upe > ve forem séries convergentes, então X (up + vg) e > (uk — vg) serão 
séries convergentes, e as somas dessas séries estarão relacionadas por 


(b) Se a for uma constante não nula, então ambas as séries, X ug e > aup convergirão 
ou divergirão. No caso de convergência, as somas estarão relacionadas por 


o0 oo 
) auk =a ) uk 
k=1 k=1 


(c) A convergência ou a divergência não é afetada pela retirada de um número finito de 
termos de uma série; em particular, dado qualquer número inteiro positivo K, as séries 


œ 


X u= u +u +u + 
k=1 


oo 


> Ug = Ug +Uugy Hugo + 
k=K 


ambas convergem ou ambas divergem. 


> Exemplo 2 Obtenha a soma da série 


Solução A série 


5 D a 
4 4 424 

k=1 
é uma série geométrica convergente (a E fe 1), e a série 
2.2 2 2 2 
G a =2+5 213 di 
k=1 


também é uma série geométrica convergente (a = 27= 1). Assim, pelos Teoremas 9.4.3(a) 
e 9.3.3, a série dada converge e 


do 2 L3 LÁ 3 
D(7-5=)-Da- L 


k=1 
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A) 


Figura 9.4.1 


> Exemplo 3 Determine se as seguintes séries convergem ou divergem. 


5 5 5 5 21 1 1 1 
Ls Po ++ Up cor o 


Solução A primeira série é uma constante vezes a série harmônica divergente e, por- 
tanto, diverge pela parte (b) do Teorema 9.4.3. A segunda série é o resultado de omitir 
os primeiros termos da série harmônica divergente e, portanto, diverge pela parte (c) do 
Teorema 9.4.3. «4 


EB OTESTE DA INTEGRAL 
A relação entre as expressões 


A1 a 1 
= e — dx 
2 2 
kal k 1 x 
é que o integrando da integral imprópria resulta quando o índice k do termo geral da série for 
substituído por x e os limites do somatório da série forem substituídos pelos limites de inte- 


gração correspondentes. O seguinte teorema mostra que há uma relação entre a convergência 
da série e a integral. 


9.4.4 TEOREMA (Teste da Integral) Seja > ux uma série com termos positivos. Se 
ffor uma função decrescente e contínua no intervalo [a, + œ) e tal que ug = f (k) com 
k > a, então 


+o 


y uk e f(x)dx 
k=1 


ambas convergirão ou ambas divergirão. 


A prova do teste da integral é adiada para o final desta seção. Contudo, o argumento 
central da prova é capturado na Figura 9.4.1: se a integral divergir, então a série tam- 
bém divergirá (Figura 9.4.la) e se a integral convergir, então a série também convergirá 
(Figura 9.4.1h). 


> Exemplo 4 Mostre que o Teste da Integral é aplicável e use esse teste para determinar se 
as seguintes séries convergem ou divergem. 


OD; Da 
k=1 k=1 


Solução (a) Já sabemos que essa é a série harmônica divergente, assim o teste da integral 
providenciará somente uma outra maneira simples de estabelecer a divergência. 

Observe, inicialmente, que a série tem termos positivos, de modo que o teste é aplicá- 
vel. Se substituirmos k por x no termo geral 1/k, obteremos a função f(x) = 1/x, que é decres- 
cente e contínua com x > 1 (como exigido para aplicar o teste da integral com a = 1). Como 


+e 1 b1 
| — dx = lim —dx = lim [lnb — 1n 1] = +œ 
1 


* b> +% | xX b— +% 


a integral diverge e, consequentemente, a série também. 


ADVERTÊNCIA 


Na parte (b) do Exemplo 4, não con- 
cluamos erroneamente que a soma 
da série é 1, porque o valor da inte- 
gral correspondente é 1. Podemos 
ver que isso não ocorre, pois a soma 
só dos dois primeiros termos já exce- 
de 1. Adiante veremos que a soma da 
série é exatamente 77/6. 
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Solução (b) Observe, inicialmente, que a série tem termos positivos, de modo que o teste é 
aplicável. Se substituirmos k por x no termo geral 1/k?, obtemos a função f (x) = 1/x2, que é 
decrescente e contínua com x > 1. Como 


a | b dx lg a 1 
— dx = lim — = lim |-—-| = lim |1-—|[=1 
1 x boto), x2 bos) x] b=+e b 


a integral converge e, consequentemente, a série converge pelo teste da integral com a = 1. «4 


E SERIES p 
As séries no Exemplo 4 são casos especiais de uma classe de séries chamadas de séries p ou 
séries hiper-harmônicas. Uma série p é uma série infinita da forma 


l usa 1 | 1 | 1 | 
Doststotoetoto 


onde p > 0. Exemplos de séries p são 


Spa + 
k 2 3 


al =e 
+ 


so 


k=1 


converge se p > ledivergese0<p<1. 


DEMONSTRAÇÃO Para estabelecer esse resultado quando p 1, usaremos o teste da integral. 


+o q b 1-p 9? bl-p 1 
J — dx= lim | xºdx= lim Ž = lim E 
1 xP b> + Ji b>+% 1 — p 1 b5>+o | 1 p 1 p 


Suponha, inicialmente, que p > 1. Então 1 — p < 0 e, portanto, b! 7P —> 0 quando b > +o. 
Assim, a integral converge [o valor é —1/(1 — p)] e, consequentemente, a série também 
converge. 

Suponha, agora, que O < p < 1. Segue que 1 — p > 0, portanto b! P —> +% quando 
b — +o, logo a integral e a série divergem. O caso p = 1 é a série harmônica, que já mos- 
tramos que é divergente. E 


> Exemplo 5 


1 1 
l+5= +52 + 
no A YE 


diverge uma vez que é uma série p com p = 1 <l: 
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Ay 


Figura 9.4.2 


E PROVA DO TESTE DA INTEGRAL 

Antes de podermos provar o teste da integral, necessitamos de um resultado básico sobre a 
convergência de séries com termos não negativos. Se uy + u + u3 + = + uk + = é uma tal 
série, então sua sequência de somas parcias é crescente, isto é, 


NEDEBL CEM 


Assim, pelo Teorema 9.2.3, a sequência das somas parciais converge para um limite S se, e 
somente se, tiver alguma cota superior M, caso em que S < M. Se não houver cota superior, 
então a sequência das somas parciais diverge. Como a convergência da sequência das somas 
parciais corresponde à convergência da série, temos o teorema seguinte. 


9.4.6 TEOREMA Se > us for uma série com termos não negativos, e se existir uma 
constante M tal que 


Sn = Uy + U2 ++: H Un SM 


com qualquer n, então a série convergirá e a soma S satisfará S < M. Se não existir ne- 
nhum tal M, então a série divergirá. 


Em palavras, esse teorema implica que uma série com termos não negativos converge 
se, e somente se, a sequência de suas somas parciais for limitada superiormente. 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 9.4.4 Precisaremos apenas mostrar que a série converge 
quando a integral converge e que a série diverge quando a integral diverge. Por simplicidade, 
limitaremos a prova ao caso a = 1. Suponha que f(x) satisfaça as hipóteses do teorema com 
x > 1. Como 


fO) = u, K2) = us... fn) = un... 


os valores de u1, u, . . . , Un, . - - podem ser interpretados como as áreas dos retângulos mos- 
trados na Figura 9.4.2. 

As seguintes desigualdades resultam da comparação das áreas sob a curva y = f(x) com 
as áreas dos retângulos na Figura 9.4.2 com n > 1: 


n+l 
f(x)dx < u; +u +:--+Un = Sn Figuré 


Ï 
n 
Sn — U1 = Uz + U3 +: +H Un < J f(x)dx Figura 9.4.2b 
1 


Essas desigualdades podem ser combinadas como 


n+1 n 
J f(x)dx < Sn < u1 +f f(x)dx (2) 
1 1 


Se a integral ma f(x)dx convergir para um valor finito L, então a partir da desigualdade do 
lado direito em (2), obtemos 


n +% 
s< f f(x)dx < uy + f(x)dx=u; +L 
1 1 


Assim, cada soma parcial é menor do que a constante finita u; + L, e a série converge pelo 
Teorema 9.4.6. Por outro lado, se a integral f Ai f(x) dx divergir, então 


n+4l 
lim | Ff) dx = +% 
1 


n — +% 


e, portanto, pelo lado esquerdo da desigualdade em (2), decorre que s,— +% quando n— +o. 
Isso implica que a série também diverge. m 


Capítulo 9 / Séries infinitas 629 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.4 (Ver página 631 para respostas.) 


1. O teste da divergência afirma que se 
série J uy diverge. 


+ 0, então a 


2. Sabendo que 


segue que 


m 
Zoe 
k=2 


e Ca thys 


k=l 


EXERCÍCIOS 9.4 [F Recurso Gráfico [E] CAS 


3. Como J; ”A/VX) dx = +%,0 teste 
č ı— mostra que essa série 


aplicado à série 


4. Uma série p é uma série da forma 
% 
k=l 


Essa série converge se . Essa série diverge se 


1. Use o Teorema 9.4.3 para encontrar a soma da série. 
a 1 4 WN/1 P IN. (1 p IN. 
2 4) Az e) O(A gj 
“(1 1 
b Deo 
D D(a ao 
2. Use o > Teorema 9.4.3 para encontrar a soma da série. 


7 Ee S 
P za “WEI (b) $ 7*3 DE 
k=1 


3-4 Em cada série p dada, identifique p e determine se a série 
converge. E 


oo 


“a 1 
3. (a) = (b) — (93 kl! 
3 k? ba ak 2 


k=l = 


(d) D 2/3 
k=1 


F 
Mei 
W 

a — 

a 
E, 
[= 
Rr 
a 
z|- 


4. (a) y kK (b) a 


5-6 Aplique o teste da divergência e escreva a conclusão obtida so- 
bre a série. E 


k? +k+3 
5: obeT 


o 1X% 
(b) Dhi) 


22 +1 f 
al 
(c) Soin (d) o 
k=1 k= á 
o; m 
é (1) Dz (db) 2 ink 
k=1 5 
o0 1 œ Nk 
(c) — (d) 
i Dr E 


7-8 Confirme ser aplicável o teste da integral e use-o para determi- 
nar se a série converge. E 


E 1 
O Litro 
k=1 


2.4 
de) Laa 
k=l 


Z k 
8. (a) Y — 
4 1+kk? 


9-24 Determine se a série converge. E 


7 1 
(b) — 
2 (4 + 2k)?/2 


9. E 10. 2 11. >D l 
mm k+6 — 5k = k+5 
| z 1 2 lnk 

12. — 13. —— — 
2 Ye > Ik=] 2 k 

15 p 16 Ser 17 5 TS * 

' In(k + 1) ' ' k 

k=1 = k=l 
o0 3 [ee] o 

18. ÉL 19. 3) E tsk a, © É 
kR +3 = 1+k e Skl 
a 1 Z 3 

21. k? sen? (1) 22. ke 


23. a 24. X` sech? k 
k=5 k=1 


25-26 Use o teste da integral para investigar a relação entre o valor 
de p e a convergência da série. E 


1 2 1 
25. SS 26. Dede 
2 k(In k)? e 2 k(ln k) [ln (In k)]? 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27. Suponha que a série È` ux convirja, e a série >) vy divirja. 
Mostre que as séries > (ux + vk) e > (ur — vg) ambas di- 
virjam. [Sugestão: Suponha que 3 (uy + vg) convirja e use 
o Teorema 9.4.3 para obter uma contradição.] 
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28. Obtenha exemplos para mostrar que se as séries Ju e 
>) vg divergem, então as séries > “(uk + vg) e D (uk — vg) 
podem convergir ou divergir. 


29-30 Use os resultados dos Exercícios 27 e 28, se necessário, para 
determinar se as séries convergem ou divergem. E 


T os q 7 E 1 1 
O DIG) +| O Dl" ra] 
k=1 


oo 
k=1 


z 1 1 Z 2 1 
0. E o = 
id > iu z] S Li + AA 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


31. Se >) uy convergir a L, então >'(1/u,) convergirá a 1/L. 


32. Se > au, convergir com alguma constante a, então }_ ux di- 
vergirá. 


33. O teste da integral pode ser usado para provar que uma série 
diverge. 


o 
. 1 . 
34. A série ) — é uma série p. 
k=1 


[5] 35. 


Use um CAS para confirmar que 
e 1 ne 

o 6 
=" $ k=1 


e, então, use esses resultados em cada parte para encontrar a 
soma das séries. 


2 3k =l 
OD E 
k=1 


“a - 1 
(b) = (c) — 
2o Dire 


36-40 O Exercício 36 irá mostrar como uma soma parcial pode 
ser usada para obter cotas superiores e inferiores da soma da série 
quando as hipóteses do teste da integral estiverem satisfeitas. Este 
resultado será necessário nos Exercícios 37 a 40. E 


36. (a) Seja 5: u uma série convergente de termos positivos, 
e seja f(x) uma função que é decrescente e contínua em 
[n, +2) e tal que uy = f(k) para k > n. Use um argumento 
envolvendo área e a figura a seguir para mostrar que 


+% > spaa 
fo)dx< Y` u a, fl) dx 


n+l k=n+1 


(b) Mostre que se S for a soma da série 3 ',., ur € Sn for a ené- 
sima soma parcial, então 


Jæ +o% 
s+ f f(x)dx < S < Sn + 
n+1 


JE n 


f(x)dx 


y> 


Figura Ex-36 


37. (a) Afirmou-se no Exercício 35 que 


38. 


39. 


k=1 
Mostre que se s, for a enésima soma parcial dessa série, 
então 
1 x 
< 
n+1 6 


Sn + 


< Sn H 


(b) Calcule exatamente s3 e, então, use o resultado da parte (a) 
para mostrar que 


(c) Use um recurso computacional para confirmar que as desi- 
gualdades da parte (b) estão corretas. 

(d) Obtenha cotas superiores e inferiores para o erro que re- 
sulta se a soma da série for aproximada pela décima soma 
parcial. 


Em cada parte, obtenha cotas superiores e inferiores do erro 
que resulta se a soma da série for aproximada pela décima 
soma parcial. 


z 1 Z j 2? k 
eo b Ea = 
O Ly OB ar Sa 


Foi afirmado no Exercício 35 que 


(a) Seja s, a enésima soma parcial da série dada acima. Mos- 
tre que 
R 1 n’ 1 
Sn < < 
3(n+1} 90 3n? 


(b) Podemos usar uma soma parcial da série para aproximar 
74/90 com precisão de três casas decimais delimitando a 
soma dessa série em um intervalo de comprimento 0,001 
(ou menor). Encontre o menor valor de n tal que o interva- 
lo contendo 774/90 na parte (a) tenha comprimento 0,001 
ou menos. 
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(c) Mostre que a soma do primeiro bilhão de termos da série é 
menor do que 22. 

(d) Obtenha um valor de n tal que a soma dos n primeiros ter- 
mos seja maior do que 100. 


Use um recurso gráfico computacional para confirmar que o 
teste da integral é aplicável à série ),., k2e-* e, então, deter- 


(c) Aproxime 74/90 com três casas decimais de precisão 
usando o ponto médio de um intervalo de comprimento 
de no máximo 0,001 que contenha a soma da série. Use [c]42. (a) 
um recurso computacional para confirmar que sua respos- 
ta está a menos de 0,0005 de 74/90. (b) 


mine se a série converge. 


Mostre que as hipóteses do teste da integral estão satisfei- 

tas pela série 3.4 1/(kê + 1). 

Use um CAS e o teste da integral para confirmar que a sé- 

rie converge. 

(c) Construa uma tabela de somas parciais com n = 10, 20, 
30,..., 100, mostrando pelo menos seis casas decimais. 

(d) Baseado em sua tabela, faça uma conjectura sobre a soma 

da série com uma precisão de três casas decimais. 

Use a parte (b) do Exercício 36 para verificar a sua 

conjectura. 


40. Mostramos na Seção 9.3 que a série harmônica }`%_; 1/k diver- 
ge. Nosso objetivo neste problema é demonstrar que, embora a 
soma parcial desta série tenda a +%, ela o faz muito lentamente. 
(a) Use a desigualdade (2) para mostrar que para n > 2 


In(n+D<s<l+lnn (e) 


(b) Use a desigualdade da parte (a) para encontrar cotas su- 
periores e inferiores para a soma do primeiro milhão de 
termos da série. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.4 


1 1 
3. da integral; —; diverge 4 —;p>1;0<p<1 


J KP 


1. lim ug 2. —2; 7 


ks +o 


9.5 TESTES DE COMPARAÇÃO, DA RAZÃO E DA RAIZ 


Nesta seção, desenvolveremos mais alguns testes básicos de convergência para séries com 
termos não negativos. Posteriormente, vamos usar alguns destes testes para estudar a 
convergência de séries de Taylor. 


E TESTE DA COMPARAÇÃO 


Vamos começar com um teste que é útil por si mesmo e também serve na construção de ou- 
tros testes de convergência importantes. A ideia subjacente a tal teste é usar o conhecimento 
da convergência ou da divergência de uma série para deduzir a convergência ou a divergência 
de outra série. 


9.5.1 TEOREMA (Teste da Comparação) Sejam $ `% ake Y z; br séries de termos 
não negativos e suponha que 


Não é essencial no Teorema 9.5.1 
que a condição ay < by seja válida 
com qualquer k, conforme enunciado; 
a conclusão do teorema permanece 
verdadeira mesmo que a condição 
somente seja válida a partir de um 
certo termo. 


n<b,a<b,a<ba,...,a<bp.. 


(a) Se a “série maior” Xb; convergir, então a “série menor” Day também convergirá. 


(b) Sea “série menor” Day divergir, então a “série maior” Xb, também divergirá. 


Vamos deixar a prova desse teorema para os exercícios; porém, é fácil visualizar por que o 
teorema é verdadeiro interpretando-se os termos das séries como áreas de retângulos (Figura 
9.5.1). O teste da comparação afirma que se a área total X` by for finita, então a área total $` ay 
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Em cada retângulo, a; denota a 
área de porção azul e b denota 


a área combinada das porções 
brancas e azuis. 


Figura 9.5.1 


também deverá ser finita; e se a área total 3” ay for infinita, então a área total J` by também 
deverá ser infinita. 


E USANDO OTESTE DA COMPARAÇÃO 


Há dois passos necessários para usar o teste da comparação na determinação da convergência 
de uma série 3 * ur com termos positivos: 


Passo 1 Faça uma conjectura sobre a convergência ou divergência da série 3* up. 


Passo 2 Encontre uma série que prove que a conjectura estará correta. Se a conjectu- 
ra foi divergência, precisamos encontrar uma série divergente cujos termos se- 
jam “menores” do que os termos correspondentes de 3" uy; se a conjectura foi 
convergência, precisamos encontrar uma série convergente cujos termos sejam 
“maiores” do que os termos correspondentes de 3” uz. 


Na maioria dos casos, a série 3” uz em consideração terá seu termo geral ug dado em 
forma de uma fração. Para ajudar no processo de conjecturar no primeiro passo, formulamos 
dois princípios baseados na forma do denominador de ug. Esses princípios, às vezes, sugerem 
se uma série é, provavelmente, convergente ou divergente. Vamos chamá-los de “princípios 
informais”, pois eles não pretendem ser teoremas formais. De fato, não iremos garantir que 
eles funcionem sempre. No entanto, funcionam o suficiente para serem úteis. 


9.5.2 PRINCÍPIO INFORMAL Termos constantes no denominador de up podem geral- 
mente ser eliminados sem afetar a convergência ou a divergência da série. 


9.5.3 PRINCÍPIO INFORMAL Se um polinômio em k aparecer como um fator no nume- 
rador ou denominador de us, todos os termos do polinômio, exceto o termo dominante, 
poderão geralmente ser descartados sem afetar a convergência ou a divergência da 
série. 


> Exemplo 1 Use o teste da comparação para determinar se as séries a seguir convergem 
ou divergem. 


= 1 = 1 
(a) = (b) SD T 
a dk — 1 2 2k2 +k 


Solução (a) De acordo com o Princípio 9.5.2, deve ser possível eliminar a constante no de- 
nominador sem afetar a convergência ou a divergência. Assim, a série dada, provavelmente, 
comporta-se como 


> 
a [vk (1) 
que é uma série p (p = 5 divergente. Desse modo, vamos conjecturar que a série dada diverge 


e tentar provar isso encontrando uma série divergente que seja “menor” do que a série dada. 
Entretanto, a própria série (1) dá conta do recado, pois 
1 1 
T> 


AI A 


Assim, provamos que a série dada diverge. 


sek=1,2,... 
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Solução (b) De acordo com o Princípio 9.5.3, deve ser possível eliminar todos os termos 
do polinômio, exceto o dominante, sem afetar a convergência ou a divergência. Assim, a sé- 
rie dada, provavelmente, comporta-se como 


1 1 
2h D 


k=1 k=1 


M: 
E 
a| mm 
N 


que converge, uma vez que é uma constante vezes uma série p convergente (p = 2). Desse 
modo, vamos conjecturar que a série dada converge e tentar provar isso encontrando uma sé- 
rie convergente que seja “maior” do que a série dada. Entretanto, a própria série (2) dá conta 
do recado, pois 


1 1 
< 
2k? +k — 2k? 


sek=1,2,... 


Assim, provamos que a série dada converge. < 


E TESTE DA COMPARAÇÃO NO LIMITE 


No último exemplo, os Princípios 9.5.2 e 9.5.3 forneceram a conjectura sobre a convergência 
e a divergência, bem como as séries necessárias à aplicação do teste da comparação. Infe- 
lizmente, encontrar a série exigida para comparação não é sempre tão direto, de modo que 
vamos considerar uma alternativa ao teste da comparação que é usualmente mais fácil de ser 
aplicada. A prova está dada no Apêndice D. 


9.5.4 TEOREMA (Teste da Comparação no Limite) Sejam} are > by séries de ter- 
mos positivos e suponha que 


Se p for finito e p > 0, então ambas as séries convergirão ou ambas as séries divergirão. 


Os casos em que p = 0 ou p = +% estão discutidos nos exercícios (Exercício 56). 

Para utilizar o teste da comparação no limite devemos novamente conjecturar sobre a 
convergência ou divergência de X` ay para, depois, encontrar uma série 5” by que prove a nos- 
sa conjectura. O exemplo a seguir ilustra esse princípio. 


> Exemplo 2 Use o teste da comparação no limite para determinar se as séries a seguir 
convergem ou divergem. 


ia 1 z 1 3k? — 2k? +4 
a EF TN b >—— C 
oba Opa OL per 


Solução (a) Como no Exemplo 1, o Princípio 9.5.2 sugere que a série, provavelmente, se 
comporte como a série p divergente (1). Para provar que a série dada diverge, vamos aplicar 
o teste da comparação no limite com 


Obtemos 


Como p é finito e positivo, tem-se a partir do Teorema 9.5.4 que a série dada diverge. 
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Solução (b) Como no Exemplo 1, o Princípio 9.5.3 sugere que a série, provavelmente, 
comporte-se como a série convergente (2). Para provar que a série dada converge, vamos 
aplicar o teste da comparação no limite com 


o 1 o 1 
“pk E aya 
Obtemos 
o a . 2k? . 2 
p= lim = lim = lim =1 
k> + by k> + 2k2 +k sd 


k 


Como p é finito e positivo, tem-se a partir do Teorema 9.5.4 que a série dada converge, o que 
está de acordo com a conclusão obtida no Exemplo 1 usando o teste da comparação. 


Solução (c) A partir do Princípio 9.5.3, é provável que a série se comporte como 
oo o 
3k? 3 
Do y 6) 
que converge, tendo em vista que é uma constante vezes uma série p convergente. Assim, é 


provável que a série dada convirja. Para provar isso, vamos aplicar o teste da comparação no 
limite à série (3) e à série dada. Obtemos 


3k? — 2k? +4 
Ti 3k” — 2k6 + 4kt 
p= lim k'k +2 o. lim is 1 
k4 


Como p é finito e positivo, tem-se a partir do Teorema 9.5.4 que a série dada converge, pois 
(3) converge. <4 


E TESTE DA RAZÃO 


Os testes da comparação e da comparação no limite dependem de fazer, primeiro, uma con- 
jectura sobre a convergência e, depois, de encontrar uma série apropriada para a comparação; 
ambas podem ser tarefas difíceis caso os Princípios 9.5.2 e 9.5.3 não possam ser aplicados. 
Em tais casos, o próximo teste pode frequentemente ser usado, uma vez que funciona exclu- 
sivamente com os termos da série dada — ele não requer uma conjectura inicial sobre conver- 
gência nem a descoberta de uma série de comparação. A sua prova está dada no Apêndice D. 


9.5.5 TEOREMA (Teste da Razão) Seja% up uma série de termos positivos e supo- 
nha que 


; Uk+1 
p= lim 
k>+o Up 


(a) Se p < 1, a série convergirá. 


(b) Se p > l ou p = +o, a série divergirá. 


(c) Se p= 1, a série poderá convergir ou divergir, de modo que deve ser tentado outro teste. 


> Exemplo 3 Cada uma das séries a seguir tem termos positivos, portanto, o teste da razão 
é aplicável. Em cada parte, use esse teste para determinar se as séries a seguir convergem ou 
divergem. 


1 2 k (2k)! 1 
DD O) Dz O OG O Ly 
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Solução (a) A série converge, pois 


o UM .  1/(k+1)! f k! 
p= lim = li = = lim =0<1 
k>+o Uk k+%  1/k! k>+ (k+1)! k>+ok+1 
Solução (b) A série converge, pois 
o UM o k+1 Žž% 1 . k+l 1 
p= lim = lim - = lim =-<1 
k>+o Uk k> + 2k+1 k 2 k>+% k F 
Solução (c) A série diverge, pois 
o um qui EADE klo o +D nº 
p= lim = >. — = lim = lim |1+-] =e>1 
k>+% up koto (k+1)! kk k>+o é k> +o 


Ver Fórmula (7) na 
Seção 1.3, no Volume 1 


Solução (d) A série diverge, pois 


. Uki o K+AD] 4 (2k+2)! 1 
p= lim — = 1 . = ET E 
k>+% Up koto 4H (2k)! k>+% (2k)! 4 
e (k +2) (2k +k)! 1) 1. o 
= tim ( (2k)! l 5) E dp AS = 


Solução (e) O teste da razão não ajuda, pois 
UM 1 2k-1 . 2k-1 
p= lim = lim . = lm — = 1 
k>+% uk k>+% 2(k+1)—1 1 k>+2 2k + 1 


No entanto, o teste da integral prova que a série diverge, pois 
b 


te d “d 1 
J E lim J * = jim -hür D| =F 
1 2x—1 boto), 2x— 10 b5+02 | 
Ambos os testes de comparação e de comparação no limite também teriam funcionado aqui 
(verifique). < 


E TESTE DA RAIZ 

Nos casos em que for difícil ou inconveniente encontrar o limite requerido pelo teste da ra- 
zão, o próximo teste é, às vezes, útil. Como a sua prova é análoga àquela do teste da razão, 
iremos omiti-la. 


9.5.6 TEOREMA (Teste da Raiz) Seja > up uma série de termos positivos e supo- 
nha que 


= lim Yup = lim (ut 
p= um yur „5m (uk) 


(a) Se p < 1, a série convergirá. 


(b) Se p > l ou p = +o, a série divergirá. 


(c) Se p= 1, a série poderá convergir ou divergir, de modo que deve ser tentado outro teste. 


> Exemplo 4 Use @o teste da raiz para determinar se as séries convergem ou divergem. 


Easy Z 1 
(a) 2 (aF ) (5) 2 (In(k + 1) 
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Solução (a) A série diverge, pois 


4k — 5 
p= lim (ut = lim — =2>1 
k> + k>+o 2k + 1 
Solução (b) A série converge, pois 
= 1 ut = lim =0<l«4 
ge o aa n EE 
"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.5 (Ver página 637 para respostas.) 
1-4 Na primeira lacuna, escolha entre converge ou diverge. IB 3. Como 
1. A série (k + DI/31] k+1 
lim Fi/3 im E too 
S 2k? + 1 k—> +% i k> +% 
= 2k83 — 1 a série > 7.4 k!/3* pelo teste 
por comparação com a série p dada por 5“, Ap omp 
1/k 
2. Como ; 1 
n (pa) = mgpa’ 
1X3 
k 1 3/3k+1 (1 T :) 1 
i (k + 1) = fin kj _1 a série Sp, 1/kK* pelo teste 
k> +% k3 /3k k> +o 3 3 
a série $z; k°/3% pelo teste 
EXERCÍCIOS 9.5 
; RER En - 1 - 1 
1-2 Faça uma conjectura sobre a convergência ou a divergência da 9. r E 10. E» E 
série e confirme-a usando o teste da comparação. IB = V8k? — 3k k=1 Qk +3) 


1. (a) —— (b) 
DE: Aa 
2 k41 = 2 

E CDI = DD rar 
k=2 =] 


3. Em cada parte, use o teste da comparação para mostrar que a 
série converge. 
nº k 
! 


2 1 2 5se 
=a b 
O Drs es : 


4. Em cada parte, use o teste da comparação para mostrar que a 
série diverge. 


Z Ink E k 
ODD e (b) 35 si 
k=1 k=1 2 


5-10 Use o teste da comparação no limite para determinar se a série 
converge. E 


o 


2 

5. = o 2k +6 
SE Ekg A 

7. 8. 
LFF 


k(k +3) 
(k + Dk +2(k +5 


11-16 Use o teste da razão para determinar se a série converge. Se 
o teste for inconclusivo, aponte isso. E 


2 k 
1 T 


17-20 Use o teste da raiz para determinar se a série converge. Se o 
teste for inconclusivo, aponte isso. EH 


a (3k 424 2 / kN 
17. aoo 18. E o) 


19. Dá 20. 3a — e 
= k=1 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


21. O teste da comparação no limite decide sobre a convergência 
usando um limite do quociente de dois termos consecutivos da 
série. 


22. Se lim, po(uk+1/U%) = 5, então } uy divergirá. 


23. 
24. 


Se lim» + (up) = 5, então Jus convergirá. 


O teste da raiz decide sobre a convergência usando um limite 
da raiz k-ésima dos termos da sequência de somas parciais da 
série. 


25-49 Use qualquer método para determinar se a série converge. E 


28. 


31. 


33. 


35. 


37. 


40. 


43. 


46. 


49. 


50. 


== 26 pr 27 = 
ds k! E 2k+1 , ne 

+ k!10 as o 2 k 
2 7 29. mr k 30. Lpi 
+ vk 2 4 

X pqi DT: 

Z 1 Z 24(-1} 

» NV kk + 1) i 2 5k 


3 2+Vk 36. pe 


= 
— (k+1} -1 = 
Z 1 “kl! + Ink 
X 38. > = 39. o 
k k 

k= 1+ vk k=1 k pl * 

k! 2 k+4! dd 

Ee 41. 2 

ele 2 4!k!4k 2 (1 i) 


DE 

k= 

E 1 2 klnk E arc tg k 
Dra Se 45. X 


k 
48. 3 [z(k + 1)] 


kk+! 
k=1 


(k)? 
47. 
= 2 (2%)! 


Ink 
Ly 


k= 


Com quais valores positivos de a a série 37. (0º*/kº) conver- 
ge? 


51-52 Encontre o termo geral da série e use o teste da razão para 
mostrar que a série converge. EH 


51. 


pad A 
"Eea Tegs 


1:2-34 
EE 


52. 


53. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


54. 


55. (a) 
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1 1.3 1.3.5 1.3.5.7 
ü 3! i 5! t 7! Es 


Mostre que In x < „/x se x > 0 e use este resultado para inves- 
tigar a convergência de 


Z Ink | 
RD b E 
(a) 2 (b) 2 TF 


(a) Faça uma conjectura sobre a convergência da série 
$; sen (7/k) considerando a aproximação linear lo- 
cal de sen x em x =0. 

(b) Tente confirmar sua conjectura usando o teste da com- 
paração dos limites. 


Veremos adiante que o polinômio 1 — x?/2 é a aproxi- 
mação “quadrática local” de cos x em x = 0. Faça uma 
conjectura sobre a convergência da série 


et e+(5) 


considerando essa aproximação. 
(b) Tente confirmar a sua conjectura usando o teste da 
comparação no limite. 


56. 


57. 


58. 


59. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.5 


1. diverge; 1/K/º 


2. converge: da razão 


3. diverge; da razão 


Sejam 3" ar e >) by séries de termos positivos. Prove: 

(a) Se limp po(ar/bo) = 0 e >) by convergir, então $` ag 
convergirá. 

(b) Se limx>+-(ak/br) = +% e J` bp divergir, então Da 
divergirá. 


Use o Teorema 9.4.6 para provar o teste da comparação (Teo- 
rema 9.5.1). 


Texto O que o teste da razão diz a respeito da convergência 
de uma série geométrica? Discuta as semelhanças entre uma 
série geométrica e as séries às quais podemos aplicar o teste da 
razão. 


Texto Dada uma série infinita, discuta uma estratégia para 
decidir qual teste de convergência deveria ser usado. 


4. converge; da raiz 
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9.6 SÉRIES ALTERNADAS; CONVERGÊNCIA ABSOLUTA E CONDICIONAL 


< As —>| 
> «e 
— 
0 S3 S4 Ss S3 s =4 


Figura 9.6.1 


Não é essencial que a condição (a) 
do Teorema 9.6.1 seja válida com 
todos os termos; uma série alterna- 
da irá convergir se a condição (b) for 
verdadeira e se a condição (a) for ver- 
dadeira apenas a partir de um certo 
termo. 


Até agora, focalizamos exclusivamente séries de termos não negativos. Nesta seção, 
discutiremos séries que contêm termos tanto positivos quanto negativos. 


E SÉRIES ALTERNADAS 


As séries cujos termos se alternam entre positivo e negativo são chamadas de séries alterna- 
das e são de importância especial. Alguns exemplos são 


z 1 1 1 1 1 
pt = 
2 ) k 213 4'5 


— ko 2 3'4 5. 


Em geral, uma série alternada tem uma das seguintes formas: 


oo 


Dna, = 1 — a, + as — qq + (1) 
k=1 
> Dt =-a +a —-a+a — (2) 
k=1 


onde todos os ay são positivos, em ambos casos. 
O teorema a seguir é um resultado-chave sobre a convergência de séries alternadas. 


9.6.1 TEOREMA (Teste da Série Alternada) Uma série alternada da forma (1) ou da 
forma (2) converge se as duas condições a seguir estiverem satisfeitas: 


(a) g>20>02>:>a>: 


(b) lim a, =0 
k> +% 


DEMONSTRAÇÃO Vamos considerar somente séries alternadas da forma (1). A ideia da pro- 
va é mostrar que se as condições (a) e (b) forem verificadas, então as sequências das somas 
parciais de índice par e ímpar convergem para um limite comum S. Decorre, então, do Teo- 
rema 9.1.4, que a sequência das somas parciais converge para S. 

A Figura 9.6.1 mostra como sucessivas somas parciais satisfazendo as condições (a) 
e (b) aparecem quando plotadas sobre um eixo horizontal. As somas parciais de índice par 


S2, S4, S6, S8, + + -3 S2m + 
formam uma sequência crescente limitada superiormente por a, e as somas parciais de 
índice ímpar 

S1, S3, S5, = Jo » S2n— 1» ii 


formam uma sequência decrescente limitada inferiormente por 0. Assim, pelos Teoremas 
9.2.3 e 9.2.4, as somas parciais de índice par convergem para algum limite Sg, e as somas par- 
ciais de índice ímpar convergem para algum limite Sọ. Para completar a prova, precisamos 


Se uma série alternada violar a con- 
dição (b) do teste da série alternada, 
então a série deve divergir pelo teste 
da divergência (Teorema 9.4.1) 


A série na parte (a) do Exemplo 1 é 
chamada de série harmônica alter- 
nada. Observe que essa série conver- 
ge, enquanto que a série harmônica 
diverge. 
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mostrar que Sg = So. Contudo, o (2n)-ésimo termo da série é — a», , l0gO 82h — S2n-1 = —a2n, 
o que pode ser escrito como 


S2n-1 = S2n + A2n 
Porém, 2n > +% e 2n — | — +% quando n — +, portanto 


So = lim sm = lim (s2n + am) = Sg +0 = Sg 


n> +% 


o que completa a demonstração. E 


> Exemplo 1 Use o teste da série alternada para mostrar a convergência das séries seguintes. 


Z = k11 Z A k+3 
(a) 2 De 2 DE) 


Solução (a) As duas condições do teste da série alternada estão satisfeitas, pois 


1 1 
ak = — > — = aky É 


=0 
k k+l! 


f m l 
lim ag = lim — 
k> +% k> +% k 


Solução (b) As duas condições do teste da série alternada estão satisfeitas, pois 


ak+1 k+4 k(k + 1) k? + 4k k? + 4k 1 
— . = — < 
ak K+DK+D k+3 k? +5k+6 (kK? +4k)+(k+6) 
logo 
ak > du 
e 
1 4 3 
k+3 + "a 
lim ag = lim oo o im k KR ga 
k> +% k> + k(k + 1) k> +% 1 


1+- 


E APROXIMANDO AS SOMAS DE SÉRIES ALTERNADAS 


O teorema a seguir trata do erro que resulta quando a soma de uma série alternada for apro- 
ximada por uma soma parcial. 


9.6.2 TEOREMA Se uma série alternada satisfizer as hipóteses do teste da série alter- 
nada, e se S for a soma da série, então: 
(a) S está entre duas somas parciais sucessivas; isto é, 

Sn < S < Sn+1 ou Sn+1 < S < Sn 


dependendo de qual soma parcial for maior. 


(b) Se S for aproximada por s,, então o erro absoluto |S — s,| satisfaz 


|S — sil < Qu 


Além disso, o sinal do erro S — s, é igual ao do coeficiente de any. 
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ed > 
S3 s, S Ss S3 s] 
Figura 9.6.2 
OBSERVAÇÃO 
AY 
1 ho 
08H ° o E na 
n2 -ae atsuiatstes 
, e 
0,4 
(J 
0,2 A 
p Ctepocen 
5 coca 
-0,2 H e 
-0,4 feng} 
e 
-0,6 


Gráfico da sequência dos termos 
e das enésimas somas parciais 
da série harmônica alternada. 


Figura 9.6.3 


DEMONSTRAÇÃO Vamos provar o teorema para séries da forma (1). De acordo com a Figura 
9.6.2 e lembrando da nossa observação na prova do Teorema 9.6.1 de que as somas parciais 
de índice ímpar formam uma sequência decrescente, convergente para S, e as somas parciais 
de índice par formam uma sequência crescente, convergente para S, vemos que as somas par- 
ciais sucessivas oscilam de um lado para outro de S em passos cada vez menores, sendo que 
as somas parciais de índice ímpar são maiores do que S e as de índice par, menores do que S. 
Assim, dependendo de n ser par ou ímpar, temos 


Sn E S < Sny OU Sni S S < Sn 
o que prova (3). Além disso, em qualquer caso, temos 


IS = Sal s [Sn = Snl (5) 


No entanto, s,,, — S, = a, (o sinal depende de n ser par ou ímpar). Desse modo tem-se, a 
partir de (5), que |S — s | < a, ,, O que prova (4). Finalmente, como as somas parciais de índi- 
ce ímpar são maiores do que S e as de índice par são menores, tem-se que S — s tem o mesmo 
sinal que o coeficiente de a, ,, (verifique). E 


Em palavras, a desigualdade (4) garante que, para uma série que satisfaz as hipóteses do teste da série alter- 
nada, a magnitude do erro que resulta ao aproximar § por s, é menor do que o primeiro termo não incluído na 
soma parcial. Observe também que, sea, > q) >- > ay >-- -, então a desigualdade (4) pode ser reforçada 
para IS — Snl < An. 


> Exemplo 2 Vamos mostrar, mais adiante neste capítulo, que a soma da série harmônica 
alternada é: 


sd a = pastas 
n — Few = == fiet 
2'3 4 k 


Isso está ilustrado na Figura 9.6.3. 


(a) Aceitando isso como verdadeiro, encontre uma cota superior da magnitude do erro que 
resulta se In 2 for aproximado pela soma dos oito primeiros termos da série. 


(b) Encontre uma soma parcial que aproxime In 2 com uma casa decimal de precisão (até o 
décimo mais próximo). 


Solução (a) Tem-se a partir da versão reforçada de (4) que 
{ 
in s| < =g OA (6) 


Como verificação, vamos calcular exatamente sg. Obtemos 


E E 
Sg = — 
$ 2'3 4 5 6 7 8 3840 


Assim, com a ajuda de uma calculadora 


3 
In2 — a = 0,059 


hinl 
Age 840 


Isso mostra que o erro está bem abaixo da estimativa fornecida pela cota superior (6). 
Solução (b) Para uma precisão de uma casa decimal, precisamos escolher um valor de n tal 
que |In 2 — s„| < 0,05. Porém, tem-se a partir da versão reforçada de (4) que 

In 2 — sil < am 


logo, basta escolher n tal que a„+ı < 0,05. 


Conforme ilustra o Exemplo 2, a sé- 
rie harmônica alternada não fornece 
uma maneira eficiente de aproximar 
In 2, uma vez que é necessário fazer 
muitas contas para obter uma preci- 
são razoável. Posteriormente, desen- 
volveremos maneiras melhores para 
aproximar logaritmos. 
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Uma maneira de encontrar n é usar um recurso computacional para obter valores numé- 
ricos para a1 , à», a3 „.. até encontrar o primeiro valor que seja menor do que ou igual a 0,05. 
Se você fizer isso, irá encontrar que ele é a2ọ = 0,05; isso nos mostra que a soma parcial s19 
fornecerá a precisão desejada. Outra maneira para encontrar n é resolver a desigualdade 


< 0,05 
n+1 

algebricamente. Podemos fazer isso tomando os recíprocos, revertendo o sentido da desigual- 
dade e, então, simplificando para obter n > 19. Assim, s19 irá fornecer a precisão desejada, o 
que está de acordo com o resultado anterior. 

Com a ajuda de um recurso computacional, o valor de s19 é aproximadamente s19 = 0,7, 
e o valor de In 2 obtido diretamente é In 2 = 0,69, que coincide com s19 quando arredondado 
para uma casa decimal. < 


E CONVERGÊNCIA ABSOLUTA 
A série 


24 2. 2 


não se ajusta a nenhuma das categorias estudadas até aqui — há uma mistura de sinais, mas 
ela não é alternada. Desenvolveremos alguns testes de convergência que podem ser aplica- 
dos a tais séries. 


9.6.3 DEFINIÇÃO Dizemos que uma série 
Do 


Xusu tut ++ 
k=1 


converge absolutamente se a série dos valores absolutos 


XO jux] = juil + Jua) + H lul H 
k=1 


convergir, e dizemos que diverge absolutamente se a série de valores absolutos divergir. 


> Exemplo 3 Determine se as seguintes séries convergem absolutamente. 


(a) 1 ! ap + (b) 1 Ea: = 
a sas 
2 2 


Solução (a) A série de valores absolutos é a série geométrica convergente 


1 De a 
2 DP PB ROD 


assim a dada série converge absolutamente. 


Solução (b) A série de valores absolutos é a série harmônica divergente 


assim a dada série diverge absolutamente. < 
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É importante distinguir entre as noções de convergência e de convergência absoluta. 
Por exemplo, a série da parte (b) do Exemplo 3 converge, uma vez que é a série harmônica al- 
ternada; no entanto, demonstramos que ela não converge absolutamente. Contudo, o teorema 
a seguir mostra que se uma série convergir absolutamente, então ela convergirá. 


9.6.4 TEOREMA Sea série 


O Teorema 9.6.4 fornece uma ma- 


oo 
neira de deduzir a convergência de > jug| = [ui] + jua] +- + lukl + 
uma série com termos positivos e ne- 


k=1 
gativos, a partir da convergência de 
uma série de termos não negativos (a convergir, então a série 
série dos valores absolutos). Isso é o 
importante, pois a maioria dos testes > ug =U; +u +: +H uk +.: 


de convergência que apresentamos 
aplica-se somente a séries de termos 
não negativos. também convergirá. 


k=1 


DEMONSTRAÇÃO Vamos escrever a série ` ug como 


X u => Gu + (url) — lux] (7) 
k=1 k=1 


Estamos supondo que 3” |4;| converge, logo se pudermos mostrar que ` (ug + |ux.|) con- 
verge, então irá seguir de (7) e do Teorema 9.4.3(a) que 3" ux converge. Ocorre que o 
valor de ug + |u| é O ou 2Ju;|, dependendo do sinal de ug. Assim, em todos os casos, é 
verdadeiro que 


O < ug + ul <2lul 


Contudo, ` 2/uy.| converge, uma vez que é uma constante vezes a série convergente 3º Juz|; 


ira logo, X` (ux + l|u,|) converge pelo teste da comparação. Wi 
0,8 H 
SOT º Es) E rj 1 
04 L E or Aro > Exemplo 4 Mostre que as séries a seguir convergem. 
0,2 H s 5 
e| n 1 1 1 1 1 1 cos k 
2 4 SA (a) 1 zta ta 5 E ODD 2 
-02 L 2 2 2 2 2 2 k 
, ê k=1 
dE {u} a E e a 
-06L ° Solução (a) Observe que isso não é uma série alternada, pois os sinais se alternam aos 
(a) pares após o primeiro termo. Assim, não temos nenhum teste de convergência que possa ser 
a . . 2 
aplicado diretamente. No entanto, mostramos no Exemplo 3(a) que a série converge absolu- 
Ay tamente; logo, o Teorema 9.6.4 implica que ela converge (Figura 9.6.4). 
1L 
0,8 L Solução (b) Com a ajuda de um recurso computacional, podemos verificar que o sinal dos 
06 é termos nesta série varia irregularmente. Assim, vamos testar a convergência absoluta. A série 
04 œ {sn} dos valores absolutos é 
“099000 
0,2 É o 
| A q cos k 
° o 6 8 10 > 2 
-0,2 |- = k 
—0,4 — u P 
0.6 L (u) Porém, 
(b) cos k 1 
k? |7 k 
Gráficos das sequências de 
termos e das enésimas somas No entanto, 5) 1/k? é uma série p convergente (p = 2), de modo que a série dos valores abso- 


arciais da série do Exemplo 4. 5 a 
É P lutos converge pelo teste da comparação. Dessa forma, a série dada converge absolutamente 


Figura 9.6.4 e, portanto, converge (Figura 9.6.4b). < 
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E CONVERGÊNCIA CONDICIONAL 

Embora o Teorema 9.6.4 seja uma ferramenta útil para séries que convergem absolutamente, 
ele não fornece informação sobre a convergência ou a divergência de uma série que diverge 
absolutamente. Por exemplo, considere as duas séries 


1 1 1 
1 | Essas pl go. 
Ze “Bu. vd PIU k (8) 
i 1 1 1 1 (9) 
2 3 4 k 


Ambas as séries divergem absolutamente, pois em cada caso a série dos valores absolutos é 
a série harmônica divergente 


fi a nbai ud 
2 3 k 


Contudo, a série (8) converge, por ser a série harmônica alternada, e a série (9) diverge, 
pois é uma constante vezes a série harmônica divergente. Como terminologia, dizemos 
que uma série que converge, mas diverge absolutamente, é uma série que converge con- 
dicionalmente (ou é condicionalmente convergente). Assim, (8) é uma série condicio- 
nalmente convergente. 


> Exemplo 5 No Exemplo 1(b), usamos o teste da série alternada para mostrar que a série 
Dem pet d+3 
k(k + 1) 
converge. Determine se essa série converge absoluta ou condicionalmente. 


Solução Testamos a série para a convergência absoluta examinando a série dos valores 
absolutos: 


o0 


D 


k=1 


(o 


k+3 k+3 
=L 


Eho nens 
kk+D| GG kk+1) 


O Princípio 9.5.3 sugere que a série dos valores absolutos deveria se comportar como a série 
p divergente com p = 1. Para provar que a série dos valores absolutos diverge, aplicamos o 
teste da comparação no limite com 


k+3 1 
= = = — 
"O kkt) kk 
Obtemos 
k(k+3 k+3 
eins mm Cu Si 


koto bgy koto k(K+D k>+»k+l1 


Como p é finito e positivo, segue do teste da comparação no limite que a série dos valores 
absolutos diverge. Assim, a série original converge e também diverge absolutamente, ou seja, 
é condicionalmente convergente. <€ 


E TESTE DA RAZÃO PARA A CONVERGÊNCIA ABSOLUTA 


Embora geralmente não possa ser inferida a convergência ou a divergência de uma série a 
partir de sua divergência absoluta, a variante do teste da razão a seguir nos fornece uma ma- 
neira de deduzir a divergência a partir da divergência absoluta em certas situações. Omitire- 
mos a prova. 
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9.6.5 TEOREMA (Teste da Razão para a Convergência Absoluta) Seja > up uma 
série de termos não nulos e suponha que 


lu] 
p= lim —— 
k> + [uy] 


(a) Se p < 1, então a série X ux convergirá absolutamente e, portanto, convergirá. 


(b) Sep > 1 ou se p= +, então a série > up divergirá. 


(c) Se p = 1, nenhuma conclusão sobre a convergência ou a convergência absoluta 
pode ser tirada desse teste. 


> Exemplo 6 VUseo teste da razão para a convergência absoluta para determinar se a série 
converge. 


ä 2k 2 2k- 1)! 
k k 
(a) Den T O Ned —— 


Solução (a) Tomando o valor absoluto do termo geral ug, obtemos 


Žž] 2% 
jug] = (—1) mT 
Assim, 
2k+l k 2 
nes pi m e a qc ai 
ko + [up] k>+o (k+1)! 2k k>+ok+1 


o que implica que a série converge absolutamente e, portanto, converge. 
Solução (b) Tomando o valor absoluto do termo geral ug, obtemos 


Qk-1)!] Qk-D! 
zo | g 


luk| = k 1) 


Assim, 
lug] . [B+] 1] 34 
lim - 
k5 + [uz k> +o 3k+1 (2k — 1)! 
? 1 Qk+4 0! 1 
m . = 
k>+»3 (2k—1! 3 


lim (2K) (2k + 1) = +o 
k > +% 


o que implica que a série diverge. < 


E RESUMO DOSTESTES DE CONVERGÊNCIA 

Concluímos esta seção com um resumo dos testes de convergência que pode ser consultado 
como referência. A habilidade de escolher um teste adequado é desenvolvida com muita práti- 
ca. Algumas vezes, um teste pode ser inconclusivo, quando então precisamos tentar outro teste. 
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Resumo dos Testes de Convergência 


NOME 


AFIRMAÇÃO 


COMENTÁRIO 


Teste da Divergência 
(9.4.1) 


Se lim u, + 0, então u, diverge. 
k—> +20 i 2 k 8 


Se lim u,= O, então u; pode ou não 
k>5+o0 k 2 kP 


convergir. 


Teste da Integral 
(9.4.4) 


Seja 2 u, uma série com termos positivos. Se f for uma 
função decrescente e contínua num intervalo [a, +20) e tal 
que ur = f(k) em cada k > a, então 


oo +00 
X u, e I fŒ) dx 
k=1 a 


ambas convergirão ou ambas divergirão. 


Este teste aplica-se apenas a séries de 
termos positivos. 


Tente este teste quando f(x) for fácil de 
integrar. 


Teste da Comparação 
(9.5.1) 


e oo oo PR di é 
Sejam D rike > or b, séries de termos não negativos 
e suponha que 


a < bi, a < b2,.. 


Se >» by convergir, então >D ay convergirá e se D ak 
divergir, então ` by divergirá. 


Ss M<br,... 


Este teste aplica-se apenas a séries de 
termos não negativos. 


Tente este teste em último caso; outros 
testes são frequentemente mais fáceis de 
aplicar. 


Teste da Comparação 
no Limite 
(9.5.4) 


Sejam 5 age D b; séries de termos positivos e seja 


Se 0 < p < +%, então ambas as séries convergirão ou 
ambas divergirão. 


Isto é mais fácil de se aplicar do que o teste 
de comparação, mas ainda requer alguma 
habilidade na escolha da série b, para 
comparação. 


Teste da Razão 


Seja e, u, uma série de termos positivos e suponha que 


ou 
p= lim + 
ko+0 Uk 


Tente este teste quando uz envolver 


(9.5.5) sds cs o< 1 fatoriais ou potências k-ésimas. 

(b) A série diverge se p > 1 ou p = +o. 

(c) O teste é inconclusivo se p = 1. 

Seja E» uz uma série de termos positivos e suponha que 

; k 
p= lim Vu 

Teste da Raiz ko +00 Nu Tente este teste quando ug envolver 
(9.5.6) potências k-ésimas 


(a) A série converge se p < 1. 
(b) A série diverge se p > 1 ou p = +0. 
(c) O teste é inconclusivo se p = 1. 


Teste da Série Alternada 
(9.6.1) 


Se a > 0 com k = 1, 2, 3, . . . , então as séries 
&i -a taz -aqt +: 
aı + a — as + 44 


convergirão se as seguintes condições forem satifeitas: 
(a) z20>a3>... 
(b) lim a,=0 

k5+00 


Este teste aplica-se apenas a séries 
alternadas. 


Teste da Razão para a 
Convergência Absoluta 
(9.6.5) 


Seja > u, uma série com termos não nulos e suponha que 


ug 
= lim | kal 
k+% |u| 


(a) A série converge absolutamente se p < 1. 
(b) A série diverge se p > 1 ou p = +00. 
(c) O teste é inconclusivo se p = 1. 


A série não necessita ter termos positivos 
e não precisa ser alternada para usar este 
teste. 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.6 (Ver página 648 para respostas.) 


1. O que caracteriza uma série alternada? 


2. (a) A série 


(— 1 + 
2 
e 
converge pelo teste da série alternada pois e 


[o o] 9 
(D+ (HH 
S = > o De e Sg = gp 
então |S — so] < 


3. Classifique cada sequência como condicionalmente conver- 
gente, absolutamente convergente ou divergente. 


EXERCÍCIOS 9.6 [E] CAS 


— 1 
pel 
(a) 2 pe 


p 3k — 
o Lo a a 


q A 
(c) Di 1) ms: o 


z 1 
(d) > | k+1 
A i Ma 


4. Sabendo que 


(k+ 1)4/44+! 
lim = lim = 
k> +% k4/4k k— +% 4 4 


classifique a série Dre (— RS [48 como condicionalmente 
convergente, absolutamente convergente ou divergente. 


1-2 Mostre que a série converge confirmando que satisfaz as hipó- 
teses do teste da série alternada (Teorema 9.6.1). E 


Do 2. Een 
k=1 k=1 


3-6 Determine se a série alternada converge e justifique sua 
resposta. W 


3. ep Cina 


(— 7 


k+1 
4. pio 
3k+1 He ELI 


` - Ink 
5. Donte 6. per 
k=1 k=3 


7-12 Use o teste da razão para a convergência absoluta (Teorema 
9.6.5) para determinar se a série converge ou diverge. Se o teste for 
inconclusivo, aponte isso. EH 


9. — pH 10. =P 
24 a 2 Va 
P " j 
11. ape 12. Sjaan 
2 Jin A a 


13-28 Classifique a série como absolutamente convergente, condi- 
cionalmente convergente ou divergente. EH 


id GH fá Epe (— aid 
13. a E 14. Lr SoG 


k=1 


Po ( qk+ k 
16. ( a v. cos kr 18. (—1)“ Ink 
k=1 k k=1 k k=3 k 
$ k+2 a ( Dk? 
19. =p So 20. 
24 ) k(k + 3) 2, k +1 
- k E k 
21. X` sen Z 2. 5 a 
k=1 2 k=1 
+ (Dn L (=D 
23. 24. c 
= klnk È v k(k +1) 
Z 1 * kcoskm 
25. (-=2) 26. X` ESA 
k=2 E k=1 F 
Em (HI E 
27. 28. +3 
(2k — 1)! $ Do D k +1 +1 


29-32 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. 


29. Uma série alternada é uma série cujos termos alternam entre 
par e ímpar. 


30. Se uma série satisfizer as hipóteses do teste da série alternada, 
então a sequência das somas parciais da série oscilará entre 
estimativas por excesso e por falta da soma da série. 


31. Se uma série convergir, então ela convergirá absoluta ou con- 
dicionalmente. 


32. Se (u +)? convergir, então >) uy convergirá absolutamente. 


33-36 Cada série satisfaz as hipóteses do teste da série alternada. Com 
o valor dado de n, determine uma cota superior no erro absoluto que re- 
sulta se a soma da série for aproximada pela enésima soma parcial. E 


+ 2 (pt 
( z n27 34. ( E :n=5 
k=1 k=1 i 


8 


(—D] 
Dq Dag) PO 


37-40 Cada série satisfaz as hipóteses do teste da série alternada. 
Determine um valor de n com o qual a enésima soma parcial garan- 
tidamente aproxima a soma da série com a precisão explicitada. E 


o 


(D+ 
37. >D A lerro| < 0,0001 


(D+ 
38. X : lerro} < 0,00001 


CDH e 
39. ; duas casas decimais 


Et EDH 
40. >» ——— >»: uma casa decimal 
= (k + DIn(k + 1) 


41-42 Encontre uma cota superior do erro absoluto que resulta se 
s10 for usada para aproximar a soma da série geométrica dada. Cal- 
cule s19 arredondado em quatro casas decimais e compare esse valor 
com a soma exata da série. E 

3 3 3 3 2 4 8 


À ADE = bos dies 
4 8'16 32 to 


43-46 Cada série satisfaz as hipóteses do teste da série alternada. 
Aproxime a soma da série até duas casas decimais de precisão. E 


1 1 1 1 1 1 
die tan bite 
1 1 1 1 
45. H 
L2 2283.24.20 
1 1 1 1 
46. ' zz 
44.1 3544.3 5544.5 P447" 


ENFOCANDO CONCEITOS 


[c] 47. A proposta deste exercício é mostrar que a estimativa de 
erro na parte (b) do Teorema 9.6.2 pode ser demasiadamen- 
te conservadora em certos casos. 

(a) Use um CAS para confirmar que 


(b) Use um CAS para mostrar que |(7/4) — s25| < 1072. 

(c) De acordo com a estimativa de erro na parte (b) do 
Teorema 9.6.2, qual o valor de n que é requerido para 
assegurar que (7/4) — sul < 1022 
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48. Prove que se 3" ay convergir absolutamente, então a série 
o) Ee 
> aj convergirá. 


49. (a) Obtenha exemplos que mostrem que se ` ag conver- 
gir, então >) az poderá divergir ou convergir. 

(b) Obtenha exemplos que mostrem que se 3” a? conver- 
gir, então > ay poderá divergir ou convergir. 


50. Seja >) uy uma série e defina as séries >' pre >) qx tais que 


_ juk, uk>0 E 0, up >0 
Pk = O, u,<0 Ik = —uük, up<0 
(a) Mostre que ` ug converge absolutamente se, e só se, 
X pre} qr convergem. 


(b) Mostre que se uma das séries 5) pr ou >: qg convergir e a 
outra divergir, então > uy divergirá. 

(c) Mostre que se ` ug convergir condicionalmente, então 
ambas, ` pre >) qg, divergem. 


51. Pode-se provar que os termos de qualquer série condicional- 
mente convergente podem ser rearranjados para dar ou uma 
série divergente ou uma série condicionalmente convergente, 
cuja soma é qualquer número dado S. Por exemplo, afirmou-se 
no Exemplo 2 que 


1 1 
hn2=1 fa 
E 273 


Mostre que podemos rearranjar essa série de tal maneira que a 
al 
soma seja 5 In 2 reescrevendo-a como 


1 1 1 1 1 1 1 1 
1 F H peis 

2 4 3 6 8 5 10 12 
[Sugestão: Some os dois primeiros termos em cada par de pa- 
rênteses.] 


52-54 O Exercício 51 ilustra que uma das sutilezas da convergência 
“condicional” é que a soma de uma série condicionalmente conver- 
gente depende da ordem em que os termos são somados. No entan- 
to, séries absolutamente convergentes são mais previsíveis. Pode 
ser provado que qualquer série que for construída a partir do rear- 
ranjo dos termos de uma série absolutamente convergente também 
será absolutamente convergente e terá a mesma soma que a série 
original. Use esse fato junto com as partes (a) e (b) do Teorema 
9.4.3 nestes exercícios. E 


52. Afirmou-se no Exercício 35 da Seção 9.4 que 


E T E 
8 2 2 P 
53. Use a série para 7?/6 dada no exercício precedente para mos- 
trar que 
m 1 1l 1 
=1 + + 
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54. Afirmou-se no Exercício 35 da Seção 9.4 que Determine se essa série converge e use-a como um exemplo 
a 1 1 1 em uma discussão sobre a importância das hipóteses (a) e (b) 
%0 1+ 24 + 34 + y E do teste da série alternada (Teorema 9.6.1). 


56. Texto Discuta as maneiras pelas quais a convergência condi- 

cional é “condicional”. Em particular, descreva como podería- 
nm 1 1 1 mos rearranjar os termos de uma série 3” ug condicionalmente 
9% E r convergente de tal forma que a série resultante fosse divergen- 
tea +% ou a —o. [ Sugestão: Veja o Exercício 50.] 


Use isso para mostrar que 


1 2 1 2 1 2 1 
1 + | | altas 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.6 


1 > E >... li 1 — 

k? (k+1} 7 k= +o k? 100 
3. (a) condicionalmente convergente (b) divergente (c) absolutamente convergente (d) condicionalmente convergente 

4. absolutamente convergente 


= . 1 
1. Os termos alternam entre positivo e negativo. 2. (a) 1> z > 9 >. > 


9.7 POLINÔMIOS DE MACLAURIN E DE TAYLOR 


Em uma aproximação linear local, é usada a reta tangente ao gráfico de uma função para 
obter uma aproximação linear da função na vizinhança do ponto de tangência. Nesta seção, 
consideraremos como poderemos melhorar a eficácia da aproximação linear local usando 
polinômios de ordem maior como funções aproximantes. Também investigaremos o erro 
associado com tais aproximações. 


E APROXIMAÇÕES QUADRÁTICAS LOCAIS 


Lembre-se da Fórmula (1) da Seção 3.5 do Volume 1, em que vimos que a aproximação li- 
near local de uma função fem um ponto xo é 


F) = foco) + Fo) — xo) (1) 


Nessa fórmula, a função aproximante 


PO) = fixo) + fo) — xo) 
é um polinômio de primeiro grau satisfazendo p(xo) = f(xo) e p'(xo) = f' (xo) (verifique). As- 
sim, a aproximação linear local de fem xo tem a propriedade de que o seu valor e o de sua 
derivada coincidem com aqueles de fem xo. 

Se o gráfico de uma função f tiver uma “curvatura” pronunciada em um ponto xo, então 
podemos esperar que a precisão da aproximação linear local de fem xo irá decrescer rapida- 
mente à medida que nos afastarmos de xo (Figura 9.7.1). Uma maneira de tratar esse proble- 
ma é aproximar a função f em xo por um polinômio p de grau 2 com a propriedade de que o 
valor de p e o de suas duas primeiras derivadas coincidam com os de fem xo. Isso garante que 
os gráficos de fe p não somente têm a mesma reta tangente em xo, mas também têm curva- 
turas na mesma direção em xo (ambos côncavos para cima ou côncavos para baixo). Como 
resultado, podemos esperar que o gráfico de p permaneça próximo ao gráfico de f por um 
intervalo maior em torno de xo do que o gráfico da aproximação linear local. O polinômio p é 
denominado aproximação quadrática local de f no ponto x = xo. 

Para ilustrar essa ideia, vamos tentar encontrar uma fórmula para a aproximação qua- 
drática local de uma função fem x = 0. Essa aproximação tem a forma 


AJ 


Aproximação 
linear local 


OX co + cx + cx (2) 


y= 


onde co, cı € cz devem ser escolhidos de tal forma que os valores de 


Figura 9.7.1 p) = co + cix + cx 
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e de suas primeiras duas derivadas coincidam com os de fem 0. Assim, queremos 


p(O) =O), p(0)=f(0), p") =f"0) (3) 
Contudo, os valores de p(0), p'(0) e p”(0) são os seguintes: 

pœ) =co+ax+cox p(O) =c 

PQ) =c +2cx p(O) =c 

Pp") = 202 p“(0) = 2c» 
Assim, segue de (3) que 

0) 
co = f(0), c = f'0), o= 5 


e substituindo esses valores em (2) chegamos à seguinte fórmula para a aproximação quadrá- 


tica local de fem x = 0: 


Fo) = AOT AOT 


> Exemplo 1 


FO a 


5 (4) 


Encontre as aproximações linear e quadrática locais de e* em x = 0 e faça 


juntos os gráficos de e" e das duas aproximações. 


Solução 


Se tomarmos f(x) = e", então f'(x) = f"(x) = e e, portanto, 


sO =f 0= O= L= 


Assim, a partir de (4) a aproximação quadrática local de e* em x = 0 é 


dex=0. «4 


Figura 9.7.2 


2 


taipat 
es xX a 
2 


e a aproximação linear local (que é a parte linear da aproximação quadrática local) é 


xl +x 


O gráfico de e" e das duas aproximações são mostrados na Figura 9.7.2. Como era de se espe- 
rar, a aproximação quadrática local é mais precisa do que a aproximação linear local próximo 


E POLINÔMIOS DE MACLAURIN 


E natural indagar se é possível melhorar a precisão de uma aproximação quadrática local 
usando um polinômio de grau 3. Especificamente, poderíamos procurar por um polinômio de 


Colin Maclaurin (1698-1746) Matemático escocês. O 
pai de Maclaurin, um pastor, morreu quando o menino 
tinha somente seis meses de idade, sua mãe faleceu quan- 
do ele estava com nove anos. Ele foi criado, então, por 
um tio que também era um pastor. Maclaurin ingressou 
na Universidade de Glasgow como um estudante de Teo- 
logia, mas depois de um ano transferiu-se para a Matemática. 
Com dezessete anos, recebeu o título de mestre e, apesar de sua 
juventude, começou a lecionar no Marischal College em Aberde- 
en, na Escócia. Ele encontrou Isaac Newton durante uma visita a 
Londres, em 1719, e daí em diante, tornou-se um discípulo de 
Newton. Durante essa época, alguns dos métodos analíticos de 
Newton estavam sendo amargamente criticados por grandes ma- 


temáticos, e muitos dos trabalhos importantes de Maclaurin re- 
sultaram dos seus esforços em defender geometricamente as 
ideias de Newton. Um trabalho de Maclaurin, Um Tratado de 
Fluxônios (17742), foi a primeira formulação sistemática dos mé- 
todos de Newton. O tratado foi feito tão cuidadosamente que se 
tornou padrão de rigor matemático em Cálculo até o trabalho de 
Cauchy, em 1821. Maclaurin foi também um notável experimen- 
talista. Ele desenvolveu inúmeros inventos mecânicos engenho- 
sos, fez importantes observações astronômicas, realizou cálculos 
atuariais na área de seguros e ajudou a melhorar os mapas das 
ilhas em torno da Escócia. 


[Imagem: O Bettmann/Corbis Images] 
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As aproximações linear e quadráti- 
ca locais em x = 0 de uma função f 
são casos especiais dos polinômios 
de Maclaurin de f. Verifique que 
fx) = pi(x) é a aproximação linear 
local de fem x = O e que f(x) ~ pa(x) 
é a aproximação quadrática local em 
z= 


grau 3 com a propriedade de que seu valor e os valores das três primeiras derivadas coincidis- 
sem com aqueles de fem um ponto; e se isso fornece um aprimoramento na precisão, por que 
não seguir adiante com polinômios de graus cada vez maiores? Desse modo, somos levados 
a considerar o seguinte problema geral. 


9.7.1 PROBLEMA Dada uma função f que possa ser diferenciada n vezes em x = xo, 


encontre um polinômio p de grau n com a propriedade de que o valor de p e os das suas 
n primeiras derivadas coincidam com aqueles de fem xo. 


Vamos começar resolvendo o problema no caso em que xo = 0. Assim, queremos um 
polinômio 
PŒ) = co + Cix + C? H C3 H o + cr (5) 
tal que 
RO =p(0), fO =p), f0)=p'(0),..., JPO =p”0) (6) 
Contudo, 
p(x) = co + cıx + CIX? + co Hee H cx 
p' (x) = c1 +2cezx + 3c3x? +- -- + next 
p'&) = 2c +3- 2c3x +--+ n(n — Dex"? 
p” œ) =3-203+---+n(n— 1)(n — Dex" 


pP (9) =n(n — 1)(n — 2) ++- (1)cn 
Portanto, para satisfazer (6) devemos ter 
fo) =p0) =c 
FO =P 0 = 
f") = p"(0) =2c0 = 2! 
f”) = p” (0) =3-2c3 = 3!c3 


10) = p® (0) = n(n — Din — 2) -++ (cn = n!en 
o que fornece os seguintes valores para os coeficientes de p(x): 


= SO) f” PERN ™ (0) 


C3 = pa 
Bt a ETR ie n! 


co=f0, c= fO, c 
O polinômio que resulta substituindo-se esses coeficientes em (5) é chamado de enésimo po- 


linômio de Maclaurin de f. 


9.7.2 DEFINIÇÃO Se f puder ser derivada n vezes em 0, então definiremos o enésimo 
polinômio de Maclaurin de f como sendo 


MOR 


OR POO a 
2! Epa ua 


Pa Œ) = fO) + f(0)x + F (7) 


Observe que o polinômio em (7) tem a propriedade de que seu valor e o de suas n primeiras 
derivadas coincidem com os valores de fe o de suas n primeiras derivadas em x = 0. 
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> Exemplo 2 Encontre os polinômios de Maclaurin po, pı, P2, p3 € pn de é. 


Solução Seja f(x) = æ. Assim, 
FO= =f" Sf S e 
e 
FO =f 0) =f" =f" 0 =- =f L= 
Logo, 
po&) = f(0)=1 
pix) = fO) + f(0x=1+x 
n 2 
p(x) = f0) + f(0)x + —— f © x =1+x tE Sitata 
pa) = 100) + Ox + É o, hpt Bg 
zj x? 3 —] 1 1 
txt t3 +x+ gx + 
7 (n) 
pio) = FO + 10x + Dep... DO 
2! n! 
x? y" 
siat ee < 


A Figura 9.7.3 mostra os gráficos de e” (tracejado em azul) e os de seus quatro primei- 
ros polinômios de Maclaurin. Observe que os gráficos de p;(x), p>(x) e p3(x) são praticamente 
indistinguíveis do gráfico de e“ próximo de x = 0, portanto esses polinômios são boas aproxi- 
mações de e” com x próximo de 0. Porém, quanto mais longe x estiver de 0, piores serão essas 
aproximações. Isso é típico dos polinômios de Maclaurin de uma função f(x); eles fornecem 
boas aproximações de f(x) próximo de 0, mas a precisão diminui à medida que x se distancia 
de 0. Em geral, quanto maior for o grau do polinômio, maior será o intervalo no qual fornece 
uma precisão especificada. A questão da precisão será investigada posteriormente. 


Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Matemático fran- 
cês. A educação de Cauchy foi iniciada por seu pai, um ad- 
vogado e mestre dos clássicos. Cauchy ingressou na Escola 
Politécnica em 1805 para estudar Engenharia mas, por mo- 
tivos de saúde, foi aconselhado a se concentrar em Matemá- 
tica. Seu principal trabalho matemático iniciou em 1811, 
com uma série de soluções brilhantes de alguns problemas difíceis 
que estavam em aberto. Em 1814, ele escreveu um tratado sobre 
integração que acabou se tornando a base da moderna teoria de va- 
riáveis complexas; em 1816, seguiu-se um artigo clássico sobre a 
propagação de ondas em líquidos que recebeu um prêmio da Aca- 
demia Francesa e, em 1822, ele escreveu um artigo que se constitui 
na base da moderna teoria de Elasticidade. As contribuições mate- 
máticas de Cauchy durante os 35 anos seguintes foram brilhantes e 
impressionantes em quantidade: mais de 700 artigos, que hoje pre- 
enchem 26 volumes. O trabalho de Cauchy iniciou a era da moder- 
na Análise Matemática. Ele trouxe para a Matemática padrões de 
precisão e rigor que sequer eram sonhados por Leibniz e Newton. 
A vida de Cauchy foi extremamente marcada pelos tu- 
multos políticos de sua época. Por ser um decidido partidário 


dos Bourbons, em 1830 ele abandonou esposa e filhos para se- 
guir o rei Bourbon Carlos X em seu exílio. Por sua lealdade, 
recebeu do ex-rei o título de barão. Cauchy acabou retornando 
à França, mas recusou-se a aceitar uma posição universitária até 
que o governo abrisse mão da exigência de prestar um juramen- 
to de lealdade. 

É difícil entender claramente sua pessoa. Católico devoto, 
ele patrocinou trabalho de caridade para mães solteiras, crimino- 
sos e de ajuda à Irlanda. No entanto, outros aspectos de sua vida 
o colocam em luz menos favorável. O matemático norueguês 
Abel descreveu-o como “demente, infinitamente católico e in- 
tolerante”. Alguns autores louvam suas aulas, mas outros dizem 
que ele murmurava incoerentemente e, de acordo com um rela- 
to contemporâneo, uma vez dedicou uma aula inteira à extração 
da raiz quadrada de dezessete até a décima casa decimal usando 
um método muito bem conhecido por seus alunos. De qualquer 
forma, Cauchy é, indiscutivelmente, uma das maiores mentes da 
história da Ciência. 


(Imagem: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Augustin-Louis Cauchy 1901.jpg] 
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Figura 9.7.4 


Figura 9.7.5 


y=cosx 


PAS) 


> Exemplo 3 Encontre os enésimos polinomiais de Maclaurin de 
(a) senx (b)cosx 
Solução (a) Nos polinômios de Maclaurin para sen x, somente aparecem explicitamente as 
potências ímpares de x. Para ver isto, seja f(x) = sen x; assim, 
f(x) =senx fO) =0 
f(x) =cosx f(0) =1 
f(x) =—senx fO) =0 
f(x) = — cosx f(0) = —1 
Como f®(x) = sen x = f(x), o padrão 0, 1, 0, —1 irá repetir-se à medida que calcularmos as 
sucessivas derivadas em 0. Dessa forma, os sucessivos polinômios de Maclaurin de sen x são 
po) =0 
pix) =0+x 


pax) =0+x+0 
3 


x 
BOSU RETO =S 


3 
pma) =0+x+0-7 +0 


x? x5 
Ps) =0 +x +0- zr HOH zy 

x? x5 
postado 0+ zr +0 

x x5 x” 
pi(x)=0+x+0 Fi +0+ E +0 7i 


Por causa dos termos nulos, os polinômios de Maclaurin de ordem par [depois de po(x)] são 
iguais aos polinômios de ordem ímpar precedente; isto é, 


3 a: 7 2k+1 


x X 
Z = + HE fet( DE (=01,2.... 
Pa 00) = posa (x) X 3! 5 7 (—1) Qk + 1)! ( > À, 4; ) 


Os gráficos de sen x, pi(x), p3(x), ps(x) e p(x) estão mostrados na Figura 9.7.4. 


Solução (b) Nos polinômios de Maclaurin de cos x, somente aparecem explicitamente as 
potências pares de x; os cálculos são similares âqueles da parte (a). O leitor deve conseguir 
mostrar que 


pox) = pix) =1 
x? 
Pæ) = pa) =1- z7 


2! 
x z“ 
pa) = psx) = 1 — z m T 
x? xí x6 
PO =pO=I-S+go a 
Em geral, os polinômios de Maclaurin de cos x são dados por 
O = pan=1- D+ ETA CNA) 
P2k = Pk+1 = z] a a a e EE TE 


Os gráficos de cos x, po(x), p2(x), p4(x) e pe(x) estão mostrados na Figura 9.7.5. 4 


As aproximações linear e quadrática 
locais em x = xo de uma função f são 
casos especiais dos polinômios de 
Taylor de f. Verifique que f(x) = pix) 
é a aproximação linear local de fem 
x = xo, € que f(x) = p(x) é a apro- 
ximação quadrática local em x = xo. 


Os polinômios de Maclaurin são 
casos especiais dos polinômios de 
Taylor, com xy = 0. Assim, todos os 
teoremas sobre polinômios de Taylor 
também se aplicam a polinômios de 
Maclaurin. 


Brook Taylor (1685-1731) Matemático inglês. Taylor 
nasceu em uma família de posses. Artistas e músicos 
eram recebidos frequentemente na casa de Taylor e tive- 
ram uma influência duradoura sobre o jovem Brook. 
Anos mais tarde, ele publicou um trabalho definitivo so- 
bre a teoria matemática da perspectiva e obteve resulta- 
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E POLINÔMIOS DE TAYLOR 


Até agora, focalizamos a aproximação de uma função f na vizinhança de x = 0. Vamos, ago- 
ra, considerar o caso mais geral de aproximar f nas proximidades de um ponto arbitrário xo do 
domínio. A ideia básica é igual à anterior; queremos encontrar um polinômio p de grau n com 
a propriedade de que seu valor e o de suas n primeiras derivadas coincidam com aqueles de f 
em xo. No entanto, em vez de expressar p(x) em potências de x, é conveniente, para simplifi- 
car as contas, expressar o polinômio em potências de x — xo, isto é 


P) = co + cilx — xo) + cx — xo 2 + +: + cx — xo” (8) 


Deixaremos como exercício para o leitor imitar os cálculos usados no caso em que 
xo = O para mostrar que 


a= f'a, e= E, 


f” Œo) 
3 


_ fP) 
= n! 


co = f(xo), 


pes n 


Substituindo-se esses valores em (8), obtemos o que é chamado de enésimo polinômio de 
Taylor em torno de x = xo de f. 


9.7.3 DEFINIÇÃO Se fpuder ser derivada n vezes em xo, então definiremos o enésimo 
polinômio de Taylor de f em torno de x = xy como sendo 


f” (xo) É 


2 
xo) 


de A 


Pn(0) = fo) + fo) (x 


Xo) SE 


J” Œo) 
3! 


E 


+ (x — xo) +» (x— xo" (9) 


> Exemplo 4 Encontre os quatro primeiros polinômios de Taylor de In x em torno de x = 2. 


Solução Seja f(x) = In x. Então, 
fx) =Inx O =hm2 
Fœ =1/x TO =1/2 
f"G) =—1/x2 f") = —1/4 
F" = 2/x? F”) = 1/4 


reu no parto, embora sua filha tenha sobrevivido. O período 
mais produtivo de Taylor foi de 1714 a 1719, durante o qual 
escreveu sobre uma variedade de assuntos: magnetismo, ação 
capilar, termômetros, perspectivas e Cálculo. Em seus últimos 
anos, dedicou os seus esforços para escrever sobre Religião e 
Filosofia. De acordo com Taylor, os resultados que levam o seu 


dos matemáticos importantes sobre as vibrações das cordas. 
Existe também um trabalho não publicado, On Musick, que faria 
parte de uma publicação conjunta com Isaac Newton. A vida de 
Taylor foi marcada por infelicidade, doença e tragédia. Como 
sua primeira mulher não era rica o suficiente para agradar seu 
pai, os dois homens discutiram intensamente e romperam rela- 
ções. Subsequentemente, sua mulher morreu durante o parto. 
Então, após casar-se de novo, sua segunda mulher também mor- 


nome foram motivados por uma conversa em um café sobre os 
trabalhos de Newton a respeito do movimento planetário e os 
trabalhos de Halley (do “cometa Halley”) sobre raízes de poli- 
nômios. Infelizmente, o estilo da escrita de Taylor era tão conci- 
so e difícil de entender que ele nunca recebeu créditos para mui- 
tas de suas inovações. 


[Imagem: http://en.wikipedia.org/wiki/File:BTaylorjpg] 
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y=Inxoe 


Figura 9.7.6 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Os programas de CAS têm coman- 
dos que geram polinômios de Taylor 
de qualquer grau especificado. Se 
o leitor dispuser de um CAS, use- 
-o para encontrar alguns dos poli- 
nômios de Maclaurin e Taylor dos 


Exemplos 3, 4 e 5. 


Substituindo-se em (9) com xo = 2, obtém-se 
pox) = fQ) = In2 
Pia) = fD+fDa—-D=h2+7;k—2) 


Pax) = FO) + FD D+ Pa 2? =m2+5(x—2)— qto — 2? 


Ro aee 
eo +) 


=n2+;(x-D- dx + 40 -2 


P) = fQ) + FO — 2) 


O gráfico de In x (em preto) e dos seus quatro primeiros polinômios de Taylor em torno de 
x = 2 estão na Figura 9.7.6. Conforme era de se esperar, esses polinômios produzem sua 
melhor aproximação de In x na vizinhança de 2. < 


E NOTAÇÃO DE SOMATÓRIO PARA OS POLINÔMIOS DE TAYLOR E 

MACLAURIN 
Muitas vezes, precisaremos expressar a Fórmula (9) em notação sigma. Para fazer isso, usa- 
mos a notação f(” (xo) para denotar a k-ésima derivada de fem x = xp e faremos a convenção 
de que f® (xo) denota fixo). Isso nos permite escrever 


é (k) 
DLC ot = Cro) + F'ola — 20) 
k=0 ` 


k 
1 (n) 
É C ed o 


a n 


(e — xo)” (10) 


Em particular, podemos escrever o enésimo polinômio de Maclaurin de f(x) como 


n (n) 
PO agag 1º0 
2! n! 


E x” (11) 


n” fOO 
D i ! Lt = f0) + 10x + 
k=0 i 
> Exemplo 5 Encontre o enésimo polinômio de Maclaurin de 


1 
l—x 


Solução Seja fx) = 1/(1 — x). Os valores de fe de suas k primeiras derivadas em x = O 
são como segue: 


1 
fœ) = a HO) =1=0! 
1 
fŒ) = -w F'O) =1=1! 
2 
fo) = CESSE f”) =2=2! 
3.2 
RR f") =3! 
4.3.2 
JO = (55 OO) =4! 
k! 
fO œ) = fO) =k! 


(1 — x)k+! 


A cota para |R,(x)| em (14) é cha- 
mada de estimativa do erro de La- 
grange. 
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Substituindo f C(0) = k! na Fórmula (11), obtemos o enésimo polinômio de Maclaurin de 
1 — x): 
p=) t=14x+0 4.004" (n=0,1,2,...) 4 
k=0 


> Exemplo 6 Encontre o enésimo polinômio de Taylor de 1/x em torno de x = 1 e expres- 
se-o em notação sigma. 


Solução Sejaf(x) = 1/x. Os cálculos são análogos aos do Exemplo 5. Deixamos a cargo 
do leitor mostrar que 


fD=1, f=- PMD=A f") =-3, 
fO =4!,..., FOO = (Dk! 


Assim, substituindo f®(1) = (—1)*k! na Fórmula (10) com xo = 1, obtemos o enésimo poli- 
nômio de Taylor de 1/x: 


Deda -dt=1-G-D+G-IP- GIP A+ CIP a 
k=0 


E O ENÉSIMO RESTO 
É conveniente ter uma notação para o erro da aproximação f(x) = p(x). Assim, denotamos 
por R,(x) a diferença entre f(x) e seu enésimo polinômio de Taylor, ou seja, 


E (k) 
R= fO ar É e (x — xo) 
Ea (12) 


Isso também pode ser escrito como 


(k) 
A 


FO) = Pal) + Ra) =D) 
k=0 


(13) 


A função R,(x) é denominada enésimo resto da série de Taylor de f, e a Fórmula (13) é cha- 
mada de fórmula de Taylor com resto. 

Obter uma cota para R,(x) dá uma indicação da precisão da aproximação pi(x) = f(x). O 
teorema seguinte, que será provado no Apêndice D, fornece uma tal cota. 


9.7.4 TEOREMA (Teorema da Estimativa do Resto) Sea função f puder ser deriva- 
dan + 1 vezes em um intervalo contendo o ponto xo, e se M for uma cota superior para 
DG) nesse intervalo, ou seja, se |f*DG)| < M com qualquer x do intervalo, então 


[Rn (0)| < EON =o (14) 
(n + 1)! 


com qualquer x do intervalo. 
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> Exemplo 7 Use um enésimo polinômio de Maclaurin de e" para aproximar e com cinco 
casas decimais de precisão. 


Solução Inicialmente, observe que a função exponencial e* tem derivadas de todas as or- 
dens em cada número real x. Pelo Exemplo 2, o enésimo polinômio de Maclaurin de e* é 


5s 2 x” 
—=l+x+> teet 
| 
= k! n 
a partir do que obtemos 
2 404T É ei ds 1 
eSEE N a EF far += 
k=0 


Assim, nosso problema é determinar quantos termos devemos incluir num polinômio de Ma- 
claurin de e” para obter cinco casas decimais de precisão; isto é, queremos escolher n tal que 
o valor absoluto do enésimo resto em x = 1 satisfaça 


|Ra(1)| < 0,000005 


Para determinar n, aplicaremos o Teorema da Estimativa do Resto com f(x) = e, x = 1, 
Xo = 0, e o intervalo [0, 1]. Neste caso, temos a partir da Fórmula (14) que 


M 
~ (n+1)! 


IRa(DI| < 2 r E o ii (15) 
"oo (n+D! 

onde M é uma cota superior do valor de f(n+)(x) = e“ com x no intervalo [0, 1]. Entretanto, 

e“ é uma função crescente, assim o valor máximo no intervalo [0, 1] ocorre em x = 1; isto é, 

e" < e nesse intervalo. Desse modo, podemos tomar M = e em (15) para obter 


[R (| < (16) 


(n + 1)! 


Infelizmente, essa desigualdade não é muito útil, pois envolve e, que é a própria quantidade 
que estamos tentando aproximar. Entretanto, se aceitarmos que e < 3, então podemos substi- 
tuir (16) com a seguinte desigualdade, que é menos precisa, mas mais útil: 


IRa(DI < 


(n + 1)! 


Assim, podemos obter precisão de cinco casas decimais escolhendo n tal que 


——— < 0,000005 ou (n + 1)! > 600.000 
(n +41)! 
Como 9! = 362.880 e 10! = 3.628.800, o menor valor de n que satisfaz este critério é n = 9. 
Assim, com cinco casas decimais de precisão 
1 1 1 1 1 1 


~1+1 EE 
e tatata tsa a 7 


1, 10271828 
Veg A 


1 


Como comparação, a representação de e com 12 casas decimais, dada por uma calculadora, 
é e = 2,71828182846, a qual coincide com a aproximação acima quando arredondada para 
cinco casas decimais. <4 


> Exemplo 8 Use o Teorema da Estimativa do Resto para encontrar um intervalo con- 
tendo x = 0 no qual (x) = cos x possa ser aproximada por p(x) = 1 — (x2/2!) com três casas 
decimais de precisão. 


Solução Inicialmente, observamos que f(x) = cos x tem derivadas de todas as ordens em 
cada número real x, de modo que a primeira hipótese do Teorema da Estimativa do Resto es- 
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tará satisfeita em qualquer intervalo que escolhermos. O polinômio p(x) dado é o segundo e 
também o terceiro polinômio de Maclaurin de cos x; como queremos o maior grau n do poli- 
nômio, escolhemos n = 3. Nosso problema é encontrar um intervalo no qual o valor absoluto 
do terceiro resto em x satisfaça 


IR309] < 0,0005 


Vamos usar o Teorema da Estimativa do Resto com f(x) = cos x, n = 3 e xo = O. Segue de 


y =w- A que 
650005 M 1. M Ixl 
0,0004 H [R3&Œ)| < G+ DI" —0 = 4 (17) 
0,0003 H 
0,0002 + onde M é uma cota superior de |f(9(x)| = |cos x|. Como |cos x| < 1 em cada número real x, 
0,0001 podemos tomar M = 1 em (17) e obter 
—0,3309 0,3309 |x j4 
Figura 9.7.7 [Rœ] < 2 (18) 


Assim, podemos obter precisão de três casas decimais escolhendo valores de x com os quais 


4 
zE < 0,0005 ou |x| < 0,3309 


de modo que o intervalo [—0,3309, 0,3309] é uma opção. Podemos conferir isso traçando o 
gráfico de |f(x) — p(x)| sobre o intervalo [—0,3309, 0,3309] (Figura 9.7.7). 4 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.7 (Ver página 659 para respostas.) 


1. Sefpuder ser derivada três vezes em 0, então o terceiro polinô- 4. O terceiro polinômio de Taylor de f(x) = x em torno de x = —1 é 
mio de Maclaurin para f será p3(x) = 
Si ps) = + (+) 
2. O terceiro polinômio de Maclaurin de f(x) = e™ é + «++ (+) 
psx) = + x 
4 x2? + P 5. (a) Se uma função f tiver um enésimo polinômio p, (x) em tor- 


no de x = xo, então o enésimo resto R,(x) será definido por 
R,(x) e 
(b) Suponha que uma função f possa ser derivada cinco ve- 
zes num intervalo contendo xo = 2 e que |O] < 20 em 
cada x do intervalo. Então o quarto resto satisfará |R4(x)| < 
em cada x do intervalo. 


3. Se K2) = 3, f'(2) = —4 e f"(2) = 10, então o segundo polinô- 
mio de Taylor de fem torno de x = 2 será p(x) = 


EXERCÍCIOS 9.7 [5] Recurso Gráfico 


[~ 1-2. Em cada parte, encontre a aproximação quadrática local de f 4. (a) Encontre a aproximação quadrática local de cos x em 
em x = xo e use-a para encontrar a aproximação linear local de fem xo = 0. 
x = xo. Use um rescurso gráfico para esboçar o gráfico de fe das (b) Use o resultado obtido na parte (a) para aproximar cos 2º e 
duas aproximações em uma mesma tela. E compare a aproximação com a obtida diretamente por seu 
as, recurso computacional. 
1. (a) H)=e* x)=0 (b) fx) = cos x; x)=0 
5. Use uma aproximação quadrática local apropriada para aproxi- 
2 (a) fa) = sena, xo = 7/2 (b) fœ = x; xo =1 mar tg 61º e compare o resultado com o obtido diretamente por 
3. (a) Encontre a aproximação quadrática local de /x em xo = 1. seu recurso computacional. 
(b) Use o resultado obtido na parte (a) para aproximar v 1,1 e 6. Use uma aproximação quadrática local apropriada para aproxi- 


compare a sua aproximação com a obtida diretamente por 
seu recurso computacional. [Nota: Ver o Exemplo 1 da Se- 
ção 3.5, no Volume 1.] 


mar /36,03 e compare o resultado com o obtido diretamente 
por seu recurso computacional. 
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7-16 Encontre os polinômios de Maclaurin de ordens n = 0, 1, 2, 3 
e 4 e, então, obtenha o enésimo polinômio de Maclaurin da função 
em notação de somatório. 


7. e 8. e” 9. cos X 
1 
10. sen zx 11. In(l + x) 12. 
l+x 
13. cosh x 14. senh x 15. xsenx 
16. xe 


17-24 Encontre os polinômios de Taylor de ordens n = 0, 1, 2, 3 
e 4 em torno de x = xo e, então, encontre o enésimo polinômio de 
Taylor da função em notação de somatório. E 


17. e; xo= 1 18. e™; xoọ=l1n 2 
1 1 
19. —: xo =—1 20. ——: x9=3 
x x+2 
1 
21. sen xx; xo = — 22. cosx; xo = 1 
2 2 
23. Inx; w=1 24. Inx; w=e 


25. (a) Encontre o terceiro polinômio de Maclaurin de 
fO)=1+2x- x +% 


(b) Encontre o terceiro polinômio de Taylor em torno de x = 1 
para 


fy)=1+24-D-G—12+(— 17 


26. (a) Encontre o enésimo polinômio de Maclaurin de 


JO = co + cix + eax H o HH Cn 


(b) Encontre o enésimo polinômio de Taylor em torno de 
x= 1de 


fE) = co + cix —1) + cx — 1) + -H Cra 1)" 


27-30 Encontre os quatro primeiros polinômios de Taylor distintos 


em torno de x = xo e use um recurso computacional para fazer o grá- 


fico da função dada e dos polinômios de Taylor na mesma tela. E 
27. Kx) =e; w=0 28. fœ) = sen x; xo = 7/2 


29. f(x) = cos x; xo = 7 30. In(x + 1); x) = 0 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


31. A equação da reta tangente a uma função diferenciável é o pri- 
meiro polinômio de Taylor dessa função. 


32. O gráfico de uma função fe o de seu polinômio de Maclaurin 
têm um corte com o eixo y em comum. 


33. Se ps(x) for o sexto polinômio de Taylor de uma função fem 


torno de x = xo, então po (x0) = 4! f ® (xo). 


34. Se p4(x) for o quarto polinômio de Maclaurin de e”, então 


9 
l — p4(2)| < 5 


35-36 Use o método do Exemplo 7 para aproximar a expressão 
dada com o grau de precisão especificado. Confira sua resposta com 
a produzida diretamente por um recurso computacional. E 


35. „/e; quatro casas decimais de precisão. 


36. 1/e; três casas decimais de precisão. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


37. Quais das funções cujo gráfico está na figura a seguir mais 
provavelmente tem p(x) = 1 — x + 2xº como o seu polinômio 
de Maclaurin de segunda ordem? Explique seu raciocínio. 


y y y bi 
Y i K i y > k > 
> > > | > 
I I M IV 


38. Suponha que os valores de uma função f e de suas três pri- 
meiras derivadas em x = 1 sejam 


fD=2, fD)=-3 f(D=0, f(1D)=6 


Obtenha tantos polinômios de Taylor para f quantos puder 
em torno de x = 1. 


. Sejam pi(x) e p>(x) as aproximações linear e quadrática lo- 

cais de f(x) = e" “em x = 0. 

(a) Use um recurso computacional para gerar na mesma 
tela os gráficos de f(x), pi(x) e p(x) com —I < x < 1. 

(b) Construa uma tabela de valores de f(x), pi(x) e pa(x) para 
x = —1,00; —0,75; —0,50; —0,25; 0; 0,25; 0,50; 0,75; 
1,00. Arredonde os valores para três casas decimais. 

(c) Gere o gráfico de |x) — pi(x)| e use-o para determinar 
um intervalo no qual pi(x) aproxime f(x) com um erro 
de, no máximo, +0,01. [Sugestão: Reveja a discussão 
relativa à Figura 3.5.4, do Volume 1.] 

(d) Gere o gráfico de |f(x) — p>(x)| e use-o para determinar 
um intervalo no qual p>(x) aproxime f(x) com um erro 
de, no máximo, +0,01. 


40. (a) A figura abaixo mostra um setor de raio r e ângulo central 
2a. Supondo que o ângulo a seja pequeno, use a aproxi- 
mação quadrática local de cos œ em a = 0 para mostrar 
que x = ra?/2. 

(b) Supondo que a Terra seja uma esfera com um raio de 
4.000 milhas, use o resultado da parte (a) para aproximar a 
distância máxima que um arco de 100 milhas ao longo do 
Equador pode divergir de sua corda. 


a Figura Ex-40 


Capítulo 9 / Séries infinitas 659 


441. (a) Determine um intervalo [0, b] no qual e” possa ser aproxi- |[=/43-46 Use o Teorema da Estimativa do Resto para encontrar um 


mada por 1 + x + (x2/2!) com até três casas decimais de intervalo contendo x = 0 no qual f(x) possa ser aproximada por p(x) 
precisão em todo o intervalo. com precisão de três casas decimais em cada ponto do intervalo. 
(b) Confira sua resposta da parte (a) fazendo o gráfico de Confira sua resposta traçando o gráfico de |f(x) — p(x)| sobre o in- 
5 tervalo encontrado. Wi 
x 
e- (i++ 5 )| p 
` 43. f(x) = sen x; p(x) =x — 3 
sobre o intervalo obtido. E E 
x 
42. Mostre que o enésimo polinômio de Taylor de senh x em torno 44. f(x) = cosx; p(x) = 1 — 21 + al 
dex=In4é | f 
45. = ; =1-x? +x 
n 16 — (—D* É fœ) 1+x2 px) X TX 
`. = i es 
k=0 i 46. f(x) =ln(1 +x); p(x) =x — z + E 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.7 


O a O, nem f e 
1. HO) + f(0)x 4 zi x4 ET x 2: 1,2;2;5 3.3-4x—-D+5(x—2) 4. —1; 5; —10; 10 


5. (a) fo) — polo) (b) tx — 2 


9.8 SÉRIES DE MACLAURIN E DE TAYLOR; SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Lembre-se de que, na seção anterior, definimos o enésimo polinômio de Taylor p(x) em x = xo 
de uma função f de tal modo que os valores de suas primeiras n derivadas coincidissem com as 
de fem xo. Desse modo, é razoável antecipar que, com valores de x próximos de xo, à medida que 
n cresce, os valores de p(x) serão aproximações cada vez melhores de f(x) e que, possivelmente, 
possam convergir a f(x) quando n—> +. Nesta seção, exploraremos essa ideia. 


E SÉRIES DE MACLAURIN E DE TAYLOR 
Na Seção 9.7, definimos o enésimo polinômio de Maclaurin de uma função f como 


PO 2. 100 a 
2! n! 


” fOO 
DS LO O H Ok 
e o enésimo polinômio de Taylor de fem torno de x = xo como 
R fO (xo) ; 
Da (at = fo) + f'o) — xo) 
k=0 i 
SO (xo) 


f Co — xo)? + o H 1I pet 


+ 


Não é um passo tão grande estender os conceitos de polinômios de Maclaurin e de Taylor 
para séries, bastando simplesmente não parar o índice do somatório em n. Assim, temos a 
seguinte definição. 
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9.8.1 DEFINIÇÃO Se a função f possuir derivadas de todas as ordens em xo, então di- 
zemos que a série 


(k) m 
= Dt ato Foo)A FG — 0) + 


(k) 
I. a E E i 


é a série de Taylor de f em torno de x = 0. No caso especial em que xo = 0, essa série se torna 


ro DD O 


k! 2) 


2 Ox oa por DO 


caso em que é chamada série de Maclaurin de f. 


Observe que os enésimos polinômios de Maclaurin e de Taylor são as enésimas somas par- 
ciais das correspondentes séries de Maclaurin e de Taylor. 


> Exemplo 1 Encontre a série de Maclaurin de 


(a) ex (b) sen x (c) cos x (d) 


= 
Solução (a) No Exemplo 2 da Seção 9.7, vimos que o enésimo polinômio de Maclaurin de e“ é 


a k 2 x” 


Assim, a série de Maclaurin de e* é 


e x2 xk 


xk 
= = = E 
La tato + ++ 


Solução (b) No Exemplo 3(a) da Seção 9.7, vimos que os polinômios de Maclaurin de 
sen x são dados por 


3 3 7 2k+1 


E x x K É 
Pro) = poprolx) = x Fa F +--+ (-1) CRE DI (k=0,1,2,...) 


Assim, a série de Maclaurin de sen x é 


xl 3 5 7 xa 


k ma; a ... mi Ri E too 
3 a arpi" ata nto ant 


Solução (c) No Exemplo 3(b) da Seção 9.7, vimos que os polinômios de Maclaurin de 
cos x são dados por 


2 4 6 2k 


(x)= W=1-"+5-D+ o +H(— | (k =0,1,2 ) 
PR O o o o tas 
Assim, a série de Maclaurin de cos x é 
x% x x! ns. x% 
1 k = | 1 24 
Di ) (2k)! 2! 4! i dida y (2k)! El 
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Solução (d) No Exemplo 5 da Seção 9.7, vimos que o enésimo polinômio de Maclaurin 
de 1/(1 — x) é 
Pra) =$ xt=1+x4x ++ (n=0,1,2,..) 
k=0 
Assim, a série de Maclaurin de 1/(1 — x) é 


Dit=i42+02 + pt a 
k=0 


> Exemplo 2 Encontre a série de Taylor de 1/x em torno de x = 1. 


Solução No Exemplo 6 da Seção 9.7, vimos que o enésimo polinômio de Taylor de 1/x 
em torno dex = 1 é 


PA = iG Dt GP e 1 
k=0 


Assim, a série de Taylor de 1/x em torno de x = 1 é 


Yoe- =1-@-1) +e- gra t+ a 
k=0 


E SÉRIES DE POTÊNCIAS EM x 

As séries de Maclaurin e de Taylor diferem das séries que consideramos nas Seções 9.3 até 
9.6, pois seus termos, em vez de serem meramente constantes, envolvem uma variável. Essas 
séries são exemplos de séries de potências, que passamos a definir. 


Se co, C1, C2, . . . forem constantes e x for uma variável, então uma série da forma 
o 
k_ 2 k 3 
cx" = Co + Cix + cxl +++. (3) 
k=0 


será denominada uma série de potências em x. Alguns exemplos são 


Xat slt t H 


k=0 

a T a 
oid a 

k TA 

Gi à xk x? xí xê 

peoe 

Lo OR! L A 6 


Pelo Exemplo 1, essas são as séries de Maclaurin das funções 1/(1 — x), ee cos x, respecti- 
vamente. Na verdade, toda série de Maclaurin 


2 fOO "o © 
a ) t = FO + FOX A m "em ai ee 


é uma série de potências em x. 
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Figura 9.8.1 


E RAIO E INTERVALO DE CONVERGÊNCIA 
Quando numa série de potências >) cex* a variável x for substituída por um valor numérico, 
obtemos uma série de números que pode convergir ou não. Isso nos leva ao problema de de- 
terminar o conjunto de valores de x nos quais uma dada série de potências converge; esse é o 
conjunto de convergência. 

Observe que toda série de potências em x converge em x = 0, uma vez que a substitui- 
ção desse valor em (3) produz a série 


co+0+0+0+---+0+--- 


cuja soma é co. Em alguns casos, x = O pode ser o único ponto no conjunto de convergência; 
em outros, o conjunto de convergência é algum intervalo finito ou infinito contendo x = 0. 
Esse é o conteúdo do teorema seguinte, cuja prova será omitida. 


9.8.2 TEOREMA Dada qualquer série de potências em x, exatamente uma das seguin- 
tes afirmações é verdadeira: 


(a) A série converge somente em x = Q. 


(b) A série converge absolutamente (e, portanto, converge) em todos os valores reais 
de x. 


(c) A série converge absolutamente (e, portanto, converge) em todo x de algum inter- 
valo aberto finito (-R, R) e diverge sex < — R ou x > R. Em cada um dos pontos 
x=Roux=-R,a série pode convergir absolutamente, convergir condicionalmente 
ou divergir, dependendo da série considerada. 


Esse teorema afirma que o conjunto de convergência de uma série de potências em x é sem- 
pre um intervalo centrado em x = O (possivelmente, o próprio ponto x = O ou infinito). Por essa 
razão, o conjunto de convergência de uma série de potências em x é chamado de intervalo de 
convergência. No caso em que o conjunto de convergência for o único ponto x = 0, diremos que 
a série tem raio de convergência 0; no caso em que o conjunto de convergência for (—c0,4-00), 
diremos que a série tem raio de convergência +œ; e no caso em que o conjunto de convergência 
estender-se de —R a R, diremos que a série tem raio de convergência R (Figura 9.8.1). 


Diverge Diverge 
8 Raio da convergência R = O 
Converge 
= z<&<R<Z&€ Raio da convergência R = +% 
Diverge Converge Diverge 
—————— o | Raio da convergência R 
-R 0 R 


E DETERMINANDO O INTERVALO DE CONVERGÊNCIA 


O procedimento usual para determinar o intervalo de convergência de uma série de potências 
é aplicar o teste da razão para a convergência absoluta (Teorema 9.6.5). O exemplo seguinte 
ilustra como isso funciona. 


> Exemplo 3 Determine o intervalo de convergência e o raio de convergência das se- 
guintes séries de potências. 


si ( Dx k 
DBO DDT o 2 oD ia 
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Solução (a) Aplicamos o teste da razão para a convergência absoluta. Temos 


k+1 


xX 


Uk+1 
uk 


= lim 
k > +00 


p= lim 


= lim |x|= |x| 
k> +% o% 


k>+ 


portanto, a série converge absolutamente se p = |x| < 1 e diverge se p = |x| > 1. O teste é 
inconclusivo se |x| = 1 (isto é, se x = 1 ou x = — 1), o que significa que devemos investigar a 
convergência nesses pontos separadamente. Nesses pontos, a série torna-se 


Dof=1+1 +++... 
k=0 


[o o 


X CDt s=1-1+1-1+- e 


k=0 


ambas as quais divergem; assim, o intervalo de convergência da série de potências dada é 
(—1, 1), e o raio de convergência é R = 1. 

Solução (b) Aplicando o teste da razão para a convergência absoluta, obtemos 

t+ k! 


Uk+1 Bo 
(k+1)! xt 


uk 


p= lim 
k — 400 


- = lim |—|=0 
k> +0 tal EEI 


Uma vez que p < 1 com qualquer x, a série converge absolutamente em todo x. Logo, o inter- 

valo de convergência é (—%, +00), e o raio de convergência é R = +o. 

Solução (c) Sex + 0, então o teste da razão para a convergência absoluta fornece 

(k + Dl 
klxk 


Ui 
uk 


= lim 


p= lim 
ks +œ 


k— +00 


= lim |(k+1)x| = +% 
k — +00 


Portanto, a série diverge em todos os valores de x diferentes de zero. Assim, o intervalo de 
convergência é o único ponto x = 0, e o raio de convergência é R = 0. 


Solução (d) Uma vez que |(— D* = |(—1)+!| = 1, obtemos 


xt! 3*(k + 1) 
IFIKE) xt 


. | /k+1 
lim |—.[— 
k>+o | 3 k+2 


bel i (GSR) K 
3 hot UI HQ) 3 


= um 
k —s +% 


II 


II 


O teste da razão para a convergência absoluta implica que a série converge absolutamen- 
te se |x| < 3 e diverge se |x| > 3. O teste da razão deixa de fornecer qualquer informação 


quando |x| = 3; logo, os casos x = —3 e x = 3 precisam ser analisados separadamente. 
Substituindo x = —3 na série dada, obtemos 
E 1) (—3)* 5i Drs se 1 
ETERA = E = 
= 3*(k + 1) = 3*(k + 1) 4 ed 
que é a série harmônica divergente 1 + } + E + 1 + ---. Substituir x = 3 na série dada resulta 
+ (tt A (1 1 1 1 
> o aa 
3*(k + 1) k+1 2 3 4 


k=0 k=0 


que é a série harmônica alternada condicionalmente convergente. Assim, o intervalo de con- 
vergência da série dada é (—3, 3], e o raio de convergência é R = 3. «4 
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Figura 9.8.2 


E SÉRIE DE POTÊNCIAS EM x- x 


Se xo for uma constante, e se x for substituído por x — xo em (3), então a série resultante terá 
a forma 


oo 


Y c(a — xo)! =c+e(r-ro)+e(x— xo)? ++ agf + 
k=0 


Isso é chamado de série de potências em x — xo. Alguns exemplos são 


AGE qgtob, G-D, Gb 

Ds 2 + 3 + 4 +. xo=1 

k=0 

O 4 Jik k 2 3 

Se q O e E 


Lo H 2! 3! 


A primeira é uma série de potências em x — 1, e a segunda é uma série de potências em x + 3. 
Note que uma série de potências em x é uma série de potências em x — xo na qual xo = 0. Mais 
geralmente, a série de Taylor 


oo 


(k) 
5 F o) = (x — xo) 


= k! 


é uma série de potências em x — xo. 
O resultado principal sobre a convergência de uma série de potências em x — x, pode ser 
obtido substituindo x por x — xo no Teorema 9.8.2. Isso leva ao seguinte teorema. 


9.8.3 TEOREMA Dada qualquer série de potências >) cu(x — xo)*, exatamente uma das 
seguintes afirmações é verdadeira: 


(a) A série converge somente em x = xo. 


(b) A série converge absolutamente (e, portanto, converge) em todos os valores reais 
de x. 


(c) A série converge absolutamente (e, portanto, converge) em todo x de algum intervalo 
aberto finito (xo — R, xo + R) e diverge sex < xo — Roux > xo + R. Em cada um dos 
pontos x = xo — Roux = xo + R, a série pode convergir absolutamente, convergir 
condicionalmente ou divergir, dependendo da série considerada. 


Tem-se, a partir desse teorema, que o conjunto de valores nos quais uma série de 
potências em x — xo converge é sempre um intervalo centrado em x = xo, denominado 
intervalo de convergência (Figura 9.8.2). Na parte (a) do Teorema 9.8.3, o intervalo de 
convergência reduz-se ao único ponto x = xo, caso em que dizemos que a série tem raio 
de convergência R = 0; na parte (b), o intervalo de convergência é infinito (toda a reta 


Diverge Diverge 
o Raio de convergência R = 0 
Xo 
Converge 

l | Raio de convergência R = +00 

Xo 
Diverge Converge Diverge 
— oC” | Raio de convergência R 
Xo- R Xo Xo+ R 


Será sempre uma perda de tempo 
testar a convergência nas extremi- 
dades do intervalo de convergência 
usando o teste da razão, uma vez que 
p será sempre 1 nesses pontos se 


existir. Explique por que isso é assim. 


Figura 9.8.3 
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real), caso em que dizemos que a série tem raio de convergência R = +œ; e na parte (c), 
o intervalo estende-se de xo — R a xo + R, caso em que dizemos que a série tem raio de 
convergência R. 


> Exemplo 4 Determine o intervalo de convergência e o raio de convergência da série 


o 


sa 
DD a 


k=1 


Solução Aplicando o teste da razão para a convergência absoluta, obtemos 


(x = E) uu k2 
K+I2 (5 


k 2 
= lim »-si(z4) 
k> +00 k+1 


1 2 
jp siim (s== ==) pos 
namo h E T. es 


Assim, a série converge absolutamente se |x — 5| < 1,ou-l<x—5<1l,ou4<x<6.A 
série diverge sex < 4 ou x > 6. 

Para determinar o comportamento da convergência nas extremidades x = 4 e x = 6, 
substituímos esses valores na série dada. Se x = 6, a série torna-se 


2 1% ne 1 1 1 
La pa tora tn 
=i k=1 


UA 
Uk 


= lim 


k> +00 


p= lim 
k— + 


que é uma série p convergente (p = 2). Se x = 4, a série torna-se 


o0 


Eu E PE VE 
= ko à 22 32 42 


Uma vez que esta série converge absolutamente, o intervalo de convergência da série dada é 
[4, 6]. O raio de convergência é R = 1 (Figura 9.8.3). < 


Série diverge Série converge absolutamente Série diverge 
Ss 
4 x9=5 6 
|< R 1 >|< R 1 >| 


E FUNÇÕES DEFINIDAS POR SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Se uma função f for expressa como uma série de potências em algum intervalo, então dize- 
mos que a série de potências representa a função f naquele intervalo ou, então, que f está 
representada por uma série de potências naquele intervalo. Por exemplo, vimos no Exemplo 
4(a) da Seção 9.3 que 


se |x| < 1, de modo que essa série de potências representa a função 1/(1 — x) no intervalo 
=]<x<1. 


666 Cálculo 


Gerado por Mathematica 


Figura 9.8.4 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Muitos programas CAS têm as fun- 
ções de Bessel como parte de seu 
repertório. Se você tiver um CAS com 
funções de Bessel, gere os gráficos 
mostrados na Figura 9.8.4. 


Algumas vezes, funções novas de fato se originam como séries de potências, e as pro- 
priedades das funções são desenvolvidas trabalhando com suas representações em séries de 
potências. Por exemplo, as funções 


e (— ty x? xt xÉ 
ht) = =1 + Jee (4) 
2 22k (k1)2 2(1)2 "202 253? 
e 
o Z (=1)t x+ o x x? x5 
AG) = 2 HENKE D! 2 ZaDOD* FODOD 6) 


que são chamadas de funções de Bessel em homenagem ao matemático e astrônomo alemão 
Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846). Elas surgem naturalmente no estudo do movimento 
planetário e em vários problemas que envolvem fluxo de calor. 

Para encontrar o domínio dessas funções, precisamos determinar onde convergem as 
séries de potências que as definem. Por exemplo, no caso de Jo(x), temos 


UR 2441) 2% (kY)? 
= li = . 
P= e| ug | este 2DF D xd 
2 
= lim |—Ž— =0<1 
k> te [AR + 1? 


de modo que a série converge em todo x; isto é, o domínio de Jo(x) é (—%, +00). Deixamos 
como exercício mostrar que a série de potências de J;(x) também converge em todo x. Gráfi- 
cos gerados por computador de Jo(x) e Ji(x) estão apresentados na Figura 9.8.4. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.8 (Ver página 668 para respostas.) 


1. Se ftiver derivadas de todas as ordens em xo, então a série de o raio de convergência da série 52. 4(1/ NT) (x — 4 é 
Taylor de fem torno de x = xp é definida por 


(b) Sex = 3, temos 


k=0 “1 “a 
(1-4 = (1 
2. Como 
att ke Essa série converge ou diverge? 
pa 2kxk | 2hx| (c) Sex = 5, temos 
iod ência da série 7 o 2!xºé Diego 
o raio de convergência da série > ,.q 2'x* é . - Jk 2 Jk 
3. Como 
Essa série converge ou diverge? 
(GH (k + 1)! 3x E Ras RR ; 
lim = lim =0 (d) O intervalo de convergência da série infinita 
k> +% (3kxk)/k! k>+%»lk+1 


Deve-se 


o raio de convergência da série $`% _o(3*/k!)x* é 


4. (a) Como 
(x Att /Vk +1 
k>+e| (x — 4)k/Vk 


= lim 
k> +% 


J k 4 
k41% ) 


= |x — 4| 


EXERCÍCIOS 9.8 [F Recurso Gráfico [E] CAS 
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1-10 Use a notação de somatório para escrever a série de Maclaurin 
da função dada. E 


1. e™ 2. 6% 3. cos mx 4. sen mx 
1 
5. In(l +x) 6. 7. coshx 
l+x 
8. senhx 9. xsenx 10. xe! 


11-18 Use a notação de somatório para escrever a série de Taylor 
em torno de x = xo da função dada. E 


11. e; x=1 12. e; w= n2 
1 
13. —; -1 14. ——; =3 
x ba x+2 mo 
1 
15. sen mx; xo = 2 16. cosx; xo = 5 
17. Inx; w=1 18. In x; w=e 


19-22 Determine o intervalo de convergência da série de potências 
e encontre uma função conhecida que esteja representada pela série 
de potências naquele intervalo. E 


+-+ 
+*+. 
c++ 


2. 1-G4+)+HQ +33 (+) 
+(— Dx + 3)... 


19. L-ren 
20. 1+2 +x +. 
21. 14+4-D+(4—-22+ 


23. Suponha que a função f esteja representada pela série de 
potências 


xX X x? i p“ 
EEI t 


f(&œx)=1 274 8 + 


(a) Encontre o domínio def. (b) Encontre (O) e fl). 


24. Suponha que a função f esteja representada pela série de 
potências 
x-5 Q@-5? Re, 
300? 2 o 


fo) =1 


(a) Encontre o domínio def. (b) Encontre (3) e f(6). 


25-28 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


25. Se uma série de potências em x convergir condicionalmente 
em x = 3, então a série convergirá se |x| < 3 e divergirá se 
[x] => 3, 


26. O teste da razão é útil para determinar a convergência nas 
extremidades do intervalo de convergência de uma série de 
potências. 


27. A série de Maclaurin de uma função polinomial tem raio de 
convergência +%. 
e k 
28. A série se A converge se |x| < 1. 
k=0 ` 
29-50 Determine o raio de convergência e o intervalo de conver- 
gência. E 


œ k o 


29. 2o 30. X 34x 


k=0 k=0 k=0 
A AS Lat 
32. X z~% 33. > g 34. > Ink 
k=0 k=1 k=2 
o k Cd mk k+l 
E 36. 3) (e 
a kk + 1) e k+l 
si x* e (Cira 
37. Yen 38. X ——— 
k=1 vk k=0 (2k)! 
Z3 k - k+1 xt 
39. ca 40. Hi 
2 k!” 2 ) Eno? 
o xk o” x 
41. — 42. Dt — 
2L Tra 2 ) (2k + 1)! 
[o 3 k oo o k 
43. Y` (5) (x +5% 44. 3) EN 
k=0 k=0 


> = pra (e + DE ra — E 
45. 3 (1) E 46. He 1) e 


k=1 


2k+1 
47. Do ger ag 3 a ea 


k +4 = | 

nt (x — 1) Z (2x — 3 

49. 2 50. — 
> (Qk + 1)! 2. 42k 


51. Use o teste da raiz para determinar o intervalo de convergência de 


se k 


E ai 
k 

4 nk) 

52. Determine o domínio da função 


a 
(Qk — 2)! 


k=1 


-1); 


fœ) = 


53. Mostre que a série 


é a série de Maclaurin da função 


cos ; >0 
faja | AA x 
cosh y —x, 


[Sugestão: Use as séries de Maclaurin de cos x e cosh x para 
obter a série de cos /x, onde x > 0, e cosh /—x, onde x < 0.] 


ENFOCANDO CONCEITOS 


54. Se uma função f estiver representada por uma série de potên- 
cias em um intervalo, então os gráficos das somas parciais 
podem ser usados como aproximações para o gráfico de f. 
(a) Use um recurso gráfico para gerar o gráfico de 1/(1 — x) 
junto com o gráfico das quatro primeiras somas parciais 
da sua série de Maclaurin sobre o intervalo (—1, 1). 
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(b) Em termos gerais, onde é que os gráficos das somas 
parciais são mais precisos? 


55. Prove as afirmações: 
(a) Se ffor uma função par, então todas as potências ímpa- 
res de x na série de Maclaurin de f terão coeficiente 0. 
(b) Se ffor uma função ímpar, então todas as potências pa- 
res de x na série de Maclaurin de f terão coeficiente 0. 


56. Suponha que a série de potências 3” c(x — xo)* tenha raio 
de convergência R e que p seja uma constante não nula. O 
que podemos dizer sobre o raio de convergência da série de 
potências >: pck(x — xo)*? Explique seu raciocínio. [Su- 
gestão: Ver Teorema 9.4.3.] 


57. Suponha que a série de potências 3" ce(x — xo)º tenha 
um raio de convergência finito R e que a série de potên- 
cias >) d(x — xo)“ tenha um raio de convergência +o. 
O que podemos dizer sobre o raio de convergência de 
(ck + dy) (x — x0)*? Explique seu raciocínio. 


58. Suponha que a série de potências >) cr(x — xo)* tenha 
um raio de convergência finito R; e que a série de potên- 
cias >) d(x — xo)* tenha um raio de convergência finito 
Rz. O que podemos dizer sobre o raio de convergência de 
(ck + do(a — xo)*? Explique seu raciocínio. [Sugestão: 
O caso R; = R, requer atenção especial.] 


59. Mostre que se p for um inteiro positivo, então a série de potências 


5 (PH)! 
(k1)? 


k=0 


tem um raio de convergência igual a 1/p”. 


60. Mostre que se p e q forem inteiros positivos, então a série de 


potências 


3 (k + p)! x 
KE +q)! 


k=0 


tem um raio de convergência igual a +o. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.8 


fP (xo) 


A 3. (—00, +) 


4. (91 


NI =| 


(x — xo) 2 


(b) converge 


s Prove: 


(c) diverge 


« Mostre que a representação em série de potências da função de 


Bessel Ji(x) converge em todo x [Fórmula (5)]. 


. Aproxime os valores das funções de Bessel Jo(x) e Ji(x) em 


x = 1, cada um com quatro casas decimais de precisão. 


. Se a constante p na série p geral for substituída por uma variá- 


vel x com x > 1, então a função resultante é chamada de fun- 
ção zeta de Riemann e é denotada por 
41 
E) = E 


k=1 


(a) Seja s, a enésima soma parcial da série de (3,7). Deter- 
mine n tal que s, aproxime $(3,7) até duas casas decimais 
de precisão e calcule s, usando esse valor de n. [Sugestão: 
Use a desigualdade à direita no Exercício 36(b) da Seção 
9.4 com f(x) = 1/x%7.] 

(b) Determine se o seu CAS sabe calcular a função zeta de 
Riemann diretamente. Se souber, compare o valor produ- 
zido pelo CAS com o valor de s, obtido na parte (a). 


. Prove: Se limp. volci!t= Le L # 0, então 1/L é o raio de 


convergência da série de potências > 4.5 ggr”: 


. Prove: Se a série de potências >), ckx* tiver raio de conver- 


gência R, então a série >); q ckx” tem raio de convergência 


VR. 


Se o intervalo de convergência da série 
(o 0] k ~ LA 

Xio ce(x — xo)" for (xo — R, xo + R], então a série converge 

condicionalmente em xp + R. 


. Texto A função seno pode ser definida geometricamente a 


partir do círculo unitário ou analiticamente a partir de sua sé- 
rie de Maclaurin. Discuta as vantagens de cada representação 
quanto ao fornecimento de informações sobre a função seno. 


(d) [3, 5) 


9.9 CONVERGÊNCIA DE SÉRIES DE TAYLOR 


Nesta seção, investigaremos quando uma série de Taylor de uma função converge àquela 
função em algum intervalo e consideraremos como as séries de Taylor podem ser usadas 
para aproximar os valores de funções trigonométricas, exponenciais e logarítmicas. 


E O PROBLEMA DA CONVERGÊNCIA DE SÉRIES DE TAYLOR 


Lembre-se de que o enésimo polinômio de Taylor de uma função f em torno de x = xo tem a 
propriedade de que seu valor e os de suas n primeiras derivadas coincidem com aquelas de f 


É importante entender que o Proble- 
ma 9.9.1 se refere a mais do que sim- 
plesmente a convergência da série 
de Taylor de f ; o problema é saber 
se a série converge à própria função 
f. Na verdade, é possível que a série 
de Taylor de uma função f convirja a 
valores diferentes de f (x) com certos 
valores de x (ver Exercício 14). 
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em xo. Quando n cresce, cada vez mais derivadas vão coincidindo, portanto é razoável esperar 
que, com valores de x próximos de x,, os valores dos polinômios de Taylor devam convergir 
para o valor de f (x); isto é, 


É (k) 
fa) = lim 5º DO — xo) (1) 
k=0 ` 


Contudo, o enésimo polinômio de Taylor de f é a enésima soma parcial da série de Taylor de 


f, de modo que (1) é equivalente a afirmar que a série de Taylor de f converge no ponto x, e 


que a soma é f(x). Assim, somos levados a considerar o problema seguinte. 


9.9.1 PROBLEMA Dada uma função f que tem derivadas de todas as ordens em x = xo, de- 
termine se há um intervalo aberto contendo xo tal que f(x) seja a soma de sua série de Taylor 
em torno de x = xo em cada ponto do intervalo; isto é, 


o 


(k) 
a-y Ween 2) 


k! 
k=0 


com quaisquer valores de x do intervalo. 


Uma maneira de verificar que (1) vale é mostrar que 


X (k) 
lim | fœ ya ha xo)“ | =0 


n> +% 
k=0 


Contudo, a diferença que aparece do lado esquerdo dessa equação é o enésimo resto da série 
de Taylor [Fórmula (12) da Seção 9.7]. Assim, temos o resultado seguinte. 


9.9.2 TEOREMA A igualdade 


iad (k) 
ro =D amy 


k=0 


é verdadeira em um ponto x se, e somente se, lim R,(x) = 0. 
n> +% 


E ESTIMANDO O ENÉSIMO RESTO 


É relativamente raro poder provar diretamente que R,(x)—> 0 quando n> +. Geralmente, 
isso é provado indiretamente, obtendo cotas apropriadas de |R,(x)| e aplicando o Teorema 
do Confronto para Sequências. Uma dessas cotas superiores úteis é fornecida pelo Teorema 
da Estimativa do Resto (Teorema 9.7.4). Lembre-se de que esse teorema afirma que se M for 
uma cota superior para |f("*(x)| em um intervalo que contenha xo, então 


M n 
[R &Œ)| < cam i (3) 


em cada x desse intervalo. 
O seguinte exemplo ilustra como é aplicado o Teorema da Estimativa do Resto. 


> Exemplo 1 Mostre que a série de Maclaurin de cos x converge para cos x em cada x, isto é 


2k 2 4 6 


| k X 2 X x X a = 
ES Van ata a" dd 


670 Cálculo 


O método usado no Exemplo 1 pode 
ser facilmente modificado para pro- 
var que as séries de Taylor de sen x 
e cos x em torno de qualquer ponto 
x = Xp convergem para sen x e cos x, 
respectivamente, em cada x (Exer- 
cícios 21 e 22). Para referência, há 
uma lista de algumas das mais impor- 
tantes séries de Maclaurin na Tabela 
9.9.1, no final desta seção. 


Solução A partir do Teorema 9.9.2, devemos mostrar que R,(x) — 0 quando n — +% em 
cada x. Para isso, seja f(x) = cos x, de modo que, em cada x temos 


fOD = cosx ou fOD) = sen x 


Em todos os casos, temos |f("*(x)| < 1, logo podemos aplicar (3) com M = 1 e xo = O para 
concluir que 


0 < Ro) < E 
x ps, 
PE CE (4) 
Contudo, segue da Fórmula (5) da Seção 9.2 com n+1 em lugar do n e |x| em lugar de x que 
[E 
lim ——— =0 
n>+ (n+ 1)! (5) 


Usando esse resultado e o Teorema do Confronto para Sequências (Teorema 9.1.5), decorre 
de (4) que |R;(x)| — 0 quando n — +%; e, portanto, que R,(x) — 0 quando n — +% (Teo- 
rema 9.1.6). Como isso é verdadeiro em cada x, provamos que a série de Maclaurin de cos x 
converge para cos x em cada x. Isso está ilustrado na Figura 9.9.1, na qual podemos ver como 
as sucessivas somas parciais aproximam cada vez mais a curva da função cosseno. « 


Figura 9.9.1 


E APROXIMANDO FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Em geral, para aproximar o valor de uma função fem um ponto x usando uma série de Taylor, 
há duas questões básicas que devem ser respondidas: 


e Em torno de qual ponto x, a série de Taylor deveria ser expandida? 


e Quantos termos na série deveriam ser usados para alcançar a precisão desejada? 


Em resposta à primeira questão, xo precisa ser um ponto em que a derivada de f possa 
ser calculada facilmente, uma vez que esses valores são necessários para os coeficientes da 
série de Taylor. Além disso, se a função f estiver sendo calculada no ponto x, então xp deve 
ser escolhido tão próximo quanto possível de x, uma vez que as séries de Taylor tendem a 
convergir mais rapidamente próximas de xo. Por exemplo, para aproximar sen 3º(= 7/60 
radianos), seria razoável tomar xo = 0, pois 7/60 está próximo de O e as derivadas de sen x 
são fáceis de calcular em 0. Por outro lado, para aproximar sen 85º (= 177/36 radianos), 
seria mais natural tomar xo = 7/2, pois 177/36 está próximo de 7/2 e as derivadas de sen x 
são fáceis de calcular em 7/2. 

A resposta da segunda questão colocada acima, o número de termos necessários para 
obtenção de uma determinada precisão, deve ser determinada caso a caso. O próximo exem- 
plo fornece dois métodos para fazer isso. 


> Exemplo 2 Use a série de Maclaurin de sen x para aproximar sen 3º com precisão de 
cinco casas decimais. 
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Solução Na série de Maclaurin 


x 3 5 7 


E pÉ = fii 6 
RE 2 Vak O ata n" (6) 


se supõe que o ângulo x esteja em radianos (pois as fórmulas de diferenciação de funções tri- 
gonométricas são deduzidas com essa hipótese). Como 3° = 7/60 radianos, segue de (6) que 


x (7/60) (7/60) (7/60 
o 3 Pos q Te 


sen 3° = sen a ( (7) 
60 

Precisamos determinar quantos termos são necessários na série para obter uma precisão de 

cinco casas decimais. Vamos considerar duas abordagens possíveis, uma usando o Teorema 

da Estimativa do Resto (Teorema 9.7.4) e outra usando o fato de que (7) satisfaz as hipóteses 

do Teste da Série Alternada (Teorema 9.6.1). 


Método 1 (Teorema da Estimativa do Resto) 


Já que queremos obter cinco casas decimais de precisão, nosso objetivo é escolher n de tal modo 
que o valor absoluto do enésimo resto em x = 77/60 não exceda 0,000005 = 5 x 107, isto É; 


R, (5) < 0,000005 (8) 


Porém, se fizermos f (x) = sen x, então FD é + sen x ou + cos x e, em ambos os casos, 
HD] < 1 em cada x. Assim, tem-se a partir do Teorema da Estimativa do Resto com 
M = 1, xo = 0 e x = 7/60 que 


/ n+1 
Rn E) = E 


Assim, (8) estará satisfeita se escolhermos n de tal modo que 


(m/60)"+1 


(n + D! < 0,000005 
n ! 


Com a ajuda de uma calculadora, podemos verificar que o menor valor de n que satisfaz esse 
critério é n = 3. Assim, para obter a precisão de cinco casas decimais precisamos apenas dos 
termos até a terceira potência em (7). Obtemos, então, 


a = (7/60)? 
60 3! 


sen3º ~ ( ~ 0,05234 (9) 
(verifique). Para comparar, uma calculadora dá sen 3º = 0,05233595624, que coincide com 
(9) quando arredondado até a quinta casa decimal. 


Método 2 (O Teste da Série Alternada) 


Deixamos a cargo do leitor conferir que (7) satisfaz as hipóteses do teste da série alternada 
(Teorema 9.6.1). 

Seja s, a soma dos termos em (7) até inclusive a enésima potência de 7/60. Como os ex- 
poentes na série são inteiros ímpares, o inteiro n deve ser ímpar, e o expoente do primeiro termo 
não incluído na soma s, deve ser n + 2. Assim, tem-se a partir da parte (b) do Teorema 9.6.2 que 

(m / 60)"+2 


|sen 3° — s| < 
(n+ 2)! 


Isso significa que, para cinco casas decimais de precisão, devemos olhar para o primeiro in- 
teiro ímpar positivo tal que 
(m / 60)"+2 


TEEN < 0,000005 
n ! 
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Com a ajuda de uma calculadora, podemos verificar que o menor valor de n que satisfaz esse 
critério é n = 3. Isso coincide com o resultado obtido acima usando o Teorema da Estimativa 
do Resto e, portanto, leva à aproximação (9) como antes. < 


E ERRO DE TRUNCAMENTO E DE ARREDONDAMENTO 


Há dois tipos de erros que ocorrem quando computamos com séries. O primeiro, chamado de 
erro de truncamento, é o erro que resulta quando uma série é aproximada por uma soma parcial; 
e o segundo, chamado de erro de arredondamento, é o erro que surge em aproximações na com- 
putação numérica. Por exemplo, na nossa dedução de (9), tomamos n = 3 para manter o erro de 
truncamento abaixo de 0,000005. Contudo, para calcular a soma parcial tivemos de aproximar 7, 
desse modo introduzindo um erro de arredondamento. Se não tivéssemos tido cuidado na escolha 
da aproximação, o erro de arredondamento poderia facilmente ter degradado o resultado final. 

Os métodos para estimar e controlar o erro de arredondamento são estudados em um 
ramo da Matemática chamado de Análise Numérica. Entretanto, como um método empírico, 
para atingir a enésima casa decimal de precisão no resultado final, todo cálculo intermediário 
deve ter precisão de, no mínimo, n +1 casas decimais. Assim, em (9) são necessárias no mí- 
nimo seis casas decimais de precisão em 7 para alcançar a precisão de cinco casas decimais 
no resultado numérico final. Como uma questão prática, um bom procedimento operacional 
é realizar todos os cálculos intermediários com o número máximo de dígitos que sua calcula- 
dora conseguir e depois arredondar no final. 


E APROXIMANDO FUNÇÕES EXPONENCIAIS 


> Exemplo 3 Mostre que a série de Maclaurin de e* converge para e* em cada x, isto é, que 


de=) elpaki a DD (o<x<+o) 


Solução Seja f(x) = e, logo 
a 


Queremos mostrar que R,(x) — O quando n — +% em cada x no intervalo —% < x < +00, 
Entretanto, será útil aqui considerar os casos em que x < 0 e x > 0 separadamente. Se x < 0, 
então tomaremos o intervalo no Teorema de Estimativa do Resto (Teorema 9.7.4) como sen- 
do [x, 0] e, se x > 0, então tomaremos como sendo [0, x]. Como f” D(x) = e* é uma função 
crescente, tem-se que se c estiver no intervalo [x, 0], então 


[MH D(c)| < [fM+D(O)] — e? = 
e se c estiver no intervalo [0, x], então 
PA <= 
Assim, podemos aplicar o Teorema 9.7.4, com M = 1 no caso em que x < 0 e com M = e' no 
caso em que x > 0. Disso resulta 
jx”! 
0 <[Ræ@| < -a sex<s0 
(n+1)! 
jx rt! 


<|R, er 
Oslo 


sex > 0 

Assim, em ambos os casos segue de (5) e do Teorema do Confronto para Sequências que 
|Rn(2)] — 0 quando n — +, o que, por sua vez, implica que R,(x) —>0 quando n — «oo. 
Como isso é verdadeiro em cada x, provamos que a série de Maclaurin de e" converge para 
e" em cada x. «4 


No Exemplo 2 da Seção 9.6, afirma- 
mos sem provar que 


MZ = dl 


Este resultado pode ser obtido to- 
mando x = 1 em (10), mas, como já 
indicamos no texto, essa série con- 
verge lentamente demais para ter al- 
gum valor prático. 


James Gregory 
g (1638-1675) Mate- 
A mático e astrônomo 
escocês. Gregory, fi- 


~ lho de um pastor, foi 

rae famoso em sua épo- 
ca como o inventor do telescó- 
pio de reflexão, denominado 
gregoriano em sua homenagem. 
Embora ele não seja, em geral, 
considerado um grande matemá- 
tico, muitos dos seus trabalhos 
foram estudados por Leibniz e 
Newton e, sem dúvida alguma, 
influenciaram algumas de suas 
descobertas. Há um manuscrito 
descoberto postumamente que 
mostra que Gregory antecipou a 
série de Taylor bem antes de 
Taylor. 


[Imagem: http://en.wikipedia.org/wiki/ 
File:James_Gregory.jpeg] 
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Como a série de Maclaurin de e" converge para e" em cada x, podemos usar somas par- 
ciais da série de Maclaurin para aproximar potências de e com precisão arbitrária. Lembre-se 
de que, no Exemplo 7 da Seção 9.7, conseguimos utilizar o Teorema da Estimativa do Resto 
para determinar que o valor do nono polinômio de Maclaurin de e* em x = 1 dá uma aproxi- 
mação de e com precisão de cinco casas decimais: 


ERR RR RR O RR E 
CPC a a aa ag A 
E APROXIMANDO LOGARITMOS 
A série de Maclaurin 
x? x? xí 
hna Ee as =] <1 1 
n(1+x)=x ea o (-|<x<ãl) (10) 


é o ponto inicial para a aproximação do logaritmo natural. Infelizmente, a utilidade dessa 
série é limitada por sua convergência lenta e pela restrição — 1< x < 1. No entanto, se substi- 
tuirmos x por —x nesta série, obtemos 


x xo x! 
Ind = -l1 < 1 1 
nl — x) Er (C1 <x < 1) (11) 
e subtraindo (11) de (10), obtemos 
1l+x x x x! 
l =2 +++. —1 1 12 
T (+5 +5+5+ ) (—1<x< 1) (12) 


A série (12), obtida primeiramente por James Gregory em 1668, pode ser usada para calcular 
o logaritmo natural de qualquer número positivo y tomando 


_1l+x 
y= l—x 
ou, de modo equivalente, 
n (13) 
ren 
y+1 


e notando que —1 < x < 1. Por exemplo, para computar In 2, tomamos y = 2 em (13), do que 
resulta x = L, Substituir esse valor em (12) dá 


MO. | ua 


No Exercício 19, pediremos que o leitor mostre que uma precisão de cinco casas decimais 
pode ser obtida usando a soma parcial com termos até a décima terceira potência de +. Assim, 
com precisão de cinco casas decimais 


13 1\5 197 mB 


1 
In2=2 
n B 


3 3 5 7 13 


(verifique). Como comparação, uma calculadora dá In 2 ~ 0,69314718056, que coincide com 
a aproximação acima quando arredondado para 5 casas decimais. 


E APROXIMANDO r 
Na próxima seção, mostraremos que 


É a 


t = ela 
arc tg x =x 3 t3 7T 


CIS (15) 


Tomando x = 1, obtemos 


4 PE Re qe + 
T aeui e 
4 8 3 
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Seja f(x) = (1 + x)”. Verifique que 


fo=1 
fO =m 
f"O=mm-1) 


f” O) = mm — 1)(m — 2) 


SOOQ=mm-1)-m-k+D 


ou 


4/1 E + a + 
T= Di 
3 5 7 
Essa série famosa, obtida por Leibniz em 1674, converge tão lentamente que não possui qual- 
quer valor computacional. Um procedimento mais prático para aproximar 7 usa a identidade 


=arct arc t (16) 
as — + r pas 


que foi deduzida no Exercício 60 da Seção 0.4, no Volume 1. Usando essa identidade e a sé- 
rie (15) para aproximar arc tg 5 e arc tg L, o valor de x pode ser aproximado eficientemente 
com qualquer grau de precisão. 


E SÉRIE BINOMIAL 

Se m for um número real, então a série de Maclaurin de (1 + x)” é denominada série bino- 

mial; é dada por 

a 2, mm- Dm-2 3 ENR m(m—1):-(m—-k+1) + pa.. 
2! 3! k! 

No caso em que m for um inteiro não negativo, a função f(x) = (1 + x)” é um polinômio de 

grau m, portanto 


l+mx + 


FDO = [MO = 0) =... =0 
e a série binomial reduz-se à conhecida expansão binomial 
— 1 =1 =2 
C sã a Dm — A) 


2! 3! did 


m 
A+)” =1+mx+ 


que é válida com —% < x < 400, 
Pode-se provar que, se m não for um número inteiro não negativo, então a série bino- 
mial converge para (1 + x)” se |x| < 1. Assim, com tais valores de x 


—1 —D-(m-k+1 
Ata” = Itme PED... mm ) mi t lega (17) 
ou, em notação sigma, 
Z =i) (=k | 
a oy ) (m qr Da se |x|<1 (18) 
E k! 


> Exemplo 4 Determine a série binomial de 


1 1 
(a) nET (b) ET 


Solução (a) Uma vez que o termo geral da série binomial é complicado, o leitor pode con- 
siderar útil escrever alguns dos primeiros termos da série, como na Fórmula (17), para ver o 


padrão do desenvolvimento. Substituindo m = —2 nessa fórmula, temos 
a (=2)(-3) 
— = (1 ? =] 2)x 4 5 
UFa (1 +x) + (—2)x 3 X 
—2)(—3)(—4 —2)(—3)(—4)(—5 
(DEM 5, CDI 4, 
3! 4! 
31, 413 514 
ad q 


= 1 — 2x + 3x? — 4x? SE — 
= CD k + Dat 
k=0 


Pal) = 1 — 


Figura 9.9.2 
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Solução (b) Substituindo m = —> em (17), obtemos 


CDG- C-D? 


ley 24 de 
pe X PR] 
l+x H 3! 
1 ja Aaa 
S MA 2.31% 
a RD, 
=1+ 4 1) a < 


A Figura 9.9.2 mostra os gráficos das funções do Exemplo 4 comparadas com seu poli- 
nômio de Maclaurin de terceira ordem. 


E ALGUMAS SÉRIES DE MACLAURIN IMPORTANTES 

Para referência, a Tabela 9.9.1 lista a série de Maclaurin de algumas funções importantes, 
junto a uma especificação do intervalo no qual a série de Maclaurin converge para essas 
funções. Alguns desses resultados são deduzidos nos exercícios e outros na próxima seção, 
usando algumas técnicas especiais que desenvolveremos. 


Tabela 9.9.1 
ALGUMAS SÉRIES DE MACLAURIN IMPORTANTES 


INTERVALO DE 


SÉRIE DE MACLAURIN CONVERGÊNCIA 
A =D atstat A<x<l 
l-x 
k=0 
1 = kk 2,44 6 
= (ID x = 1 -xl xt + -lI <x< 1 
1 +x? Z 
O k 2 3 4 
Pe) a a a -00 < x < +0 
E k! ! ! 
% 2k+1 3 5 7 
k X = X X x s = 
sen x = 2 1) OKD! = 311 TUM œ < x <+% 
œ 2k 2 sá 6 
£ k x a x x aE 
pas 2l Dog ata a ES PRE SE RE 
20 k 2 3 4 
nqegeSCUMIE sp LÃ Dq 381 
á k 2 3 4 
2 2k+1 3 5 7 
arctgx= 5 ( t Ri e fase 
ea 2k+1 3 5 7 
h = x = p% + poA +e = 
senh x Ze Ga XE 31 117 œ < x < +% 
ce) é 2 4 6 
— xX = X X X mP 
cosh x = E cm tata B —%0 < xX < +% 
mm-1)- (m-k+1) | —I<x<lé 
1+9)” =1+ 
EE » k! ia (m*0,1,2,...) 


k=1 


O comportamento nas extremidades depende de m: se m > 0, a série converge absolutamente nas 
extremidades; se m <-1, a série diverge nas extremidades; e se —1 < m < 0, a série converge 
condicionalmente em x = 1 e diverge em x=-1. 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.9 (Ver página 677 para respostas.) 


com x no intervalo 


EXERCÍCIOS 9.9 [FY Recurso Gráfico [E] CAS 


4. Se m for um número real que não é um número inteiro não 
negativo, então a série binomial 


1+% — 
k=1 


converge para (1 + x)” se |x| < 


1. Use o Teorema da Estimativa do Resto e o método do Exem- 
plo 1 para provar que a série de Taylor de sen x em torno de 
x = 7/4 converge para sen x em qualquer x. 


2. Use o Teorema da Estimativa do Resto e o método do Exem- 
plo 3 para provar que a série de Taylor de e* em torno de x = 1 
converge para e* em qualquer x. 


3-10 Aproxime o valor funcional dado conforme indicado e veri- 
fique seu trabalho comparando sua resposta com o valor funcional 
produzido diretamente por um recurso computacional. W 


3. Aproxime sen 4º com precisão de cinco casas decimais usando 
ambos os métodos dados no Exemplo 2. 


4. Aproxime cos 3º com precisão de três casas decimais usando 
ambos os métodos dados no Exemplo 2. 


5. Aproxime cos 0,1 com precisão de cinco casas decimais usan- 
do a série de Maclaurin de cos x. 


6. Aproxime arc tg 0,1 com precisão de três casas decimais usan- 
do a série de Maclaurin de arc tg x. 


7. Aproxime sen 85º com precisão de quatro casas decimais 
usando uma série de Taylor apropriada. 


8. Aproxime cos (— 175º) com precisão de quatro casas decimais 
usando uma série de Taylor. 


9. Aproxime senh 0,5 com precisão de três casas decimais usando 
a série de Maclaurin de senh x. 


10. Aproxime cosh 0,1 com precisão de três casas decimais usando 
a série de Maclaurin de cosh x. 


11. (a) Use a Fórmula (12) do texto para determinar uma série que 
convirja para In 1,25. 

(b) Aproxime In 1,25 usando os dois primeiros termos da sé- 
rie. Arredonde sua resposta até três casas decimais e com- 
pare o resultado com aquele produzido diretamente por 
uma calculadora. 


12. (a) Use a Fórmula (12) para determinar uma série que convir- 
ja para In 3. 

(b) Aproxime In 3 usando os dois primeiros termos da série. 
Arredonde sua resposta até três casas decimais e compa- 
re o resultado com aquele produzido diretamente por uma 
calculadora. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


13. (a) Use a série de Maclaurin de arc tg x para aproximar, 

com três casas decimais de precisão, arc tg 5 e arc tg L 

(b) Use os resultados da parte (a) e a Fórmula (16) para 
aproximar 7. 

(c) Como garantir que o resultado em (b) seja preciso até a 
terceira casa decimal? Explique seu raciocínio 

(d) Compare sua resposta da parte (b) com aquela produzi- 
da por uma calculadora. 


14. A proposta deste exercício é mostrar que a série de Taylor 
de uma função f pode convergir para um valor diferente de 
f(x) com certos valores de x. Seja 


e1? x #0 
fœ) = 0, an 
(a) Use a definição de derivada para mostrar que f’ (0) = 0. 
(b) Com alguma dificuldade, pode-se mostrar que f™(0) = O 
com n > 2. Admitindo esse fato, mostre que a série de 
Maclaurin de f converge em cada x, mas converge para 
f(x) somente no ponto x = 0. 


415. (a) Determine uma cota superior para o erro que pode resultar 


16. 


se cos x for aproximado por 1 — (x2/21) + (x*/4!) no inter- 
valo [—0,2: 0,2]. 
(b) Verifique sua resposta na parte (a) fazendo o gráfico de 


sobre o intervalo. 


(a) Determine uma cota superior para o erro que pode re- 
sultar se In(l + x) for aproximado por x no intervalo 
[-0,01; 0,01]. 

(b) Verifique sua resposta na parte (a) fazendo o gráfico de 


Ind +x) — x| 


sobre o intervalo. 


17. 


18. 


19. 


Use a Fórmula (17) da série binomial para obter a série de Ma- 
claurin de 
1 


O TFF 


(a) b) YVI Fx 


l+x 


Se m for qualquer número real e k for um inteiro não negativo, 
então definimos o coeficiente binomial 


m i m\ 
a pelas fórmulas (3) =le 


m m(m— Dim —2)---(m—k+1) 
(1) = i 


se k > 1. Expresse a Fórmula (17) do texto em termos de coe- 
ficientes binomiais. 


Neste exercício, usaremos o Teorema da Estimativa do Resto 
para determinar o número de termos que são necessários na 
Fórmula (14) para aproximar In 2 com cinco casas decimais de 
precisão. Para esse propósito, seja 


fo) = EE =im0 +) ln(1— x) (—1 <x < 1) 
(a) Mostre que 
(n+1) CD 1 
f =| Tom ji =x) 


(b) Use a desigualdade triangular [Teorema 0.1.4(d), do Vo- 
lume 1] para mostrar que 


1 
C+D) <a! + 
If E (1 — x)”+! 
(c) Uma vez que queremos obter até cinco casas decimais de 
precisão, nosso objetivo é escolher n de tal forma que o 


valor absoluto do enésimo resto em x = $ não exceda o 
valor 0,000005 = 0,5 x 1075; isto é, |Rņ„ (+)| < 0,000005. 
Use o Teorema da Estimativa do Resto para mostrar que 


essa condição é satisfeita se n for escolhido tal que 


M 1 n+l 
mD (3) < 0,000005 
n $ 


ad +) 


onde |f+(x)| < M sobre o intervalo [0, 5]. 
Use o resultado da parte (b) para mostrar que M pode ser 
tomado como 


(d) 


20. 


21. 


22. 


23. 
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(e) Use o resultado das partes (c) e (d) para mostrar que até cin- 
co casas decimais de precisão serão obtidas se n satisfizer 


1 1 n+1 1 n+l 
= + | — < 0,000005 
n+1 3 2 


e, então, mostrar que o menor valor de n que satisfaz essa 
condição é n = 13. 


Use a Fórmula (12) e o método do Exercício 19 para aproximar 
In (3) com cinco casas decimais de precisão. Então, verifique 
seu trabalho comparando a sua resposta com aquela produzida 
diretamente de uma calculadora. 


Prove: A série de Taylor de cos x em torno de qualquer ponto 
x = xo converge para cos x em cada x. 


Prove: A série de Taylor de sen x em torno de qualquer ponto 
x = xo converge para sen x em cada x. 

Pesquisas têm mostrado que a proporção p da população com 
QI (Quociente de Inteligência) entre œ e 8 é aproximadamente 


1 B 1 ( x100)? 
= e? CT dx 
á 16,27 f 


Use os três primeiros termos diferentes de zero de uma série de 
Maclaurin apropriada para estimar a proporção da população 
que tem QI entre 100 e 110. 


. (a) Em 1706, o astrônomo e matemático britânico John Ma- 


chin descobriu a seguinte fórmula para 7/4, chamada de 
fórmula de Machin: 


T 4 1 1 
o arc tg 5 arc tg 339 
Use um CAS para aproximar 7/4 usando a fórmula de 
Machin com até 25 casas decimais. 
(b) Em 1914, o brilhante matemático indiano Srinivasa Rama- 
nujan (1887-1920) mostrou que 


1 8 «À (4k)!(1.103 + 26.390k) 
3 


a 4 4k 
x 9801 = (k!)*396 


Use um CAS para calcular as primeiras quatro somas par- 
ciais nessa fórmula de Ramanujan. 


xk k 


1. (=1)} 


k 
X X 
2: 3 GDS i] 4. 
20 A (—1) 7» no 


k! 


mm- (ig sa OR 
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9.10 DERIVAÇÃO E INTEGRAÇÃO DE SÉRIES DE POTÊNCIAS; MODELANDO 
COM SERIES DE TAYLOR 


Nesta seção, discutiremos métodos para encontrar séries de potências de derivadas e 
integrais de funções; abordaremos também alguns métodos práticos para encontrar séries 
de Taylor que podem ser usados em situações nas quais é difícil ou impossível encontrar a 
série diretamente. 


E DERIVANDO SÉRIES DE POTÊNCIAS 
Iniciaremos considerando o problema seguinte. 


9.10.1 PROBLEMA Suponha que uma função f seja representada por uma série de po- 


tências em um intervalo aberto. Como poderíamos usar a série de potências para encontrar 
a derivada de f nesse intervalo? 


A solução para esse problema pode ser motivada considerando a série de Maclaurin de 
sen x: 


E a E 


senz =x a qo (—œ < x < +0) 
Naturalmente, já sabemos que a derivada de sen x é cos x; entretanto, estamos interessados 
aqui em usar a série de Maclaurin para concluir isso. A solução é simples — tudo o que preci- 
samos fazer é derivar, termo a termo, a série de Maclaurin e observar que a série resultante é 
a série de Maclaurin de cos x: 


d x3 x5 x! 2 4 xê 
= z zalai ga 
=|: tao a” | a 
x? xí xê 
miSa a de o Sann 


Aqui está outro exemplo. 


3! 
2 3 2 3 


Ed ao qdo 1 e 
=i 4344 tee = ta A o 


d i]= é 1+ y E om 
Lie te Fo e 
dx dx 


A computação precedente sugere que, se uma função f estiver representada por uma 
série de potências em um intervalo aberto, então a representação de f’ por uma série de po- 
tências naquele intervalo aberto pode ser obtida derivando termo a termo a série de potências 
de f. Isso está enunciado mais precisamente no seguinte teorema, o qual daremos sem prova. 


9.10.2 TEOREMA (Diferenciação de Séries de Potências) Suponha que uma função 
festeja representada por uma série de potências em x — xo que tenha um raio de conver- 
gência R não nulo; isto é, 


f)=D rx (Go-R<x<x+R) 
k=0 
Então: 


(a) A função f é diferenciável no intervalo (xo — R, xo + R). 


Veja o Exercício 45 para uma relação 


entre Jo(x) e Ji(x). 


OBSERVAÇÃO 
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(b) Se a representação de f por uma série de potências for derivada termo a termo, en- 
tão a série resultante terá raio de convergência R e convergirá para f' no intervalo 
(xo — R, xo + R); isto é, 


o 


d 
PO) => lua) Go-R<x<x+R) 
k=0 


Esse teorema tem uma importante implicação sobre a diferenciabilidade de funções que 
estão representadas por séries de potências. De acordo com o teorema, a série de potências de 
f’ tem o mesmo raio de convergência que a série de potências de f, e isso significa que o teo- 
rema pode voltar a ser aplicado para f’ no lugar de f. Contudo, se fizermos isso, concluímos 
que f” é diferenciável no intervalo (xo — R, xo + R), e a série de potências de f” tem o mesmo 
raio de convergência que a série de potências de f e f’. Podemos agora repetir esse processo 
indefinidamente, aplicando o teorema sucessivamente para f”, f”,...,f(,... para concluir 
que f tem derivadas de todas as ordens no intervalo (xọ — R, xo + R). Assim, estabelecemos 
o seguinte resultado. 


9.10.3 TEOREMA Se uma função f puder ser representada por uma série de potências 


em x — xo com um raio de convergência R diferente de zero, então f terá derivadas de to- 
das as ordens no intervalo (xo — R, xo + R). 


Resumindo, apenas uma função “bem comportada” pode ser representada por uma série de 
potências; isto é, se uma função f não possuir derivadas de todas as ordens em um intervalo 
(xo — R, xo + R), então a função não pode ser representada por uma série de potências em 
x — xonaquele intervalo. 


> Exemplo 1 Na Seção 9.8, mostramos que a função de Bessel Jo(x) é representada pela 
série de potências 


ne (— ty 
HO =) or (1) 


com raio de convergência +% [ver Fórmula (4) daquela seção e a discussão relacionada]. 
Desse modo, Jo(x) tem derivadas de todas as ordens no intervalo (—%, +20), e estas podem ser 
obtidas derivando a série termo a termo. Por exemplo, se escrevermos (1) como 


(— Dx 2k 
Jo) =1 o TIE 
e derivarmos termo a termo, obteremos 
, e (— D* (2x1 e (— ty 2-1 
Jhe) = D K2 = 2k17] | 
=| 22 (k!) = 2 k!(k — 1)! 


Nos cálculos desse exemplo, usamos algumas técnicas que devem ser ressaltadas. Primeiramente, quando 
uma série de potências é expressa em notação sigma, a fórmula para o termo geral da série muitas vezes não 
está em uma forma que possa ser usada para derivar o termo constante. Assim, se a série tem termo constante 
diferente de zero, como aqui, é geralmente uma boa ideia separá-lo da soma antes de derivar. Em segundo lu- 
gar, observe como simplificamos a fórmula final cancelando o fator k de um dos fatoriais no denominador. Isso é 
uma técnica de simplificação padrão. 
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E INTEGRANDO SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Uma vez que a derivada de uma função que está representada por uma série de potências 
pode ser obtida derivando a série termo a termo, não deveria ser surpreendente que uma an- 
tiderivada da função representada por uma série de potências possa ser obtida integrando a 
série termo a termo. Por exemplo, sabemos que sen x é uma antiderivada de cos x. Aqui está 
o resultado obtido pela integração termo a termo da série de Maclaurin de cos x: 


E AR 
[essas [1-5 45 it] dx 


x? x5 x! 
| TOE 


E | +c 
E E 
=|x-=-> +z e ACen +C 
A mesma ideia aplica-se a integrais definidas. Por exemplo, integrando diretamente 


temos 


{ 


t dy T T 
=arctgx| = arctgl— arc tg 0 = — — 0 = — 
0 1 T x? 0 4 4 
e mostraremos mais adiante nesta seção que 
fes + 
40 3 5 7 (2) 


Assim, 


a dx i e. (S 
olg 3 5 7 


Aqui está como esse resultado pode ser obtido integrando termo a termo a série de Maclaurin 
de 1/(1 + x?) (ver Tabela 9.9.1): 


1 d 1 
0 0 


II 
| 
| 
4 
| 
| 
| 
+ 


A computação precedente é justificada pelo teorema seguinte, o qual daremos sem prova. 


Os Teoremas 9.10.2 e 9.10.4 nos 
dizem como usar uma representa- 
ção em série de potências de uma 
função f para obter representações 
em séries de potências de f'(x) e de 
i f(x)dx que tenham o mesmo raio de 
convergência de f. Contudo, os inter- 
valos de convergência dessas séries 
podem não ser os mesmos porque 
seu comportamento de convergência 
pode ser diferente nas extremidades 
do intervalo. (Ver Exercício 25 e 26.) 


9.10.4 TEOREMA (Integração de Séries de Potências) Suponha que uma função f 
esteja representada por uma série de potências em x — xo que tenha um raio de conver- 
gência R não nulo; isto é, 


fa) =J car (o= R <x < xo R) 
k=0 


(a) Se a série de potências que representa f for integrada termo a termo, então a série 
resultante terá um raio de convergência R e convergirá para uma antiderivada de 
f(x) no intervalo (xo — R, xo + R); isto é, 


[toras -D e-o] ro (xo— R < x < xo + R) 
k=0 


O Teorema 9.10.6 nos diz que não 
importa como chegamos a uma re- 
presentação de uma função f em sé- 
rie de potências, quer seja por subs- 
tituição, diferenciação, integração ou 
por alguma manipulação algébrica, 
aquela série será a série de Taylor de 
fem torno de x = xo, desde que con- 
virja para f em algum intervalo aberto 
contendo xo. 
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(b) Sea e B forem pontos do intervalo (xo — R, xo + R) e se a representação de fem série 
de potências for integrada termo a termo de q até p, então a série numérica resul- 
tante convergirá absolutamente no intervalo (xo — R, xo + R) e 


6 2 pre 
[toa] [ ex = xo" dx | 


k=0 


E REPRESENTAÇÕES POR SÉRIES DE POTÊNCIAS DEVEM SER 

SÉRIES DE TAYLOR 
Com muitas funções, é difícil ou impossível encontrar as derivadas que são exigidas para 
obter uma série de Taylor. Por exemplo, para encontrar a série de Maclaurin de 1/(1 + x?) 
diretamente, seriam necessárias algumas computações entediantes de derivada (tente fazer 
isso). Um método mais prático é substituir —x? em x na série geométrica 


1 
1—x 


=ipr4r dg ques (—1<x< 1) 


para obter 


1 
1+x? 


8 


=1-—x? +x -xf +x 


Entretanto, há duas questões que exigem cuidado com esse procedimento: 


e Onde é que a série de potências que obtivermos para 1/(1 + x?) realmente converge 
para 1/(1 +22)? 


e Como saber que a série de potências obtida é, realmente, a série de Maclaurin de 
1/0 +x? 


A primeira questão é fácil de resolver. Uma vez que a série geométrica converge para 
1/(1 — x) se |x| < 1, a segunda série convergirá para 1/(1 + x°) se |—x°| < 1 ou jx?| < 1. 
Contudo, isso é verdadeiro se, e somente se, |x| < 1, portanto a série de potências que obtive- 
mos da função 1/(1 + x?) converge para esta função se —1 < x < 1. 

A segunda questão é mais difícil de responder e conduz-nos para o seguinte problema geral. 


9.10.5 PROBLEMA Suponha que uma função f esteja representada por uma série de 


potências em x — xo que tenha raio de convergência diferente de zero. Qual relação existe 
entre a dada série de potências e a série de Taylor de fem torno de x = xo? 


A resposta é que elas são a mesma; e aqui está o teorema que prova isso. 


9.10.6 TEOREMA Se uma função f estiver representada por uma série de potências em 


x — xo em algum intervalo aberto contendo xo, então essa série de potências será a série 
de Taylor de fem torno de x = xo. 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que 
fo) = co + ci — xo) +elx— xP +++ ea axgt+-- 


com qualquer x em algum intervalo aberto contendo xo. Para provar que isso é a série de 
Taylor de fem torno de x = xo, devemos mostrar que 


fE a0) 
| 


k= 0,152; 3 uau 
k! 


Ck = 
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Contudo, a hipótese de que a série converge para f(x) em um intervalo aberto contendo xo ga- 
rante que o raio de convergência R é diferente de zero; consequentemente, podemos derivar 
termo a termo de acordo com o Teorema 9.10.2. Assim, 


fŒ) = co + ci (x — xo) + c2(x — xo)? + calx — xo)? + calx — xo)! +. 
fo) = c1 +2e(x — xo) + 3c3(x — xo)? + 4c4(x — xo)? +- 

F"œ) = 212 + (3 - 2)c3(x — xo) + (4: 3)calx — xo)? +- 

F"E) =3lcs + A3 Dea — xo) +++ 


Substituindo x = xo, todas as potências de x — xo desaparecem, deixando 


fx) =co f'o) =c, f") = 2!czn f"(x0) = 3!c3,... 


das quais obtemos 


Fe) f" 


co = f(xo), c = flo. c F 3 3 


Ss... 


mostrando que os coeficientes co, C1, c2,... são precisamente os coeficientes da série de Taylor 
em torno de xo de f(x). E 


E ALGUMAS MANEIRAS PRÁTICAS PARA ENCONTRAR SÉRIES DE TAYLOR 


> Exemplo 2 Encontre a série de Taylor da função dada em torno do ponto x dado. 
1 
(Ve), xw=0  (b)lnx, xw=1  (@ =, xw=1 
x 


. + + 2. . pn FS . . 
Solução (a) A maneira mais simples de encontrar a série de Maclaurin de e“ é substituir 
x por —xº na série da Maclaurin 


*=1 x x x 3 
para obter 
, 2 E E i 
n a a 


Como (3) converge em cada valor de x, o mesmo ocorre com a série de e”, 
Solução (b) Começamos com a série de Maclaurin de In(1 + x), que pode ser encontrada 
na Tabela 9.9.1: 


2 x? xí 


x 
atos (—I<x<l) 

Substituindo x por x — 1 nessa série, obtemos 

x — 1)? x— 1 x— 1 

( E a ( e 

Como a série original converge com —1 < x < 1, o intervalo de convergência de (4) será 

—l<x—1I<1ou, equivalentemente, O < x < 2. 


ln(1 + [x — 1) = Inx = (x — 1) 


(4) 


Solução (c) Como 1/x é a derivada de In x, podemos derivar a série de In x encontrada em 
(b) para obter 


a 2x—-D) 3Ix-1? AR cs 
x 2 3 4 


=1-&œ-1)+@ -17 -@- D+- (5) 


OBSERVAÇÃO 
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Pelo Teorema 9.10.2, sabemos que o raio de convergência de (5) é igual ao de (4), que é 
R = 1. Assim, o intervalo de convergência de (5) deve ser, pelo menos, O < x < 2. Como os 
comportamentos de (4) e (5) podem diferir nas extremidades x = 0 e x = 2, devemos conferir 
isso separadamente. Quando x = 0, (5) torna-se 


1=(-D+(IP=(IP+e=1+1+1+1+--- 
que diverge pelo teste da divergência. Analogamente, quando x = 2, (5) torna-se 
1=1+1?- 1+- =1-1+1-1+- 


que também diverge pelo teste da divergência. Assim, o intervalo de convergência de (5) é 
0<x<2. E 


> Exemplo 3 Determine a série de Maclaurin de arc tg x. 


Solução Seria tedioso encontrar a série de Maclaurin diretamente. O melhor método é co- 
meçar com a fórmula 


1 
[mas = arc tgx + C 
e integrar a série de Maclaurin 


1 
l+x2 


=] =p 4x") pg” as (A <x < 1) 


termo a termo. Disso resulta 


1 
l+ x? 


acigx+C= f dx= [l-13 +at -+a o oder 


ou 


a E 
tge x = | aa C 
arc tg x |+ 3 + 5 7 9 | 


A constante da integração pode ser calculada substituindo x = 0 e usando a condição arc tg 0 = 
0. Isso dá C = 0, e assim 
xX x x x 
arc tgx =x 3 no (—1 <x < 1) (6) 
< 


Observe que nem o Teorema 9.10.2 nem o Teorema 9.10.3 voltam-se para o que acontece nas extremidades 
do intervalo de convergência. Entretanto, pode ser provado que se a série de Taylor de f em torno de x = xo 
convergir para f(x) em todo x no intervalo (xo — R, xo + R), e se a série de Taylor convergir na extremidade direi- 
ta xo + R, então o valor para o qual converge naquele ponto será o limite de f(x) quando x — xo + R pelo lado 
esquerdo; e se a série de Taylor convergir na extremidade esquerda xo — R, então o valor para o qual converge 
naquele ponto será o limite de f(x) quando x — xp — R pelo lado direito. 

Por exemplo, a série de Maclaurin de arc tg x dada em (6) converge em x = —1 e em x = 1, uma vez que 
as hipóteses do teste da série alternada (Teorema 9.6.1) estão satisfeitas naqueles pontos. Assim, a continuida- 
de de arc tg x sobre o intervalo [—1, 1] implica que, em x = 1, a série de Maclaurin converge para 


lim arc tg x = arc tg 1 = 


x> 17 


eemx=-1 converge para 


lim arctgx =arctg(—1) = 


x>—1 


Isso mostra que a série de Maclaurin de arc tg x converge, de fato, para arc tg x no intervalo fechado —1 < x < 1. 
Além disso, a convergência em x = 1 fornece a Fórmula (2). 
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Quais vantagens o método do Exem- 
plo 4 tem sobre a regra de Simpson? 
Quais são as desvantagens? 


E APROXIMANDO INTEGRAIS DEFINIDAS USANDO SÉRIES DE TAYLOR 
As séries de Taylor fornecem uma alternativa para a regra de Simpson e outros métodos nu- 
méricos para aproximar integrais definidas. 


> Exemplo 4 Aproxime a integral 


1 
2 
[tar 
0 


com três casas decimais de precisão expandindo o integrando em uma série de Maclaurin e 
integrando termo a termo. 


Solução Vimos no Exemplo 2(a) que a série de Maclaurin de e é 


Portanto, 


x? x’ x? x? 
=f 350) 76) 94) l 
od E al 
ER 73 9A 
(—1)* 
k+ DX! 


k=0 


Como essa série satisfaz evidentemente as hipóteses do teste da série alternada (Teorema 
9.6.1), tem-se a partir do Teorema 9.6.2 que se aproximarmos a integral por s, (a enésima 
soma parcial da série), então 


1 
=: 
[ex ax 5 

0 


Assim, para três casas decimais de precisão, devemos escolher n tal que 


1 
—— > <0,0005=5x 10 
(2n + 3)(n + 1)! 


1 1 
< = 


Bn+DAHUGAD!O ë a++3)n+1)! 


Com a ajuda de uma calculadora, podemos mostrar que o menor valor de n que satisfaça essa 
condição é n = 5. Assim, o valor da integral com três casas decimais de precisão é 


E 1 1 1 1 1 
e“ dx=1 3 + + a (0,747 
0 


5.2! 7.31 9.41 11.5! 


Para comparar, uma calculadora com capacidade de integração numérica produziu a apro- 
ximação 0,746824, que coincide com nosso resultado quando arredondado até três casas 
decimais. < 


E ENCONTRANDO SÉRIES DE MACLAURIN POR MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO 
Os seguintes exemplos ilustram algumas técnicas algébricas que são úteis, às vezes, para en- 
contrar séries de Taylor. 


> Exemplo 5 Encontre os três primeiros termos diferentes de zero na série de Maclaurin 
~ 2 
de função f(x) =e “ arc tg x. 


= Da a nad 
Eg 
ii x x 
p= to 
5 
gu% 
= + — — 
x-x 2 
3 5 7 
x x x 
— — + — — — +. 
3 3 6 
5 7 
X x 
— — — +. 
5 5 
4.3,31.5 
d= q +50" 
Ñ x Wo x 
x + 1 
6 120 2 24 
DA x x 2% 
x e x+ 4 + 
2 24 3 15 
xÑ x 
=- + 
3 30 
Ñ w 
3 6 
D’ 
15 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um CAS, use 
o recurso de multiplicar e dividir po- 
linômios para efetuar as contas dos 
Exemplos 5 e 6. 


Figura 9.10.1 
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X 


Solução Usando as séries de e” “e arc tg x obtidas nos Exemplos 2 e 3, temos 


-x ct i TEA x? Ra 
e XxX = — X — — us o Re Sos 
8 2 q "3 


Multiplicando, como mostrado na margem, obtemos 


s 3,315 
e” arctgx =x- zx + =X >» 
3 30 
Podem ser obtidos mais termos na série incluindo mais termos nos fatores. Além disso, pode- 
mos provar que a série obtida por esse método converge em cada ponto na interseção dos inter- 
valos de convergência dos fatores (e, possivelmente, em um intervalo maior). Assim, podemos 
ter certeza de que a série obtida converge em todo x do intervalo —1 < x < 1 (por quê?). < 


> Exemplo 6 Encontre os três primeiros termos diferentes de zero na série de Maclaurin 
de tg x. 


Solução Usando os três primeiros termos na série de Maclaurin de sen x e cos x, podemos 
expressar tg x como 


x2 x5 
i senx “3 E SL 
p = 
g cos x x xt 
<ta 
Dividindo, como mostrado na margem, obtemos 
t + a + a + <q 
X = X — — En 
£ SE 


E MODELANDO LEIS FÍSICAS COM SÉRIES DE TAYLOR 


As séries de Taylor fornecem uma importante maneira de modelar leis físicas. Para ilustrar a 
ideia, consideremos o problema de modelar o período de um pêndulo simples (Figura 9.10.1). 
Conforme explicado no Exercício 5 da Seção Estabelecendo Conexões do Capítulo 7, no Vo- 
lume 1, o período T de um tal pêndulo é dado por 


L x/2 1 
T=4 d 7 
JE V1 -k sen? b $ o 


L = comprimento da haste 


onde 


g = aceleração da gravidade 
k = sen (09/2), onde 6o é o ângulo inicial do deslocamento em relação à vertical 


A integral, que é chamada de integral elíptica completa de primeira espécie, não pode ser 
expressa em termos de funções elementares e é frequentemente aproximada por método nu- 
méricos. Infelizmente, os valores numéricos são tão específicos que, muitas vezes, dão pouca 
luz sobre princípios físicos gerais. Entretanto, se expandirmos o integrando (4) em uma série 
de Maclaurin e integrarmos termo a termo, poderemos gerar uma série infinita que poderá ser 
usada para construir vários modelos matemáticos para o período T, que propiciam um maior 
entendimento do comportamento do pêndulo. 

Para obter a série de Maclaurin do integrando, substituimos x por —k? sen? q na série 
binomial de 1/,/1 + x, que foi deduzida no Exemplo 4(b) da Seção 9.9. Fazendo isso, pode- 
mos reescrever (7) como 


L Je? Dag og. ED go de o Dc 
r=4/E[ [1+3 sen $ + at sen" o + 733] k’ sen b+] dó (8) 
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O ACE STOCK LIMITED/Alamy 

O entendimento do movimento de um 

pêndulo desempenhou um papel cru- 

cial no avanço da medição precisa do 

tempo, com o desenvolvimento do re- 

lógio de pêndulo no século XVII. 
(verifique). 


Se integrarmos termo a termo, então poderemos produzir uma série de Maclaurin que con- 
virja para o período T. Entretanto, um dos casos mais importantes do movimento do pêndulo 
simples ocorre quando o deslocamento inicial é pequeno; nesse caso, todos os deslocamentos 
subsequentes são pequenos, e podemos supor que k = sen(09/2) = 0. Nesse caso, esperamos 
que a convergência da série de Maclaurin para T seja rápida, e podemos aproximar a soma da 
série cancelando todos menos o termo constante de (8). Isso resulta em 


T=2m [À (9) 
g 


que é chamado de modelo de primeira ordem de T ou o modelo para pequenas vibrações. 
Esse modelo pode ser aperfeiçoado usando mais termos da série. Por exemplo, se usarmos os 
dois primeiros termos da série de Maclaurin, obteremos o modelo de segunda ordem 


2 
T=2x (145) (10) 


g 4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.10 (Ver página 689 para respostas.) 


1. A série de Maclaurin de e“ obtida com a substituição de x por 


—x? na série 
E S Z ae x? x2 
FSL = (14245 +e) (145+5+ ) 
k=0 ! 2 3 
Eur = k=0 = + x+ x? + 
2 o Sent = + x 4. Suponha que f(1) = 4 e f'(x) = D (a (x — D* 
dx = k * SUP q = = - (+ DI 
+ x? + x? + (a) f'o = 
- > b) fa) = E (1) 
t=0 + G-12+ G-13+ 
= $ D 
k=1 
EXERCÍCIOS 9.10 [e]cas 
1. Em cada parte, obtenha a série de Maclaurin de função fa- (a) Ihn (1 — x) (b) Iin (1 +?) 


zendo uma substituição apropriada na série de Maclaurin de 
1/(1 — x). Inclua o termo geral na sua resposta e dê o raio de 
convergência da série. 


1 1 1 1 
b d 
l+x (b) 1] — x? © 1-2x (dE 


(a) 


2. Em cada parte, obtenha a série de Maclaurin da função fa- 
zendo uma substituição apropriada na série de Maclaurin de 
In(1l + x). Inclua o termo geral na sua resposta e dê o raio de 
convergência da série. 


(c) In(1 + 2x) (d) In(2 + x) 


. Em cada parte, obtenha os quatro primeiros termos diferentes 


de zero da série de Maclaurin da função, fazendo uma subs- 
tituição apropriada em uma das séries binomiais obtidas no 
Exemplo 4 da Seção 9.9. 


(a) Q +? b) 1-3)? 


. (a) Use a série de Maclaurin de 1/(1 — x) para encontrar a sé- 


rie de Maclaurin de 1/(a — x), onde a 0, e dê o raio de 
convergência da série. 


(b) Use a série binomial de 1/(1 + x)? obtida no Exemplo 4 
da Seção 9.9 para encontrar os quatro primeiros termos di- 
ferentes de zero da série de Maclaurin de 1/(a + x)”, onde 
a + 0, e dê o raio de convergência da série. 


5-8 Obtenha os quatro primeiros termos diferentes de zero da sé- 
rie de Maclaurin da função, fazendo uma substituição apropriada 
numa série de Maclaurin conhecida e efetuando qualquer operação 
algébrica que for necessária. Dê o raio de convergência da série. EH 


5. (a) sen2x (b) e™ (o) e? (d) x? cos mx 
6. (a) cos 2x (b) Xe (c) xe* (d) sen(x?) 
2 
x BP 
7. (a) RES (b) x senh 2x (c) x(1 — x°) 
x 2 x 
8. (a) E (b) 3 cosh (x^) (c) UFS Ty 


9-10 Determine os quatro primeiros termos diferentes de zero da 
série de Maclaurin da função usando uma identidade trigonométrica 
apropriada ou uma propriedade dos logaritmos e, então, substitua 
em uma série de Maclaurin conhecida. E 


(b) [0 +22] 


1—-x 
b) l 
(b) In ¢ E z) 
11. (a) Use uma série de Maclaurin conhecida para determinar a 


série de Taylor de 1/x em torno de x = 1, expressando essa 
função como 


9. (a) sen? x 


10. (a) cos? x 


1 1 


x 1-0-% 
(b) Determine o intervalo de convergência da série de Taylor. 


12. Use o método do Exercício 11 para determinar a série de 
Taylor de 1/x em torno de x = xo e dê o intervalo de conver- 
gência da série de Taylor. 


13-14 Determine os quatro primeiros termos diferentes de zero 
da série de Maclaurin multiplicando as séries de Maclaurin dos 
fatores. E 


(b) Vl +xln(1 +x) 
b) a +F +! 


13. (a) e senx 
14. (a) e? cosx 


15-16 Determine os quatro primeiros termos diferentes de zero 
da série de Maclaurin da função, dividindo séries de Maclaurin 
apropriadas. E 


1 
15. (a) secx (- ) p= E 
Cos x ex 


(b) ln(1 +x) 
l+x l-—x 


t 
ié a ES 


17. Use as séries de Maclaurin de e" e e™ para deduzir as séries de 
Maclaurin de senh x e cosh x. Inclua na sua resposta o termo 
geral e estabeleça o raio de convergência de cada série. 


18. Use as séries de Maclaurin de senh x e cosh x para obter os qua- 
tro primeiros termos diferentes de zero na série de Maclaurin 
de tgh x. 
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19-20 Determine os cinco primeiros termos diferentes de zero da 

série de Maclaurin usando frações parciais e uma série de Maclau- 

rin conhecida. W 
4x —2 
x2—1 


x? +x4+2x—2 
x2-1 


19. 20. 


21-22 Confirme a fórmula de derivação diferenciando termo a ter- 
mo a série de Maclaurin apropriada. E 


d d 1 
21. (a) ag °S x] =-—senx (b) z "l +x)] = Itz 


d d 
22. (a) aa S” x]=coshx (b) ax le tgx]= FR 


23-24 Confirme a fórmula de integração integrando termo a termo 
a série de Maclaurin apropriada. 


23. (a) fear=e+o 


(b) f sem x dx = coshx + C 


24. (a) f senxar = -cosx+c 
o f o d ln(1 +x)+C 
—— dx =ln x 
l+x 


25. Considere a série 


œ 
t+ 


É E+DE+D 


Determine os intervalos de convergência dessa série e da série 
obtida derivando essa série termo a termo. 


26. Considere a série 


æ y ak 
y 3) xt 
k=1 k 


Determine os intervalos de convergência dessa série e da série 
obtida integrando essa série termo a termo. 


27. (a) Use a série de Maclaurin de 1/(1 — x) para determinar a 
série de Maclaurin de 


®© => 


x 

1— x? 

(b) Use a série de Maclaurin obtida na parte (a) para determi- 
nar f (0) e f©®(0). 

(c) O que podemos dizer sobre o valor de f (0)? 


28. Seja f(x) = x? cos 2x. Use o método do Exercício 27 para deter- 
minar f (0). 


29-30 O limite de uma forma indeterminada quando x — xo pode, 
às vezes, ser determinado expandindo as funções envolvidas em sé- 
rie de Taylor em torno de x = xo e tomando o limite dessa série 
termo a termo. Use esse método para determinar o limite nestes 
exercícios. E 


t ne 
29. (a) lim O (b) lim PESSOA 
x>0 x x>0 x 
= hvI Fx —sen2 
30. (a) lim— < G im MM A 
x>0 sen x x>0 xX 
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Cálculo 


31-34 Use séries de Maclaurin para aproximar a integral com três 
casas decimais de precisão. E 


1 1/2 
31. Í sen(x?) dx 32. f arc tg (2x°) dx 
0 0 


1/2 dx 


0,2 
33. JI +xtdx 34. zo 
0 o 4x41 


ENFOCANDO CONCEITOS 


35. (a) Encontre a série de Maclaurin de e, Qual é o raio de 
convergência? 
(b) Explique duas maneiras diferentes de usar a série de 
Maclaurin de e” para encontrar a série de xe”. Confir- 
me que ambos os métodos produzem a mesma série. 


36. (a) Diferencie a série de Maclaurin de 1/(1 — x) e use o 
resultado para mostrar que 


) W= E z com —1<x< 1 
— x 
k=1 


(b) Integre a série de Maclaurin de 1/(1 — x) e use o resul- 
tado para mostrar que 


==» com -—-l<x<1l 
k=1 


(c) Use o resultado da parte (b) para mostrar que 


z k 
Le =Indl+x) com-l<x<l 
k=1 
(d) Mostre que a série na parte (c) converge se x = 1. 
(e) Use a observação que segue o Exemplo 3 para mostrar 
que 


Se k 
en T =In(l+x) com-l<x<1 
k=1 


37. Use os resultados do Exercício 36 para encontrar a soma de 
cada série. 


Zk 1 2 3 4 
CPI a a a 
k=1 


“1 1 1 1 1 
b Saa E 
i 2 ram = 2" A "305 “405 * 


38. Use os resultados do Exercício 36 para encontrar a soma de 
cada série. 


- 1 i g À 
(nf == ss + 
k=1 


2 3 4 


o 


(e-Dt ece-l (e=1? (e-1I) 
b = PRN 
b a kek e T 2(e?) 3 (e3) T 


k=1 


39. (a) Use a relação 


1 
|a = arc senh x + C 
Vl ++x? 
para determinar os quatro primeiros termos diferentes de 
zero da série de Maclaurin de arc senh x. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


(b) Expresse a série em notação sigma. 
(c) Qual é o raio de convergência? 


(a) Use a relação 


| imes 

IE 
para determinar os quatro primeiros termos diferentes de 
zero na série de Maclaurin de arc sen x. 

(b) Expresse a série em notação sigma. 

(c) Qual é o raio de convergência? 


Mostramos pela Fórmula (19) da Seção 8.2 que se há yo uni- 
dades de radiocarbono-14 presentes no instante t = 0, então o 
número de unidades presentes t anos depois será de 


YA) = yoe "0011 

(a) Expresse y(t) como uma série de Maclaurin. 

(b) Use os dois primeiros termos da série para mostrar que o 
número de unidades presentes depois de 1 ano é de aproxi- 
madamente (0,999879) yo. 

(c) Compare esse valor com o produzido pela fórmula para y(1). 


Suponha que, a um pêndulo simples com um comprimento de 

L= 1 metro, seja dado um deslocamento inicial de 0, = 5º em 

relação à vertical. 

(a) Aproxime o período do pêndulo usando a Fórmula (9) para 
o modelo de primeira ordem. [Use g = 9,8m/s2.] 

(b) Aproxime o período do pêndulo usando a Fórmula (10) 
para o modelo de segunda ordem. 

(c) Use a integração numérica de um CAS para aproximar o 
período do pêndulo pela Fórmula (7) e compare-o com os 
valores obtidos nas partes (a) e (b). 


Use os três primeiros termos diferentes de zero na Fórmula (8) 
e a fórmula do seno de Wallis que está no final deste livro na 
Tabela de Integrais (Fórmula 122) para obter um modelo para 
o período de um pêndulo simples. 


Lembre-se de que a força da gravidade exercida pela Terra so- 
bre um objeto é chamada peso do objeto (ou, mais precisamen- 
te, peso terrestre). Se um objeto de massa m estiver na super- 
fície da Terra (nível médio do mar), então a magnitude de seu 
peso é mg, onde g é a aceleração devido à gravidade na superfi- 
cie da Terra. Uma fórmula mais geral para a magnitude da força 
gravitacional que a Terra exerce sobre um objeto de massa m é 


mgR? 


F= RAD 


onde R é o raio da Terra e h é a altura que o objeto está em re- 

lação à superfície da Terra. 

(a) Use a série binomial de 1/(1+x)? obtida no Exemplo 4 da 
Seção 9.9 para expressar F como uma série de Maclaurin 
em potências de h/R. 

(b) Mostre que, se h = 0, então F = mg. 

(c) Mostre que, se h/R = 0, então F = mg — (Qmgh/R). [Ob- 
servação: A quantidade 2mgh/R pode ser interpretada 
como um “termo de correção” para o peso, quando se 
leva em conta a altura do objeto em relação à superfície 
da Terra.) 

(d) Se supormos que a Terra seja uma esfera de raio R = 4.000 
milhas em média ao nível do mar, qual é a porcentagem 


Capítulo 9 / Séries infinitas 689 


aproximada de mudança no peso de uma pessoa variando 46. Prove: Se as séries de potências > 7.0 dk xt e Dio bk x* tive- 
do nível do mar ao topo do Monte Evereste (29.028 pés)? rem a mesma soma em um intervalo (—r, r), então ay = b, com 


45. (a) Mostre que a função de Bessel Jo(x) dada pela Fórmula (4) qualquer valor dal 


da Seção 9.8 satisfaz a equação diferencial xy” + y’ + xy = 0 47. Texto Calcule o limite 
(Essa é a equação de Bessel de ordem zero.) 


(b) Mostre que a função de Bessel Ji(x) dada pela Fór- lim po 
mula (5) da Seção 9.8 satisfaz a equação diferencial TE a 
Xy" + xy" + (1º — 1)y = 0 (Essa é a equação de Bessel de de duas maneiras: usando a Regra de L’ Hôpital e substituindo 
primeira ordem.) sen x por sua série de Maclaurin. Discuta como o uso da série 
(c) Mostre que H) = —Ji(x). fornece informação qualitativa sobre como é aproximado o va- 


lor de um limite indeterminado. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 9.10 


x 34 1 11 (x — 1) 
1. (Dt 2. 1;—1; 1; —1; (— DE 3: 1; —;— 4. —= (b) 4; 1; 4 (pt 
dd a 2'3 pa] ae SC om 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 9 
1. Qual é a diferença entre uma sequência infinita e uma série (g) Se > uze} vg convergirem, então > "(uk + vg) divergirá. 
infinita? (h) Se J` uge} vg divergirem, então $` (ug — vg) convergirá. 
2. O que se entende pela soma de uma série infinita? G) Se 0 < ug < ve) v convergir, então >” ug convergirá. 


. E a ` , G) Se0 < ug < ve) ug divergir, então >' vg divergirá. 
3. (a) O que é uma série geométrica? Dê alguns exemplos de sé- 


. ao : (k) Se uma série infinita convergir, então ela convergirá abso- 
ries geométricas convergentes e divergentes. 


(b) O p srie p? Dê al dE sas lutamente. 
ue é uma série p? Dê alguns exemplos de séries p con- sr sos ; a i 
q : P 8 P p (1) Se uma série infinita divergir absolutamente, então ela di- 
vergentes e divergentes. verpitá 


4. Enuncie condições sob as quais uma série alternada certamente : ; : a : 
10. Decida se cada uma das seguintes afirmações é verdadeira ou 


convirja. À 
J falsa. Justifique sua resposta. 
5. (a) O que significa dizer que uma série infinita converge abso- (a) A função fx) = x!/2 tem uma série de Maclaurin. 
lutamente? Lo 141 0141 0/14... 
portes ass Ran PLko tanaty adsl 
(b) Qual relação existe entre convergência e convergência ab- © 1+l-i+l-14}i-l4 1 
Ea y % e = = = = = = saa E 
soluta de uma série infinita? 2 2'!2 2!2 2) 


11. Encontre o termo geral da sequência, começando com n = 1, 


6. Enuncie o Teorema da Estimativa do Resto e descreva alguns : nos A 
determine se a sequência converge e, caso convirja, encontre 


de seus usos. 


seu limite. 
7. Se uma série de potências em x — xo tiver raio de convergên- (a) 3 4 5 
cia R, o que pode ser dito sobre o conjunto de valores de x nos 22 — 12° 32 — 22° 42 392º" 
quais a série converge? (b) 1 23 4 
8. (a) Escreva a fórmula da série de Maclaurin de f em notação 3 ado 8 
sigma. 12. Suponha que a sequência {a} seja definida recursivamente por 
(b) Escreva a fórmula da série de Taylor de f em torno de 
x = xo em notação sigma. ao =C, An = yak 
9. As seguintes afirmações são verdadeiras ou falsas? Se for ver- Supondo que a sequência convirja, determine seu limite se 
dadeira, enuncie um teorema para justificar sua conclusão. Se @) c= 5 (b) c= 3. 
for falsa, então dê um contraexemplo. PS E q > ; 
? a p 13. Mostre que a sequência é estritamente monótona a partir de um 


(a) Se 5 u converge, então u} — 0 quando k — +% 

(b) Se ug — 0 quando k > +o%, então 3* uy convergirá. 

(c) Se Kn) = a, para n = 1, 2, 3,... ese a, — L quando (a) [qn EE; 10 (b) | 
n > +o, então f(x) —> L quando x — +00, 

(d) Se fn) = an para n =1, 2, 3,... e se f(x) — L quando 14 
x> +, então a, — L quando n> +0. 

(e) Se 0 < an < 1, então (a,) convergirá. 

(£) Se 0 < u< 1, então 3” ug convergirá. 15-20 Use qualquer método para determinar se a série converge. W 


certo termo. 
100° )t* 
(Qn)!(n!) 


n=1 


. (a) Dê um exemplo de uma sequência limitada que diverge. 
(b) Dê um exemplo de uma sequência monótona que diverge. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Cálculo 
CDE Core 
5k 5k +1 
k=1 k= 
- = pk+4 b - ve pm (do 
ii 3 de nes A 
e k + 2k+1 2 34h25 
* Ink Z k43 
R b DOO 
o Da O A EET 


9 2 cos(1/k) 
(a) De (b) 2o 


So; ko 1/2 
(a) — 
2 2 + sen? k 


k= 


Determine uma fórmula para o erro exato que resulta quando 
a soma da série geométrica >; .9(1/5)* for aproximada pela 
soma dos 100 primeiros termos da série. 


n 
1 
Suponha que ) ur = 2 — —. Determine 
n 
k=1 


@ umo (b) lim us (0) 2a 


Em cada parte, determine se a série converge; se convergir, 
determine sua soma. 


-7/3 2 
o (3-4) 
k=1 


- 1 
© 2 k(k +2) 


(b) Dlink + 1) — Ink] 


k=1 


(d) > arc te(k + 1) — arc tg k] 


k=1 
Pode ser provado que 
n 
. n! 1 
lim Vnl=+o e lim — =- 
n> + n>+% n e 


Em cada parte, use esses limites e o teste da raiz para determi- 
nar se a série converge. 
o E 
k kk 


Sejam a, b e p constantes positivas. Com quais valores de p a 
r T 1 
série ——— converge? 
2 (a + bk)? 


Determine o intervalo de convergência de 


œ 


heak 
sa a (b > 0) 


k 
k=0 2 
(a) Mostre que k>k!. p 
(b) Use o teste da comparação para mostrar que >. k* con- 
verge. k=1 


(c) Use o teste da raiz para mostrar que a série converge. 


A série 1 
resposta. 


273 4.7.5 ae 
4+5—5+5+--- converge? Justifique sua 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


(a) Determine os cinco primeiros polinômios de Maclaurin da 
função p(x) = 1 — 7x + 5x7 + 4%. 

(b) Faça uma afirmação geral sobre o polinômio de Maclaurin 
de um polinômio de grau n. 


Mostre que a aproximação 


xo x 


senxXx—- + 
315 


é precisa em até 4 casas decimais se 0 < x < 7/4. 


Use uma série de Maclaurin e propriedades das séries alterna- 
das para mostrar que |In(1 + x) — x| < x?/2 se 0 < x < 1. 


Use uma série de Maclaurin para aproximar a integral 


1 
1] — cos 
| =a 
0 X 


com três casas decimais de precisão. 


Nas partes (a) a (d), determine a soma da série associando-a 
com alguma série de Maclaurin. 


4 8 16 
(a) AT ATT 
w w x 
(b) x 3 t3 qr 
VA et eê 
(c) 1 Atu ar” 
In3)  (n3% 
O 1-mn3 4 D e 
2! 3! 


Em cada parte, escreva os quatro primeiros termos da série e, 
então, determine o raio de convergência. 
E A A 
k 
oS e TO 
q eds Tom BR 2) 


oo 


2 E 1=:243 x É 
©) 2 D T35 Ok- D 


2k+1 


Use uma série de Taylor apropriada de 3/x para aproximar 4/28 
com três casas decimais de precisão e verifique sua resposta 
comparando-a com aquela produzida por uma calculadora. 


Derive a série de Maclaurin de xe“ e use o resultado para mos- 
trar que 


Use as séries de Maclaurin de sen x e cos x dadas abaixo para 
encontrar os quatro primeiros termos não nulos da série de Ma- 
claurin das funções dadas. 


3 A y2k+1 
sen x = (—1) 
= (Qk + 1)! 


o A x% 
cosx = > (—1) 
= (2k)! 


(a) sen x cos x (b) 5 sen 2x 


CAPÍTULO 9 ESTABELECENDO CONEXÕES 
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1. 


Conforme mostra a figura a seguir, suponha que as retas L; e 
L formem um ângulo 0,0 < 0 < 7/2, em seu ponto de inter- 
seção P. Um ponto Po é escolhido em L; a a unidades de P. 
Começando em Po um caminho em ziguezague é construído 
rebatendo sucessivamente entre L; e Ly ao longo da perpendi- 
cular de uma reta para a outra. Obtenha as seguintes somas em 
termos de 6 e de a 

(ado ao oe 

(©) Pop Po Pa Papi 

(0) a a e leo po co 


Do 


P 
L 
Po Po Pa Ps 
|< E Figura Ex-1 
(a) Obtenha A e B tais que 
6* XA Deja) 
(GH — 2k+1) (3k — 2) T 3k ak "gu 9H 


(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar uma forma 
fechada para a enésima soma parcial da série 


o 


4 

k+1 _ 9k41) (3k _ 9k 
E (3 23 2) 
e, então, encontre a soma da série. 


Fonte: Este exercício foi adaptado de um problema que apareceu na 
Forty-Fifth Annual William Lowell Putnam Competition. 


Mostre que a série p alternada 


converge absolutamente se p > 1, converge condicionalmente 
se0<p< 1ledivergesep<oO. 


Como ilustrado na figura a seguir, um besouro começa a andar 
a partir de um ponto A sobre um fio com 180 cm de compri- 
mento. Ele vai até o fim do fio, então para e anda no sentido 
oposto ao longo de uma metade do comprimento do fio, para 
novamente e anda no sentido oposto ao longo de um terço do 
comprimento do fio, para novamente e anda no sentido oposto 
por um quarto do comprimento do fio e assim por diante, até 
que para pela milésima vez. 


(a) Dê cotas superior e inferior da distância entre o besouro e 
o ponto A quando ele finalmente para. [Sugestão: Como 
afirmado no Exemplo 2 da Seção 9.6, suponha que a soma 
da série harmônica alternada seja In 2.] 

(b) Dê cotas superior e inferior da distância total que o besou- 
ro percorre até finalmente parar. [Sugestão: Use a desi- 
gualdade (2) da Seção 9.4.] 


< 180 cm > 


Figura Ex-4 


. Na Seção 6.6 do Volume 1, definimos a energia cinética K 


de uma partícula com massa m e velocidade v por K = mv? 


[ver a Fórmula (7) daquela seção]. Nessa fórmula, a massa m 
é considerada constante e K é denominada energia cinética 
newtoniana. Entretanto, na teoria da relatividade de Albert 
Einstein, a massa m cresce com a velocidade, e a energia K é 
dada pela fórmula 


K= moc? | 


1 
1 
V1 = (v/c)2 | 


na qual mọ é a massa da partícula quando sua velocidade for 
zero e c é a velocidade da luz. Isso é chamado de energia ci- 
nética relativística. Use uma série binomial apropriada para 
mostrar que se a velocidade for pequena comparada com a 
velocidade da luz (i.e., v/c = 0), então as energias newtoniana 
e relativista são praticamente as mesmas. 


Na Seção 8.4, estudamos o movimento de um objeto em queda 
que tem massa m e é retardado pela resistência do ar. Mostra- 
mos que se a velocidade inicial for vo e a força de resistência 


Fp for proporcional à velocidade, isto é, Fr = —cv, então a 
velocidade do objeto no instante t será 
m m 
v(t) = ecetm (vo + É) — 
c G; 


onde g é a aceleração em razão da gravidade [ver Fórmula 

(16) da Seção 8.4]. 

(a) Use uma série de Maclaurin para mostrar que se ct/m ~ 0, 
então a velocidade pode ser aproximada por 


Cvo 
v(t) = vo — = +8)! 


(b) Melhore a aproximação na parte (a). 


Para aprender como os ecologistas usam modelos matemáticos que têm por base o pro- 
cesso da iteração para estudar o aumento e o declínio de populações animais, confira o 
módulo intitulado Iteração e Sistemas Dinâmicos em 


www.grupoa.com.br 


CURVAS 
PARAMÉTRICAS E 
= POLARES; SEÇÕES 
MR CÔNICAS 


Gilbert S. Grant/Photo Researchers, Inc. 


Com as ideias desenvolvidas 
neste capítulo podemos descrever 
convenientemente curvas 
matemáticas como as espirais no 
centro de um girassol. 


Neste capítulo, estudaremos maneiras alternativas de expressar curvas no plano. Inicialmente, 
estudaremos curvas paramétricas, que são curvas descritas em termos de componentes que são 
funções. Esse estudo incluirá métodos para encontrar retas tangentes a curvas paramétricas. Em 
seguida, introduziremos sistemas de coordenadas polares e discutiremos métodos para encontrar 
retas tangentes a curvas polares, comprimento de arco de curvas polares e áreas de regiões 
englobadas por curvas polares. Continuando, apresentaremos uma revisão das propriedades 
básicas das seções cônicas: parábolas, elipses e hipérboles. Finalmente, consideraremos seções 
cônicas no contexto de coordenadas polares e discutiremos algumas aplicações à Astronomia. 


10.1 EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS; RETAS TANGENTES E COMPRIMENTO DE 
CURVAS PARAMETRICAS 


Os gráficos de funções devem passar pelo teste da reta vertical, uma limitação que exclui 
curvas com autointersecções e até mesmo algumas curvas básicas como os círculos. Nesta 
seção, vamos estudar um método alternativo de descrição algébrica de curvas que não está 
sujeito a uma restrição tão severa como o teste da reta vertical. Em seguida, deduziremos 
fórmulas utilizadas para encontrar inclinações, retas tangentes e comprimentos de arcos 
dessas curvas paramétricas. Concluímos esta seção com uma investigação de uma curva 


paramédica clássica conhecida como a cicloide. 


E EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 
Ay 


C suas coordenadas x e y, como funções do tempo, são 


x=), y=g(b 


denominada parâmetro das equações. 


yx 


Suponha que uma partícula move-se ao longo de uma curva C no plano xy, de tal modo que 


(1,3) Dizemos que estas são as equações paramétricas do movimento da partícula e nos referimos 
a C como a trajetória da partícula ou o gráfico das equações (Figura 10.1.1). A variável t é 


Uma partícula em movimento ] > Exemplo 1 Esboce a trajetória no intervalo O < t < 10 da partícula cujas equações pa- 


com trajetória C ramétricas do movimento são 


Figura 10.1.1 x=t-3sent, y=4-3cost 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Leia o manual de seu recurso gráfi- 
co para aprender a fazer gráficos de 
equações paramétricas e, então, gere 
a trajetória do Exemplo 1. Explore o 
comportamento da partícula além do 
instante 1 = 10. 


x=cost, y= sen t 
(0 <t<2x) 


Figura 10.1.3 
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Solução Uma forma de esboçar a trajetória é escolher uma sucessão representativa de 
instantes, marcar os pontos com as coordenadas correspondentes (x, y) e, depois, conectá- 
-los por uma curva lisa. A trajetória na Figura 10.1.2 foi obtida dessa forma a partir da 
Tabela 10.1.1, na qual as coordenadas aproximadas da partícula são dadas em incrementos 
de 1 unidade no tempo. Observe que na figura não há um eixo t; os valores de t aparecem 
somente como legenda nos pontos plotados e, mesmo assim, são geralmente omitidos, a 
não ser que seja particularmente importante enfatizar a localização da partícula em instan- 
tes específicos. < 


Tabela 10.1.1 


Ay t E y 

0 0,0 | 1,0 

1 | —1,5 | 2,4 

2 |-=0;,7 | 5,2 

3 2,6 | 7,0 

4 6,3 | 6,0 

5 719 | 3,1 

6 6,8 | 1,1 

x 7 50 | 1,7 

> 8 | 50/44 

9 7,8 | 6,7 

Figura 10.1.2 tO | 11,6 | 6,5 


Embora seja mais comum que as equações paramétricas apareçam em problemas de 
movimento com o tempo como parâmetro, elas também surgem em outros contextos. Assim, 
exceto quando o problema exigir que o parâmetro t nas equações 


x=), y=g(b 


represente o tempo, ele deve ser visto simplesmente como uma variável independente que 
varia sobre algum intervalo de números reais. (Na verdade, não há necessidade de usar a letra 
t para o parâmetro; qualquer letra não reservada para outro propósito poderia ser usada.) Se 
nenhuma restrição sobre o parâmetro for estabelecida explicitamente ou estiver subentendida 
pelas equações, deve-se entender que ele varia de —œ a +o. Para indicar que um parâmetro t 
está restrito a um intervalo [a, b],vamos escrever 


x=ft) y=g() (a<t<b) 


> Exemplo 2 Encontre o gráfico das equações paramétricas 


x=cost, y=sent (O<t<27) (2) 


Solução Uma maneira de encontrar o gráfico é eliminar o parâmetro t, notando que 
xX + y = sen?t + cos?t= 1 


Assim, o gráfico está contido no círculo unitário x? + y? = 1. Esse resultado pode também ser 
deduzido geometricamente, interpretando t como o ângulo varrido por uma reta radial da ori- 
gem ao ponto (x, y) = (cos t, sen f) no círculo unitário (Figura 10.1.3). À medida que 1 cresce 
de O até 27, o ponto descreve o círculo no sentido anti-horário, começando em (1, 0) quando 
t = 0 e completando uma revolução inteira quando t = 27. Podem-se obter diferentes partes 
do círculo variando o intervalo no qual varia o parâmetro. Por exemplo: 


x=cost, y=sent (O<t<g7) (3) 


representa simplesmente o semicírculo superior na Figura 10.1.3. < 
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Ny > 


(x, y) 


x = cos(-t), y = sen(=t) 
(0<t<27) 


Figura 10.1.4 


DOMÍNIO DA 
TECNOLOGIA 


x=2t1-3,y=6t-7 


Figura 10.1.5 


OBSERVAÇÃO 


AJ 


(1,1) (1,1) 


Ns 


yx 


Figura 10.1.6 


E ORIENTAÇÃO 
O sentido segundo o qual o gráfico de um par de equações paramétricas é percorrido à medida 
que o parâmetro cresce é denominado sentido do parâmetro crescente, ou, então, orientação 
imposta à curva pelas equações. Dessa forma, fazemos uma distinção entre uma curva, que é 
um conjunto de pontos, e uma curva paramétrica, que é uma curva com uma orientação que 
lhe é imposta por um conjunto de equações paramétricas. Por exemplo, vimos no Exemplo 
2 que o círculo representado parametricamente por (2) é percorrido no sentido anti-horário à 
medida que ż cresce; logo, tem orientação anti-horária. Conforme pode ser visto nas Figuras 
10.1.2 e 10.1.3, a orientação de uma curva pode ser indicada por setas. 

Para obter equações paramétricas para o círculo unitário com orientação horária, po- 
demos substituir t por —t em (2) e usar as identidades cos(—t) = cos t e sen(—t) = — sen t. 
Isso dá lugar a 


x=cost, y=-sent (O<t<27) 


Agora, o círculo é percorrido no sentido horário por um ponto que começa em (1, 0) quando 


t = 0 e completa uma revolução inteira quando t = 27 (Figura 10.1.4). 


Quando se usa uma calculadora para fazer os gráficos de equações paramétricas, a orientação pode, frequen- 
temente, ser determinada observando o sentido em que o gráfico é traçado na tela. Entretanto, muitos compu- 
tadores fazem isso tão rapidamente que fica muito difícil discernir a orientação. Veja se o seu recurso gráfico 
permite confirmar que (3) tem uma orientação anti-horária. 


> Exemplo 3 Faça o gráfico da curva paramétrica 
x=2t1-3, y=6t-7 
eliminando o parâmetro e indique a orientação do gráfico. 


Solução Para eliminar o parâmetro, vamos resolver a primeira equação para t como uma 
função de x, e então substituir essa expressão de t na segunda equação: 


t= (3) œ +3) 
y=6(1)(1«+3)—7 
y=3x+2 


Assim, o gráfico é uma reta com inclinação 3 e corte no eixo y em 2. Para encontrar a orien- 
tação, devemos olhar as equações originais; o sentido de t crescente pode ser deduzido obser- 
vando que x cresce quando í cresce, ou observando que y cresce quando t cresce. Qualquer 
das duas informações nos diz que a reta é percorrida da esquerda para a direita, conforme 
indicado na Figura 10.1.5. < 


Nem todas as equações paramétricas produzem curvas com orientações definidas; se as equações forem mal- 
comportadas, então o ponto, ao percorrer a curva, pode pular esporadicamente ou mover-se para frente e para 
trás, sem determinar um sentido definido. Por exemplo, se 


x=sent, y= sen?t 


então o ponto (x, y) move-se ao longo da parábola y = x°. Porém, o valor de x varia periodicamente entre —1 
e 1, e portanto o ponto (x, y) também vai para frente e para trás ao longo da parábola entre os pontos (—1, 1) 
e (1, 1) (conforme mostra a Figura 10.1.6). Mais adiante no livro vamos discutir restrições que eliminam esse 
comportamento estranho, mas por ora simplesmente evitaremos tais complicações. 


E FUNÇÕES ORDINÁRIAS EXPRESSAS PARAMETRICAMENTE 
Uma equação y = f(x) pode ser expressa na forma paramétrica, introduzindo o parâmetro t = x; 
isso dá lugar às equações paramétricas 


Sh 


y= 


Figura 10.1.8 


Figura 10.1.9 


ys 
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Por exemplo, a parte da curva y = cos x no intervalo [—27, 27r] pode ser expressa parametri- 
camente como 


x=t, y=cost (—2x < t< 27x) 


(Figura 10.1.7). 


t=-2m 11 +=0 t=2n 


Figura 10.1.7 


Se uma função f for injetora, então essa função terá uma função inversa f”!. Nesse caso, 
a equação y = f~! (x) será equivalente a x = f(y). Podemos expressar o gráfico de f~! em for- 
ma paramétrica introduzindo o parâmetro y = t; isso fornece as equações paramétricas 


x=ft, y=t 


Por exemplo, a Figura 10.1.8 mostra o gráfico de f(x) = x° + x + 1 e sua inversa. O gráfico 
de f pode ser representado parametricamente por 


x=t, y=P+t+1 
e o gráfico de f~! pode ser representado parametricamente por 


x=P+t+1, y=t 


E RETAS TANGENTES A CURVAS PARAMÉTRICAS 
Estaremos interessados em curvas dadas por equações paramétricas 
x=), y=g0) 
nas quais f(t) e g(t) têm derivadas primeiras contínuas em relação a t. Pode-se provar que se 
dx/dt + 0, então y é uma função diferenciável de x, caso em que a regra da cadeia implica que 
dy dy/dt 
dx dx/dt 


(4) 


Essa fórmula permite encontrar dy/dx diretamente das equações paramétricas sem eliminar 
o parâmetro. 


> Exemplo 4 Encontre a inclinação da reta tangente ao círculo unitário 
x=cost, y=sent (0<t< 2r) 

no ponto em que t = 7/6 (Figura 10.1.9). 

Solução A partir de (4), a inclinação em um ponto qualquer do círculo é 


dy _dy/dt _ cost 


= = = tg t 5 
dx dx/dt —sent E 6) 
Assim, a inclinação em t = 77/6 é 
d 
ce =-—cotg-— = —3 4 
dx t=7/6 
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Note que a Fórmula (5) faz sentido 
geometricamente, pois o raio da ori- 
gem para o ponto P(cos t, sen t) tem 
inclinação m = tg t. Assim, a reta tan- 
gente em P, sendo perpendicular ao 
raio, tem inclinação 


(Figura 10.1.10). 
Ay 


Pícos t, sen t) 


Nos 


<f 


O raio OP tem inclinação m = tg t. 


Figura 10.1.10 


Stanislovas Kairys/iStockphoto 

As equações paramétricas são a me- 
lhor maneira de descrever matema- 
ticamente o complicado voo de um 
avião de papel. 


Tem-se a partir da Fórmula (4) que a reta tangente a uma curva paramétrica será ho- 
rizontal naqueles pontos em que dy/dt = 0 e dx/dt + 0, uma vez que dy/dx = O naqueles 
pontos. Duas situações distintas ocorrem quando dx/dt = 0. Nos pontos em que dx/dt = O 
e dy/dt + 0, o lado direito de (4) tem numerador não nulo e um denominador nulo; vamos 
convencionar que, nesses pontos, a curva tem inclinação infinita e uma reta tangente verti- 
cal. Nos pontos em que dx/dt e dy/dt forem ambas nulas, o lado direito de (4) torna-se uma 
forma indeterminada; tais pontos são chamados de pontos singulares. Nenhuma afirmativa 
geral pode ser feita sobre o comportamento da curva paramétrica em pontos singulares, que 
devem ser analisados caso a caso. 


> Exemplo 5 Em um desastroso voo inicial, um avião de papel experimental seguiu a 
trajetória 


x=t-—-3sent, y=4-3cost (t>0) 


mas bateu contra uma parede no instante t = 10 (Figura 10.1.1). 
(a) Em quais instantes o avião voou horizontalmente”? 
(b) Em quais instantes o avião voou verticalmente”? 


Solução (a) O avião voava horizontalmente naqueles instantes em que dy/dt = 0 e 
dx/dt + 0. Para a trajetória dada, temos 
d dx 


Z = 3sent e — =1-3cost 


t dt (6) 


Equacionando dy/dt = 0, obtemos a equação 3 sen t = 0 ou, mais simplesmente, sen t = 0. 
Essa equação tem quatro soluções no intervalo de tempo 0 < t < 10: 


t=0, 


t=; t=2m, t=37 


Como dx/dt = 1 — 3 cos t O para esses valores de t (verifique), o avião estava voando ho- 
rizontalmente nos instantes 


t=0, t=7H3,14, t=2mr x 6,28 e t=3r ~ 9,42 


o que está de acordo com a Figura 10.1.1. 


Solução (b) O avião voava verticalmente naqueles instantes em que dx/dt = 0 e dx/dt + 
0. Equacionando dx/dt = 0 em (6), obtemos 


cost = 1 


1-3cost=0 ou 5 


Essa equação tem três soluções no intervalo de tempo O < t < 10 (Figura 10.1.2): 


ft = arc cosá, 


t = 27 —arccosi, 


t = 27 + arc cos $ 


Figura 10.1.11 Figura 10.1.12 


x=, y= 
(-00 < t < +00) 


Figura 10.1.13 


ADVERTÊNCIA 


Embora seja verdade que 


dy dy/dt 


dx  dx/dt 


não se pode concluir que dy/dx? seja 
o quociente de y/d? e Px/dt?. Para 
ilustrar a falsidade dessa conclusão, 
mostre que, no caso da curva para- 
métrica do Exemplo 7, temos 

d?y 


dx? 


d?y/dt? 
ei d?x/dt? 


fal 
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Como dy/dt = 3 sen t não se anula em nenhum desses pontos (por quê?), segue que o avião 
estava voando verticalmente nos instantes 


t = arc cos} = 1,23, t X 2r — 1,23 x 5,05, ta2r +1,23 x 7,51 


o que, de novo, está de acordo com a Figura 10.1.11. < 


> Exemplo 6 A curva representada parametricamente pelas equações 
x=Ê, y=Ê (—œ < t < +00) 


é denominada parábola semicúbica. O parâmetro t pode ser eliminado elevando x ao cubo 
e y ao quadrado, do que segue que y? = x°. O gráfico dessa equação, mostrado na Figura 
10.1.13, consiste em dois ramos: um superior, obtido fazendo o gráfico de y = x*2, e um in- 
ferior, obtido de y = —x*2. Os dois ramos encontram-se na origem, que corresponde a t = 0 
nas equações paramétricas. A origem é um ponto singular, pois nela as derivadas dx/dt = 2t 


e dy/dt = 3t são nulas. «4 


> Exemplo 7 Sem eliminar o parâmetro, encontre dy/dx e d?y/dx” nos pontos (1, 1) e 
(1, —1) na parábola semicúbica dada pelas equações paramétricas do Exemplo 6. 


Solução A partir de (4), temos que 


dy dy/dt 3 3 
= = = -t t0 7 
dx  dx/dt 2t 2 CAU 0) 


e, de (4) aplicado a y' = dy/dx, temos 


dy ody dy'/dt o 3/2 8 (8) 
dx? dx  dx/dt MM 4 


Como o ponto (1, 1) da curva corresponde a t = 1 nas equações paramétricas, segue por (7) 
e (8) que 


dy 3 dºy 3 
= e = 
dx 2 dx? | 4 
Analogamente, o ponto (1, — 1) corresponde a t = — 1 nas equações paramétricas, e novamen- 
te usando (7) e (8) obtemos 
dy 3 dºy 3 
— =—— e — = —— 
dx lizi 2 dx? |= 4 


Observe que os valores obtidos para as derivadas estão de acordo com o gráfico na Fi- 
gura 10.1.13, pois, no ponto (1, 1) do ramo superior, a reta tangente tem inclinação positiva e 
a curva é côncava para cima; e, no ponto (1, —1) do ramo inferior, a reta tangente tem incli- 
nação negativa e a curva é côncava para baixo 

Observe finalmente que foi possível aplicar as Fórmulas (7) e (8) para t = 1 e para 
t = —1, mesmo estando os pontos (1, 1) e (1, —1) em ramos diferentes. Em contrapartida, 
se tivéssemos escolhido efetuar os mesmos cálculos por eliminação do parâmetro, teríamos 
que obter fórmulas separadas para as derivadas, uma para y = x°? e outra para y = —x*2. < 


E COMPRIMENTO DE ARCO DE CURVAS PARAMÉTRICAS 

O resultado a seguir fornece uma fórmula para obter o comprimento de arco de uma curva 
a partir das equações paramétricas dessa curva. Sua dedução é análoga à da Fórmula (3) na 
Seção 6.4 e será omitida. 
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As Fórmulas (4) e (5) na Seção 6.4 
podem ser vistas como casos espe- 
ciais de (9). Por exemplo, a Fórmula 
(4) naquela seção pode ser obtida a 
partir de (9) escrevendo y = f(x) para- 
metricamente como 


x=t, y=f®Ð 


e a Fórmula (5) pode ser obtida es- 
crevendo x = g(y) parametricamente 
como 


x=g(), y=t 


10.1.1 FÓRMULA DO COMPRIMENTO DE ARCO PARA CURVAS PARAMÉTRICAS Sene- 
nhum segmento da curva representada pelas equações paramétricas 


x=x0, y=y® (a<t<b) 


for traçado mais de uma vez, quando t cresce de a para b, e se dx/dt e dy/dt forem funções 
contínuas em a < t < b, então o comprimento de arco L da curva é dado por 


= [6 (6) 


> Exemplo 8 Use (9) para encontrar a circunferência de um círculo de raio a a partir das 
equações paramétricas 


x=acost, y=asent (0 <t< 2r) 


2x d E d 2 2x 
L=[ (5) +(2) dt = A y (~a sen t)? + (a cost)? dt 


2x 27 
=| adi = a = 2ra 4 
0 0 


E CICLOIDES (O POMO DA DISCÓRDIA) 
Os resultados desta seção podem ser usados para investigar uma curva conhecida como uma 
cicloide. Essa curva, que é uma das mais importantes da história da Matemática, pode ser ge- 
rada por um ponto de um círculo que rola ao longo de uma reta (Figura 10.1.14). Essa curva 
tem uma história fascinante que vamos comentar adiante; primeiramente, iremos mostrar como 
obter as equações paramétricas para ela. Para isso, vamos supor que a roda tenha um raio a e 
que irá rolar ao longo do eixo x positivo de um sistema de cordenadas. Seja P(x, y) o ponto da 
beirada que irá descrever a cicloide, e vamos supor P inicialmente na origem. Consideraremos 
como nosso parâmetro o ângulo 0 varrido pela reta radial até P, à medida que a roda rola (Fi- 
gura 10.1.14). É padrão aqui considerar 6 positivo, mesmo que gerado por uma rotação horária. 
O movimento de P é uma combinação do movimento do centro da roda, paralelo ao 
eixo x, e a rotação de P em torno do centro. À medida que a reta radial varre um ângulo, 
o ponto P percorre um arco de comprimento aô, e a roda move-se por uma distância ad ao 
longo do eixo x. Assim, conforme sugere a Figura 10.1.15, o centro move-se para o ponto 
(a6, a), e as coordenadas de P são 


Solução 


| 


x=af— asen, y=a-acos0 (10) 


Essas são equações da cicloide em termos do parâmetro 6. 

Uma das razões da importância da cicloide na história da Matemática é que o estudo de 
suas propriedades ajudou a estimular o desenvolvimento de versões iniciais de derivação e 
integração. O trabalho com a cicloide foi executado por alguns dos mais famosos nomes da 
Matemática do século XVII, entre os quais Johann e Jakob Bernoulli, Descartes, L’ Hôpital, 
Newton e Leibniz. A curva foi denominada “cicloide” pelo matemático e astrônomo italiano 
Galileu, que passou mais de 40 anos investigando suas propriedades. Um dos primeiros pro- 
blemas interessantes era o de construir retas tangentes à cicloide. Esse problema foi resolvi- 
do primeiro por Descartes e, depois, por Fermat, que fora desafiado por Descartes com essa 
questão. Uma solução moderna desse problema segue diretamente das equações paramétricas 
(10) e da Fórmula (4). Por exemplo, usando a Fórmula (4), é simples mostrar que os pontos 
de corte da cicloide com o eixo x são cúspides e que há uma tangente à cicloide que é hori- 
zontal no ponto médio entre dois cortes adjacentes com o eixo x (Exercício 60). 
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y=a-acos0 


a 


y= 


Figura 10.1.14 


a 


Figura 10.1.16 


Nr=ab-asend 


Uma cicloide a 7 


ao 
Figura 10.1.15 


Outro problema antigo era o de determinar o comprimento de arco de um arco da cicloi- 
de. Isso foi resolvido em 1658 pelo famoso matemático e arquiteto britânico Sir Christopher 
Wren, que mostrou que o comprimento de arco de um arco da cicloide é exatamente oito ve- 
zes o raio do círculo gerador. [Para uma solução desse problema usando a Fórmula (9), veja 
o Exercício 71.] 

A cicloide também tem importância histórica por fornecer a solução de dois problemas 
matemáticos famosos: o problema da braquistócrona (em grego, “o menor tempo”) e o pro- 
blema da tautócrona (em grego, “tempos iguais”). O problema da braquistócrona consiste 
em determinar a forma de um fio ao longo do qual uma conta pode deslizar de um ponto P 
a Q, não diretamente abaixo, no menor tempo. O problema da tautócrona consiste em deter- 
minar a forma de um fio ligando P a Q de tal forma que duas contas que saiam de quaisquer 
dois pontos entre P e Q cheguem em Q no mesmo intervalo de tempo. A solução de ambos os 
problemas vem a ser uma cicloide invertida (Figura 10.1.16). 

Em junho de 1696, Johann Bernoulli propôs o problema da braquistócrona como um 
desafio para outros matemáticos. A princípio, alguém poderia conjecturar que a forma do fio 
deveria ser a de uma linha reta, uma vez que essa forma resulta na menor distância de P a Q. 
Porém, a cicloide invertida permite que a conta caia mais rapidamente no começo, adquirin- 
do velocidade inicial suficiente para atingir Q no menor tempo, mesmo que percorrendo uma 
distância maior. O problema foi resolvido por Newton, Leibniz e L’ Hôpital, bem como por 
Johann Bernoulli e por seu irmão mais velho, Jakob; tal questão já havia sido formulada e 
resolvida incorretamente anos antes por Galileu, que pensou ser a resposta um arco circular. 
O fato é que Johann ficou tão impressionado com a solução dada pelo seu irmão Jakob que 
ele passou a alegar que a solução era dele. (Essa foi somente uma das muitas disputas relacio- 
nadas à cicloide, o que acabou levando-a a ser conhecida como o “pomo da discórdia”.) Uma 
solução do problema da braquistócrona leva à equação diferencial 


dy a 
1+ (2) y=2a (11) 
dx 


em que a é uma constante positiva. Deixaremos como um exercício (Exercício 72) mostrar 
que a cicloide fornece uma solução dessa equação diferencial. 


Prof I 
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A solução do problema da braquistócrona 
por Newton, com sua própria caligrafia. 
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W EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.1 


(Ver página 705 para respostas.) 


1. Encontre equações paramétricas de um círculo de raio 2 cen- 
trado em (3, 5). 


2. O gráfico da curva descrita pelas equações paramétricas 
x= 4t — 1,y = 3t + 2 é uma reta com inclinação 
e corte no eixo y dado por 


3. Suponha que uma curva paramétrica C seja dada pelas equa- 
ções x = f(t), y = g(t) com 0 < t < 1. Encontre equações para- 
métricas para C que invertam o sentido de percurso da curva 
percorrida quando o parâmetro cresce de O a 1. 


EXERCÍCIOS 10.1 [Recurso Gráfico [E] CAS 


4. Para encontrar dy/dx diretamente das equações paramétricas 


x= 0, 


podemos usar a fórmula dy/dx = 


»=g(1) 


5. Seja L o comprimento da curva 


x=lInt, y=sent (I<t<g7m) 


Uma expressão integral para L é 


1. (a) Por eliminação do parâmetro, esboce a trajetória no inter- 
valo de tempo 0 < 1 < 5 de uma partícula cujas equações 
paramétricas do movimento são 


x=t-—-1, y=t+1 


Johann (à esquerda) e Jakob (à direita) Bernoulli Mem- 
bros de uma extraordinária família suíça, que inclui várias 
gerações de destacados matemáticos e cientistas. Nikolaus 
Bernoulli (1623-1708), um farmacêutico, fugiu de Antuér- 
pia para escapar de perseguição religiosa, estabelecendo-se 
em Basel, na Suíça. Lá, teve três filhos: Jakob I (também 
chamado de Jacques ou James), Nikolaus e Johann I (também cha- 
mado de Jean ou John). Os algarismos romanos são usados para 
distinguir os vários membros da família com o mesmo nome (con- 
sulte a árvore da família ao fim do quadro). Depois de Newton e de 
Leibniz, os irmãos Bernoulli, Jakob I e Johann I, são considerados 
por alguns como os mais importantes fundadores do Cálculo. Jakob 
I era autodidata em Matemática. Seu pai o queria estudando Teolo- 
gia, mas ele se voltou para a Matemática e, em 1686, tornou-se pro- 
fessor na Universidade de Basel. Quando começou a trabalhar em 
Matemática, nada sabia a respeito dos trabalhos de Newton e de 
Leibniz. Posteriormente, passou a conhecer os resultados de 
Newton, mas uma vez que muito pouco do trabalho de Leibniz foi 
publicado, muitos de seus resultados foram duplicados por Jakob. 
O irmão mais novo de Jakob, Johann I, foi incentivado por 
seu pai a entrar para o comércio. Porém, voltou-se para a Medicina e 
estudou Matemática sob a orientação do irmão mais velho. Mais tar- 
de, tornou-se professor de Matemática em Grôningen, na Holanda, 
e, então, com a morte do irmão em 1705, sucedeu-lhe como profes- 
sor de Matemática em Basel. Durante suas vidas, os irmãos Jakob I 
e Johann I cultivaram uma paixão mútua por criticar o trabalho um 
do outro, o que, frequentemente, transformava-se em grandes dispu- 
tas. Leibniz tentou mediar essas dicussões, mas Jakob, melindrado 
com o intelecto superior de Leibniz, acusava-o de tomar partido de 
Johann e, assim, acabava por constranger Leibniz nas brigas. Os 
irmãos, com frequência, trabalhavam sobre o mesmo problema, co- 
locado como desafio mútuo. Johann, interessado em ganhar fama, 
usava, muitas vezes, meios inescrupulosos para figurar como o 
criador dos resultados do irmão. Jakob, ocasionalmente, revidava. 
Dessa forma, é, muitas vezes, difícil determinar quem merece os 
créditos por muitos resultados. Entretanto, ambos deram grandes 


(b) Indique em seu esboço o sentido do movimento. 

(c) Faça uma tabela das coordenadas x e y da partícula nos 
instantes t = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

(d) Marque na curva a posição da partícula nos instantes de (c) 
e rotule as posições com os valores de t. 


contribuições ao desenvolvimento do Cálculo. Além de seu trabalho 
em Cálculo, Jakob ajudou a estabelecer os princípios fundamentais 
em Probabilidade, inclusive a Lei dos Grandes Números, pedra fun- 
damental da teoria moderna da Probabilidade. 

Entre os outros membros da família Bernoulli, Daniel, filho 
de Johann I, é o mais famoso. Ele foi professor de Matemática na 
Academia de S. Petersburgo, na Rússia; posteriormente, foi profes- 
sor de Anatomia e, mais tarde, de Física, em Basel. Daniel traba- 
lhou com Cálculo e Probabilidade, mas é mais conhecido por seu 
trabalho em Física. Uma lei básica do fluxo de fluidos, chamada 
de princípio de Bernoulli, tem tal nome em sua homenagem. Ele 
ganhou por 10 vezes o prêmio anual da Academia Francesa por seus 
trabalhos sobre cordas vibrantes, marés e teoria cinética dos gases. 

Johann II sucedeu seu pai como professor de Matemática 
em Basel. Suas pesquisas enfocaram a teoria do calor e do som. 
Nikolaus I foi matemático e erudito em leis, tendo trabalhado em 
Probabilidade e em séries. Recomendado por Leibniz, foi nomeado 
professor de Matemática em Pádua; depois, seguiu para Basel como 
professor de Lógica e, posteriormente, de Direito. Nikolaus II foi 
professor de Jurisprudência na Suíça e, mais tarde, professor de Ma- 
temática na Academia de S. Petersburgo. Johann III foi professor de 
Matemática e Astronomia em Berlim, e Jakob II sucedeu seu tio Da- 
niel como professor de Matemática na Academia de S. Petersburgo. 
Realmente, uma família incrível! 


Nikolaus Bernoulli 
(1623-1708) 


Jakob I Nikolaus Johann I 
(1654-1705) (1667-1748) 
(Jacques, James) (Jean, John) 
| l 
Nikolaus I Nikolaus II Daniel Johann II 


(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782) (1710-1790) 


Johann HI Jakob II 
(1744-1807) (1759-1789) 


2. 
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(a) Por eliminação do parâmetro, esboce a trajetória no inter- 
valo de tempo O < + < 1 de uma partícula cujas equações 
paramétricas do movimento são 


x=cos(mt), y= sen (mt) 


(b) Indique o sentido do movimento em seu esboço. 

(c) Faça uma tabela das coordenadas x e y da partícula nos 
instantes t = 0; 0,25:0,5;0,75 e 1. 

(d) Marque a posição da partícula sobre a curva nos instantes 
dados em (c) e rotule essas posições com os valores de t. 


3-12 Esboce a curva por eliminação do parâmetro e indique o sen- 
tido de t crescente. W 


3. 


4 
5 
6 
7 
8 
9 


10. 
11. 
12. 


x=3t-—-4, y=6+2 

e x=1—-3, y=3t-7 (0<t<3) 

. x=2cost, y=5sent (0<t< 2r) 
x=vt,y=U+4 

. x=3+2cost, y=2+4sent (O<t<27) 
- x=sect, y=tgt (m<t<37/2) 

. x=cos2t, y=sent (-7/2<t<7m/2) 


x=4+3, y=16?-9 
x=2 sen’ t, y=3 cost (O<t<r/2) 


x=sec?t, y=tgt (-m/2<t<7m/2) 


13-18 Encontre as equações paramétricas da curva e confira seu 


trabalho gerando a curva com um recurso gráfico. EH 


13. 
14. 
15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


Um círculo de raio 5, centrado na origem e orientado no senti- 
do horário. 


A parte do círculo x? + y? = 1 que está no terceiro quadrante 
orientada no sentido anti-horário. 


Uma reta vertical intercectando o eixo x em x = 2, orientada 
para cima. 


A elipse x2/4 + y/9 = 1, orientada no sentido anti-horário. 


A parte da parábola x = y? ligando (1, —1) e (1, 1), orientada 
de baixo para cima. 


O círculo de raio 4, centrado em (1, —3), orientado no sentido 
anti-horário. 


(a) Use seu recurso gráfico para gerar a trajetória de uma par- 
tícula cujas equações do movimento no intervalo de tempo 
O<t<5são 

x=6-4P, y=1+5 

(b) Faça uma tabela das coordenadas x e y da partícula nos 
instantes t = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

(c) Em que instantes a partícula está sobre o eixo y? 

(d) Durante qual intervalo de tempo temos y < 5 ? 

(e) Em que instante a coordenada x da partícula atinge um 
máximo? 


. (a) Use um recurso gráfico para gerar a trajetória de um avião- 


zinho de papel cujas equações do movimento para t > 0 são 


x=t-—2sent, y=3-2cost 


ENFOCANDO CONCEITOS 


(b) Supondo que o avião voe em uma sala na qual o chão está 
em y = 0, explique por que ele não se arrebenta no chão. 
[Para simplificar, ignore o tamanho físico do avião, tratan- 
do-o como uma partícula.] 

(c) Qual deve ser a altura do forro da sala para garantir que o 
avião não toque ou se arrebente nele? 


21-22 Faça o gráfico da equação usando um recurso gráfico. EH 


21. (a) x=y +2y+1 


(b) x=seny,—-27 <y<27 


22. (a) x=y+2y)) -y 


(b) x=tgy, —m/2<y<7m/2 


23. Em cada parte, combine as equações paramétricas com uma 
das curvas rotuladas de (I) a (VT) e explique seu raciocínio. 
(a) x=t, y= sen 3t (b) x= 2 cost, y= 3 sent 
(c) x=tcost, y= tsent 


(a) 3t 3t? 
A= q É Fe 
f 21º 
e = y= 
Oi 1+2? 4 1+2 


(£) x=żŻcost, y= sen 2t 


yx 


IV 
Figura Ex-23 


24. (a) Identifique a orientação das curvas do Exercício 23. 
(b) Explique por que a curva paramétrica 


x=f, y=f (-1<t<1) 


não tem uma orientação definida. 


25. (a) Suponha que o segmento de reta do ponto P(xo, yo) ao pon- 


to Q(x1, yı) seja representado parametricamente por 


x = xo + (x1 — xo)t, 
O<t<1) 
y = yo + (Yı — Yo)t 


e que R(x, y) é o ponto no segmento de reta correspondente 
a um valor especificado de t (ver a figura a seguir). Mostre 
que t = r/q, onde r é a distância de Pa R e q é a distância 
dePaQ. 
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26. 


27. 


28. 


Cálculo 


(b) Que valor de t representa o ponto médio entre P e Q? 
(c) Que valor de t representa o ponto que está a 3/4 do cami- 
nho de P a Q? 


Plxo Yo) 


Figura Ex-25 


Encontre as equações paramétricas para o segmento de reta 
que liga os pontos P(2, —1) e Q(3, 1) e use o resultado do Exer- 
cício 25 para encontrar: 

(a) o ponto médio entre P e Q. 

(b) o ponto que está a 1/4 do caminho entre P e Q. 

(c) o ponto que está a 3/4 do caminho entre P e Q. 


(a) Mostre que o segmento de reta ligando os pontos (xo, Yo) e 
(xı, y1) pode ser representado parametricamente por 

t= to 

ti — to? 


x = xo + (xı — xo) 


(lo <t <t) 


t— to 
y = yo + (Yı — yo) 
7e 


t to 
(b) Qual é o sentido da orientação do segmento? 
(c) Encontre as equações paramétricas do segmento de reta 


traçado de (3, —1) até (1, 4) com £ variando de 1 a 2 e con- 
fira seu resultado com um recurso gráfico. 


(a) Eliminando o parâmetro, mostre que se a e c não forem 
nulos, então o gráfico das equações paramétricas 


x=at+b, y=ct+d (b<t<ty) 
será um segmento de reta. 
(b) Esboce a curva paramétrica 


x=2-1, y=t+1 (I<t<2) 


e indique o sentido de sua orientação. 

(c) O que pode ser dito sobre a reta da parte (a) se a ou c (mas 
não ambos) for nulo? 

(d) Se a e c forem nulos, o que representam as equações? 


29-32 Use um recurso gráfico e equações paramétricas para exibir 


os gráficos de fe f~! na mesma tela. E 


29. Ax) = +0,2x-1, -I<x<2 
30. fÆ =v? +2+x, —5<x<5 
31. f(x) = cos(cos 0,5x) 0<x<3 

32. fx) =x+senx, 0<x<6 


33-36 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


33. 


34. 


A equação y = 1 — x? pode ser descrita parametricamente por 
x= sen t, y = cos? t. 


O gráfico das equações paramétricas x = f(t), y = t é a reflexão 
do gráfico de y = f(x) em torno do eixo x. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


A derivada de y em relação a x da curva paramétrica x = x(t), 
y = 3t — 2? pode ser dada por 


dy 12 —6t? 
dx xt) 


A curva representada pelas equações paramétricas 


3 


x=?, y=t+É (co<t<+o0) 


é côncava para baixo com t < 0. 


As curvas paramétricas podem ser definidas por partes, usan- 
do fórmulas diferentes para diferentes valores do parâmetro. 
Esboce a curva que é representada por partes pelas equações 
paramétricas. 


x=, y=4 
x=2-—2t, 


Encontre as equações paramétricas para o retângulo da figura 
abaixo, supondo que ele é traçado no sentido anti-horário quan- 
do t varia de 0 a 1, começando em (5. 5) quando t = 0. [Suges- 
tão: Represente o retângulo por partes, fazendo t variar de O até 
2 no primeiro lado, de 1 até 5 no segundo e assim por diante.] 


y= 


Ay 


NI= 
—— 


oj— 


(55, 


y= 


(a) 


mm 
NI= 
l 
NI= 


Figura Ex-38 


(a) Encontre as equações paramétricas da elipse centrada na 
origem e com os cortes nos eixos dados por (4, 0),(—4, 0), 
(0, 3) e (0, —3). 

(b) Encontre as equações paramétricas da elipse que resulta 
transladando a elipse de (a) de forma que seu centro esteja 
em (—1, 2). 

(c) Confirme seus resultados de (a) e (b) usando um recurso 
gráfico. 


Iremos mostrar, mais adiante no livro, que se um projétil é 
disparado ao nível do solo, com uma velocidade inicial de vo 
metros por segundo, a um ângulo a com a horizontal, e sendo 
desprezada a resistência do ar, então sua posição após t segun- 
dos do lançamento, em relação ao sistema de coordenadas da 
figura abaixo é: 


x = (vcosat, y= (vosen g)t — gt? 

onde g = 9,8 m/s?. 

(a) Mostre que a trajetória é uma parábola por meio da elimi- 
nação do parâmetro. 

(b) Esboce a trajetória quando œ = 30º e vo = 1.000 m/s. 

(c) Usando a trajetória esboçada em (b) quão alto o projétil 
sobe? 
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(d) Usando a trajetória esboçada em (b), quanto o projétil via- 


ja horizontalmente? 


Figura Ex-40 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. (a) Encontre a inclinação da reta tangente à curva paramé- 
trica x = t/2, y = Ê + 1 em t = —1 e t = 1 sem elimi- 
nar o parâmetro. 

(b) Verifique suas respostas da parte (a) eliminando o pa- 
râmetro e diferenciando uma função apropriada de x. 


42. (a) Encontre a inclinação da reta tangente à curva paramé- 
trica x = 3 cos t, y = 4 sen t em t = 7/4 e t = 77/4 sem 
eliminar o parâmetro. 

(b) Verifique suas respostas da parte (a) eliminando o pa- 
râmetro e diferenciando uma função apropriada de x. 


43. Para a curva paramétrica do Exercício 1, faça uma conjec- 
A 2 2 
tura sobre o sinal de dºy/dx em t = —1 e t = 1 e confirme 
sua conjectura sem eliminar o parâmetro. 


44. Para a curva paramétrica do Exercício 2, faça uma conjec- 
tura sobre o sinal de y/d em t = 7/4 e t = 77/4 e con- 
firme sua conjectura sem eliminar o parâmetro. 


45-50 Encontre dy/dx e d’y/dx? no ponto dado sem eliminar o pa- 
râmetro. E 


45. x= vt, y=2U+4; t=1 
46. x 


= 4+1, y=;2-t1=2 

47. x=sect, y=tgt, t=7/3 

48. x=senht, y=cosht; t=0 

49. x=0+cos0, y=1+senð;, 0=7/6 

50. x=cosd, y=3seny; p=57/6 

51. (a) Encontre a equação da reta tangente à curva 


x=e, y=" 


em t = 1, sem eliminar o parâmetro. 
(b) Encontre a equação da reta tangente da parte (a) eliminan- 
do o parâmetro. 


52. (a) Encontre a equação da reta tangente à curva 
x=2U+4, y=82-2+4 


em t = 1, sem eliminar o parâmetro. 
(b) Encontre a equação da reta tangente da parte (a) eliminan- 
do o parâmetro. 


53-54 Encontre todos valores de t nos quais a curva paramétrica tem 
(a) uma reta tangente horizontal e (b) uma reta tangente vertical. E 


53. x=2sent, y=4cost (0<t< 2r) 


54. x=2P — 152424 +7, y=2+t+1 


55. Em meados da década de 1850, em seu estudo sobre oscilações 


que combinam dois movimentos senoidais perpendiculares, o 
físico francês Jules Antoine Lissajous (1822-1880) ficou inte- 
ressado nas equações paramétricas da forma 


x=senat, y= sen bt 


Se a/b for um número racional, então o efeito combinado das 
oscilações será um movimento periódico ao longo de uma tra- 
jetória denominada curva de Lissajous. 

(a) Use um recurso computacional para gerar o gráfico com- 
pleto das curvas de Lissajous correspondentes a a = 1, 
b=2;a=2,b=3;a=3,b=4ea=4,b=5. 

(b) A curva de Lissajous 


x=sent, y=sen2t (0<t< 2r) 


cruza-se na origem (veja Figura Ex-55). Encontre as equa- 
ções das duas retas tangentes na origem. 


56. Conforme mostra a figura abaixo, a cicloide alongada 
x=2-—-mcost, y=2t—-msent (-m<t<g7m) 


cruza a si mesma em um ponto do eixo x. Encontre equações 
para as duas retas tangentes nesse ponto. 


Figura Ex-55 


Figura Ex-56 


57. Mostre que a curva x = Ê, y = P — 4t cruza a si mesma no pon- 
to (4, 0) e encontre equações das duas retas tangentes à curva 
no ponto de interseção. 


58. Mostre que a curva com equações paramétricas 
x=2-H+5, y=P+2-10+9 


cruza a si mesma no ponto (3, 1) e encontre equações das duas 
retas tangentes à curva no ponto de interseção. 


59. (a) Usando um recurso computacional, gere o gráfico da cur- 
va paramétrica 


x = cos” t, y= sen? t (0<t< 2r) 


e faça uma conjectura sobre os valores de f nos quais ocor- 
rem pontos singulares. 

(b) Confirme sua conjectura da parte (a) calculando as deriva- 
das apropriadas. 


60. Verifique que a cicloide descrita pela Fórmula (10) tem cúspi- 
des nos pontos de corte com o eixo x e retas tangentes horizon- 
tais nos pontos médios entre dois cortes adjacentes com o eixo 
x (veja a Figura 10.1.14). 


704 Cálculo 


61. (a) Qual é a inclinação da reta tangente no instante t à trajetó- 
ria do avião de papel do Exemplo 5? 
(b) Qual foi, aproximadamente, o ângulo de inclinação do 
avião quando bateu na parede? 


62. Suponha que uma abelha percorra a trajetória 


x=t-—2cost, y=2-2sent (O<t<l0) 


(a) Em quais instantes a abelha estava voando horizontalmente? 
(b) Em quais instantes a abelha estava voando verticalmente? 


63. Considere a família de curvas descritas pelas equações para- 


métricas 


x=acost+h, y=bsent+k (0<t< 2r) 


em que a + 0 e b + 0. Descreva as curvas dessa família se 
(a) he k forem fixados, mas a e b puderem variar. 

(b) ae b forem fixados, mas h e k puderem variar. 

(c) a= leb = 1, mas h e k variam com h = k + 1. 


64. (a) Use um recurso gráfico para estudar como as curvas da 


família 


x= 2a cos? t, y=2acostsent (-2m<t<27) 


variam quando a varia de O a 5. 
(b) Confirme suas conclusões algebricamente. 
(c) Escreva um parágrafo curto descrevendo suas conclusões. 


65-70 Encontre o comprimento de arco exato da curva dada no in- 
tervalo indicado. Wi 


65. x=, y=} (0<t<1) 


66. x=1-2, y=2P^(1<t< 16) 

67. x=cos3t, y=sen3t (0<t<r) 

68. x=sent+cost, y= sent— cost (O<t<7) 

69. x= e” (sent + cost), y= e” (sent -— cost) (—1<t< 1) 
70. x=2arcsent, y=Inl-f) (0<t<5) 


(a) Use as equações paramétricas na Fórmula (9) para mostrar 
que o comprimento L de um arco de uma cicloide é dado 
pela integral 


271 
L= af V2(1 — cos 0) d0 
0 


[6]71. 


(b) Use um CAS para mostrar que L é 8 vezes o raio da roda 
que gera a cicloide (veja a figura a seguir). 


Figura Ex-71 


72. Use as equações paramétricas na Fórmula (10) para verificar 
que a cicloide fornece uma solução da equação diferencial 


dy z 
EN = 
Fes) ii 


em que a é uma constante positiva. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


a 


73. Uma atração de um parque de diversões ilustrada na figura 
a seguir consiste em dois braços rotativos conectados de 
comprimento 1: um braço interno que gira no sentido anti- 
-horário a 1 radiano por segundo e um braço externo que 
pode ser programado para rodar tanto no sentido horário a 
2 radianos por segundo (a volta mexida) quanto no sentido 
anti-horário a 2 radianos por segundo (a volta calipso). O 
centro da gaiola do passageiro está na extremidade do bra- 
ço externo. 

(a) Mostre que, na volta mexida, o centro da gaiola tem 
equações paramétricas 
x= cos t+ cos 2t, y= sent -— sen 2t 

(b) Encontre equações paramétricas para o centro da gaio- 

la na volta calipso e use um recurso gráfico para confir- 

mar que o centro da gaiola descreve a curva mostrada 
na figura. 

Será que um passageiro percorre a mesma distância em 

uma revolução na volta calipso que em uma revolução 

na volta mexida? Justifique sua conclusão. 


(e) 


Volta mexida 


Volta calipso 


Figura Ex-73 


74. (a) Se uma corda for desenrolada de um círculo fixado 
mantendo-a tensa (isto é, tangente ao círculo), então a 
extremidade da corda descreve uma curva denominada 
involuta de um círculo. Mostre que, se o círculo tiver 
centro na origem e raio a e a extremidade da corda es- 
tiver inicialmente no ponto (a, 0), a involuta pode ser 
expressa parametricamente como 
x = a(cos 0 + 8 sen 6), y= a(sen 0 — 0 cos 6) 

onde 0 é o ângulo mostrado na parte (a) da figura a 

seguir. 

Supondo que um cachorro na parte (b) da figura abai- 

xo desenrole sua correia mantendo-a tensa, para quais 

valores de 6 no intervalo O < 6 < 27 o cachorro estará 
andando na direção Norte? Sul? Leste? Oeste? 

Use um recurso gráfico computacional para gerar a 

curva traçada pelo cachorro e mostre que ela está de 

acordo com a sua resposta na parte (b). 


(b) 


(c) 
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[As deduções são análogas às usadas para obter as Fórmulas (4) e (5) 
N na Seção 6.5, do Volume 1.] Use essas fórmulas nestes exercícios. E 


75. Determine a área da superfície gerada fazendo girar a curva 
y= Ê, y= 3t (0 < t < 2) em torno do eixo x. 


D x B 76. Determine a área da superfície gerada fazendo girar a curva 
E x = æ cos t, y = æ sen t (0 < t < 7/2) em torno do eixo x. 


77. Determine a área da superfície gerada fazendo girar a curva 
x = cos? t, y = sen? t (0 < t < 7/2) em torno do eixo y. 


S 78. Determine a área da superfície gerada fazendo girar a curva 
(a) (b) x= 6t, y = 4P (0 < t < 1) em torno do eixo y. 


Figura Ex-74 79. Fazendo girar o semicírculo 


x=rcost, y=rsent (O<t<g7) 


em torno do eixo x, mostre que a área da superfície de uma es- 
75-80 Se f'(t) e g'(t) forem funções contínuas e se nenhum seg- fera de raio r é 47 r’. 


mento da curva 80. As equações 


x=), y= (a<i<b) x=aġ-— asen ġ,y=a— acoso (0< ¢<2r) 


for traçado mais do que uma vez, então pode ser mostrado que a área 


o o . i representam um arco de uma cicloide. Mostre que a área da 
da superfície gerada pela revolução dessa curva em torno do eixo x é 


superfície gerada pela revolução dessa curva em torno do eixo 
b PET dy 2 x é dada por S = 6470213. 
S= { 27y (5) + 2) dt 81. Texto Consulte alguma obra de referência apropriada e es- 
a dt creva um ensaio sobre o matemático norte-americano Natha- 
niel Bowditch (1773-1838) e suas investigações relativas às 
curvas de Bowditch (mais conhecidas como curvas de Lissa- 
jous; ver Exercício 55). 
b daN? dy? 82. Texto Quais são algumas das vantagens de expressar uma 
S = / 27x 
a dt 


e a área da superfície gerada pela revolução dessa curva em torno 
do eixo y é 


curva parametricamente em vez de no formato y = f(x)? 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.1 


q ddr dO 


1. x=3+2costy=5+2sent (0<t<2r 2.3:275 3x=fl-Dy=gd-t : = 
y ( ) 3 fd D,y=80—9) dridi 7 FO 


A f y (1/1)? + cos? t dt 
1 


10.2 COORDENADAS POLARES 


Até agora, especificamos a localização de um ponto no plano por meio de suas coordenadas 
relativas a dois eixos perpendiculares. Porém, às vezes, um ponto em movimento tem uma 
afinidade especial com algum ponto fixo, tal como um planeta em uma órbita sob a atração 
central do Sol. Nesses casos, a trajetória da partícula fica mais bem descrita por sua direção 
angular e sua distância de um ponto fixo. Nesta seção, discutiremos um novo tipo de sistema 
de coordenadas, que é baseado nessa ideia. 


E SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 

Um sistema de coordenadas polares em um plano consiste em um ponto O fixo, chamado de 
polo (ou origem) e de um raio que parte do polo, chamado de eixo polar. Em tal sistema de coor- 
denadas, podemos associar a cada ponto P no plano um par de coordenadas polares (r, 0), onde r 
é a distância de P ao polo e 0 é o ângulo entre o eixo polar e o raio OP (Figura 10.2.1). O número 
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P(r, 0) r é chamado de coordenada radial de P, enquanto que 6 é a coordenada angular (ou ângulo 
polar) de P. Na Figura 10.2.2, os pontos (6, 7/4), (5, 27/3), (3, 57/4) e (4, 117/6) estão plotados 

r em um sistema de coordenadas polares. Se P for o polo, então r = 0, mas nesse caso não há uma 
definição clara do ângulo polar. Vamos convencionar que qualquer ângulo possa ser usado nesse 


ò ` 8 caso; isto é, (0, 6) são as coordenadas polares do polo com qualquer escolha de 6. 


Polo Eixo polar 


Figura 10.21 (6, x/4) (5, 27/3) 57/4 
27/3 117/6 
7/4 (3, 57/4) (4, 117/6) 


Figure 10.2.2 


As coordenadas polares de um ponto não são únicas. Por exemplo, as coordenadas polares 
(1, 77/4), (1,-m/4) e (1, 157/4 


representam todas o mesmo ponto (Figura 10.2.3). 


17/4 157/4 
-“€ 
1 ba 1 
Figura 10.2.3 (1, 77/4) (1, —7/4) (1, 157/4) 


Em geral, se um ponto P tiver coordenadas polares (r, 0), então 
(r,0+2nm) e (r,0— 2nr) 


também são coordenadas polares de P com qualquer n inteiro não negativo. Assim, todo pon- 
to tem uma infinidade de coordenadas polares. 
Conforme definido acima, a coordenada radial r de um ponto P é não negativa, pois 
representa a distância de P ao polo. No entanto, seria conveniente que r pudesse ser ne- 
57/4 gativo. Para motivar uma definição apropriada, seja P o ponto com coordenadas polares 
Eixo: polar (3, 57/4). De acordo com a Figura 10.2.4, podemos atingir este ponto rodando o eixo 
polar por um ângulo de 57/4 e movendo-se 3 unidades a partir do polo ao longo do lado 
final do ângulo; ou, então, podemos atingir P rodando o eixo polar por um ângulo de 7/4 
e movendo-se 3 unidades a partir do polo ao longo da extensão do lado final. Isso sugere 
que o ponto (3, 57/4) também possa ser denotado por (—3, 7/4), onde o sinal de menos 
serve para indicar que o ponto está sobre a extensão do lado final do ângulo, em vez de 
estar no próprio lado final do ângulo. 
Em geral, o lado final de um ângulo de 0 + 7 é a extensão do lado final de 6, portanto 
definimos as coordenadas radiais negativas convencionando que 


(-r,0 e (r,0+7) 


Eixo polar 


Figura 10.2.4 são coordenadas polares do mesmo ponto. 


E RELAÇÕES ENTRE COORDENADAS POLARES E RETANGULARES 

É frequentemente útil sobrepor ao sistema de coordenadas polares um sistema de coor- 
denadas retangulares xy de tal forma que o eixo x positivo coincida com o eixo polar. Se 
isso for feito, cada ponto P terá coordenadas retangulares (x, y), bem como coordenadas 


x/2 


*= rç0s0 


Figura 10.2.5 


0 
Figura 10.2.6 
x/2 
Ay 
X 
| >— 0 
| / 
| / F 
| / 
j à L 
4 
I7 
/ EEE 
P(-2,-243) 


Figura 10.2.7 
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polares (r, 0). Conforme sugere a Figura 10.2.5, essas coordenadas estão relacionadas 
pelas equações 

Eros, VS rne (1) 
Essas equações permitem encontrar x e y quando forem dados r e 6. Entretanto, para encontrar 


re 0 a partir de x e y, é preferível usar as identidades sen?0 + cos?0 = 1 e tg 0 = sen Glcos O 
para reescrever (1) como 


P=2+y, tg0=> (2) 
X 


> Exemplo 1 Encontre as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas polares 
são (6, 27/3) (Figura 10.2.6). 


Solução Substituindo as coordenadas polares r = 6 e 0 = 27/3 em (1), obtemos 


2 1 

x = 6 cos 26 =—3 
3 2 
2, 3 

y= 6sin (F) -m 


Portanto, as coordenadas retangulares de P são (—3, 34/3). < 


> Exemplo 2 Encontre as coordenadas polares do ponto P cujas coordenadas retangulares 
são (—2, —2 4/3 ) (Figura 10.2.7). 


Solução Vamos encontrar as coordenadas polares (r, 6) de P que satisfazem as condições 
r>0e0 x< 0< 27. Da primeira equação em (2), 


r? =x +y = (2? + (2V3) =4+12=16 
logo, r = 4. Da segunda equação em (2), 


-243 
TE S L R 
x —2 
Disso e do fato de (—2, —2«/3) estar no segundo quadrante, tem-se que o ângulo que satisfaz 
0 < 0 < 2x é 0 = 4x /3. Assim, as coordenadas polares de P são (4, 47/3). Todas as demais 

coordenadas polares de P podem ser expressas como 


(a E + 2n7) ou (-4, : + 2nx) 


onde n é um inteiro. «4 


E GRÁFICOS EM COORDENADAS POLARES 
Consideremos agora o problema de traçar o gráfico de equações em r e 0, nas quais supomos 
que 6 seja medido em radianos. Alguns exemplos de tais equações são 


r=1, 0=7/4, r=0, r=sen6, r=cos26 


Em um sistema de coordenadas retangulares, o gráfico de uma equação em x e y consiste em 
todos os pontos cujas coordenadas (x, y) satisfazem a equação. Em coordenadas polares, po- 
rém, os pontos têm um número infinito de coordenadas, de modo que um dado ponto pode ter 
algumas coordenadas polares que satisfazem uma equação, enquanto que outras não. Dada 
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Taia 


Figura 10.2.9 


Faça o gráfico da espiral r = 0 (60 < 
0). Compare seu gráfico com o da Fi- 
gura 10.2.9. 


uma equação em r e 0, definimos o gráfico em coordenadas polares dessa equação como to- 
dos os pontos nos quais pelo menos um par de coordenadas (r, 6) satisfaz a equação. 


> Exemplo 3 Esboce os gráficos de 


(a) r=1 o= 


em coordenadas polares. 


Solução (a) Dado qualquer valor de 6, o ponto (1, 0) está a uma unidade do polo. Como 6 é 
arbitrário, o gráfico é um círculo de raio 1 com centro no polo (Figura 10.2.84). 


Solução (b) Dado qualquer valor de r, o ponto (r, 7/4) está sobre uma reta que faz um ân- 
gulo de 7/4 com o eixo polar. (Figura 10.2.8h). Valores positivos de r correspondem a pon- 
tos sobre a reta no primeiro quadrante, enquanto que valores negativos de r correspondem a 
pontos no terceiro quadrante. Assim, sem nenhuma restrição sobre r, o gráfico é a reta toda. 
Observe, contudo, que imposta a condição r > 0, o gráfico será, então, somente o raio no pri- 
meiro quadrante. < 


x/2 x/2 
n/4 
T 0 0 
r=1 0 = x4 
Figura 10.2.8 (a) (b) 


Especialmente importantes são as equações r = f(0) que expressam r como função de 0. 
Uma maneira de fazer o gráfico de tal equação é escolher alguns valores típicos de 6, calcular 
os correspondentes valores de r e, então, esboçar os pares (r, 0) resultantes em um sistema de 
coordenadas polares. Os próximos dois exemplos ilustram esse processo. 


> Exemplo 4 Esboce o gráfico de r = 6 (0 > 0) em coordenadas polares plotando pontos 
escolhidos. 


Solução Observe que 6 cresce à medida que r cresce; assim, o gráfico é uma curva que se 
afasta em espiral do polo quando 6 cresce. Um esboço razoavelmente preciso da espiral pode 
ser obtido plotando os pontos que correspondam a valores de O que sejam múltiplos de 71/2, 
lembrando que o valor de r é sempre igual ao valor de O (Figura 10.2.9). < 


> Exemplo 5 Esboce o gráfico da equação r = sen 0 em coordenadas polares plotando 
pontos. 


Solução A Tabela 10.2.1 mostra as coordenadas de pontos do gráfico com incrementos de 
m/6. 

Esses pontos estão plotados na Figura 10.2.10. Observe que, no entanto, há 13 pontos 
na tabela, mas somente 6 pontos distintos foram plotados. Isso ocorre porque os pares a par- 
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tir de 6 = 7 resultam em duplicatas dos pontos precedentes. Por exemplo, (— 1/2, 77/6) e 
(1/2, 7/6) representam o mesmo ponto. « 


Tabela 10.2.1 


(0, 0) 


r=sen 6 


Figura 10.2.10 


9 o x x a 2x Sm E Tx 4n 3x Sx Liz 27 
(radianos) 6 3 2 3 6 6 3 2 3 6 
1 3 3 1 1 3 3 1 
P= gane — —— —— > -> -=> E: —— -> 
o 2 2 f 2 2 0 2 2 ! 2 2 fi 
1 x 3 x x 3 2x 1 57 1 T 3 4r 37 3 5r 1 llr 
PO. > > , , = - x 
8) | (0,0) Ẹ a] (5 zl (1 z) fo a] E o] 0, m) [es J (3 7) (1.3) a a E J 0:27) 


yo 


-1 


Figura 10.2.11 


r= cos 20 


Figura 10.2.12 


Observe que os pontos da Figura 10.2.10 aparentam estar dispostos em um círculo. Po- 
demos confirmar isso expressando a equação polar r = sen 0 em termos de x e y. Para isso, 
multiplicamos por r a equação, obtendo 


r =rsen0 
o que, a partir das Fórmulas (1) e (2), pode ser reescrito como 
X+ =y 
Reescrevendo essa equação como x? + y? — y = 0 e completando o quadrado, obtemos 
2 1\2_1 
x*+(y-3) =4 
que é um círculo de centro (0, 5) e raio ł no plano xy. 
Muitas vezes, é útil ver a equação r = f(0) como uma equação em coordenadas retangu- 
lares (em vez de polares) e traçar seu gráfico em um sistema de coordenadas Or. Por exemplo, 
a Figura 10.2.11 mostra o gráfico de r = sen 0 em coordenadas retangulares 0r. Esse gráfico 
realmente pode ajudar a visualizar como foi gerado o gráfico polar da Figura 10.2.10: 


e Em 0 = 0, temos r = 0, o que corresponde ao polo (0, 0) do gráfico polar. 


e À medida que 0 varia de O a 77/2, o valor de r cresce de O para 1, logo o ponto (7; 0) mo- 
ve-se ao longo do círculo do polo ao ponto no alto, em (1, 7/2). 


e À medida que O varia de 7/2 até x, o valor de r decresce de 1 para 0, logo o ponto 
(r, 0) move-se ao longo do círculo desde o ponto mais alto de volta ao polo. 


e À medida que O varia de x a 37/2, os valores de r são negativos, variando de O até 
—1. Assim, o ponto (7, 0) move-se ao longo do círculo do polo ao ponto mais alto em 
(1, 7/2), que é o mesmo que (—1, 37/2). Isso duplica o movimento que ocorreu em 
0 <0 < x12. 


e À medida que 6 varia de 37/2 a 27, o valor de r varia de —1 a 0. Assim, o ponto (r, 0) 
move-se ao longo do círculo do ponto mais alto para o polo, duplicando o movimento 
que ocorreu em 7/2 < 0 < 7. 


> Exemplo 6 Esboce o gráfico de r = cos 20 em coordenadas polares. 


Solução Em vez de esboçar pontos, vamos usar o gráfico de r = cos 26 em coordenadas 
retangulares (Figura 10.2.12) para visualizar como é gerado o gráfico polar dessa equação. A 
análise e o gráfico polar resultantes estão mostrados na Figura 10.2.13. Essa curva é chamada 
de rosácea de quatro pétalas. 4 
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s 


r varia de 1 
a 0 quando 


6 varia de O 
a 7/4. 


Figura 10.2.13 


A recíproca de cada parte do Teorema 
10.2.1 é falsa. Veja o Exercício 79. 


Figura 10.2.14 


Um gráfico que é simétrico em rela- 
ção a ambos os eixos, x e y, também 
é simétrico em relação à origem. Use 
o Teorema 10.2.1(c) para verificar 
que a curva do Exemplo 7 é simétrica 
em relação à origem. 


CCETT EF 


r varia de 0 r varia de —1 | | r varia de O r varia de 1 r varia de 0 r varia de —1 r varia de 0 
a —l quando | | a O quando a 1 quando 0 a O quando a-—l quando | | a 0 quando 6 | | a 1 quando 6 
9 varia de 6 varia de varia de 37/4| | 6 varia de 9 varia de varia de varia de 

n/4 a 7/2. n/2 a 37/4. ar. x a 57/4. 57/4 a 37/2. | | 37/2 a 7714. 7n/4 a 27. 


EB TESTES DE SIMETRIA 


Observe que o gráfico polar de r = cos 20, na Figura 10.2.13, é simétrico em relação aos ei- 
xos xe y. Essa simetria poderia ter sido antecipada a partir do seguinte teorema, sugerido pela 
Figura 10.2.14 (omitiremos a prova). 


10.2.1 TEOREMA (Testes de Simetria) 


(a) Uma curva em coordenadas polares é simétrica em relação ao eixo x se, substituindo 
9 por —6, obtivermos uma equação equivalente (Figura 10.2.14a). 


(b) Uma curva em coordenadas polares é simétrica em relação ao eixo y se, substituindo 
0 por x — 0, obtivermos uma equação equivalente (Figura 10.2.14b). 


(c) Uma curva em coordenadas polares é simétrica em relação à origem se, substituindo 


0 por 0 + x, ou substituindo r por —r, obtivermos uma equação equivalente (Figura 
10.2.14c). 


x/2 x/2 x/2 
(r,x-—60) (r,0) 
j (1,0) =» (r, 0) 
/ N / 
ž N / 
E NdZ 
K 0 0 0 
x 
RE (r,0 +7) 
Ni o, -0) oi 
r, 0) 
(a) (b) (c) 


> Exemplo 7 Useo Teorema 10.2.1 para confirmar que o gráfico de r = cos 20 na Figura 

10.2.13 é simétrico em relação aos eixos x e y. 

Solução Para testar a simetria em relação ao eixo x, substituimos 0 por —6. Disso resulta 
r=cos(—20) = cos 20 


Assim, a equação não se modifica quando substituimos 0 por —0. 
Para testar a simetria em relação ao eixo y, substituímos 0 por 7 — 0. Disso resulta 


r = cos 2(7 — 0) = cos(27 — 26) = cos(—20) = cos 20 


Assim, a equação não se modifica quando substituimos 0 por x — 6. «4 
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> Exemplo 8 Esboce o gráfico de r = a(l — cos 0) em coordenadas polares, supondo que 
a seja uma constante positiva. 


Solução Observe primeiramente que, trocando 6 por —6, não alteramos a equação, portanto 
sabemos antecipadamente que o gráfico é simétrico em relação ao eixo polar. Fazendo, então, 
a parte superior do gráfico da curva, a inferior pode ser obtida por reflexão pelo eixo polar. 

Como no exemplo anterior, vamos primeiro fazer o gráfico em coordenadas retangu- 
lares. Esse gráfico, mostrado na Figura 10.2.15a, pode ser obtido reescrevendo a equação 
dada como r = a — a cosô. Esse gráfico em coordenadas retangulares 6r pode ser obtido 
refletindo o gráfico de r = a cos 0 pelo eixo x para obter o gráfico de r = —a cos 0 e, a se- 
guir, transladando o gráfico a unidades para obter o gráfico de r = a — a cos 0. Podemos, 
agora, ver que: 


e Quando 9 varia de 0 a 7/3, r cresce de O até a/2. 

e Quando 9 varia de 7/3 a 7/2, r cresce de a/2 até a. 

e Quando 9 varia de 7/2 a 27/3, r cresce de a até 3a/2. 
e Quando 0 varia de 27/3 a x, r cresce de 3a/2 até 2a. 


Isso produz a curva polar mostrada na Figura 10.2.15h. O restante da curva pode ser obtido 
continuando a análise precedente de x até 27, ou, conforme observado anteriormente, refle- 
tindo pelo eixo x a parte já feita (Figura 10.2.15c). Essa curva em forma de coração é deno- 
minada cardioide (a palavra grega kardia significa “coração”). < 


(2.23 


D 
— 
NIA 


> 
27 (2a, 1) 


r= a(l — cos 8) 


(a) (b) (c) 
Figura 10.2.15 


> Exemplo9 Esboce o gráfico de 7? = 4 cos 20 em coordenadas polares. 


Solução Essa equação não expressa r como uma função de 0, uma vez que, resolvendo 
para r em termos de 0, obtemos duas funções: 


r = 24 cos20 e r = —2v4cos20 


Desse modo, para obter o gráfico da equação 7? = 4 cos20, devemos fazer separadamente o 
gráfico dessas duas funções e, então, combiná-los. 

Vamos começar com o gráfico de r = 2,/cos 26. Observe primeiramente que essa 
equação não muda se substituirmos 0 por —0 ou se substituirmos 0 por x — 0. Assim, o grá- 
fico é simétrico em relação aos eixos x e y. Isso significa que todo o gráfico pode ser obtido 
fazendo-se o gráfico da parte no primeiro quadrante, refletindo-se essa parte pelo eixo y para 
obter a parte no segundo quadrante e refletindo-se, então, essas duas partes pelo eixo x para 
obter as partes no terceiro e quarto quadrantes. 
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x/2 


0 =0 (r20) 


(b) 


Figura 10.2.17 


Para começar a análise, vamos fazer o gráfico da equação r = 2v cos 20 em coorde- 
nadas retangulares Or (ver Figura 10.2.16a). Observe que há falhas no gráfico nos intervalos 
n/4<0<3m/4e5n/4<0<'TIm/4, pois cos 26 torna-se negativo para esses valores de 0. A 
partir desse gráfico, vemos que: 


e À medida que 9 varia de O a 77/4, r decresce de 2 para 0. 
e À medida que 9 varia de 71/4 a 71/2, não são gerados pontos no gráfico polar. 


Isso dá a parte do gráfico mostrada na Figura 10.2.16b. Conforme observado anteriormen- 
te, podemos completar o gráfico por uma reflexão pelo eixo y seguida de uma reflexão pelo 
eixo x (Figura 10.2.16c). O gráfico resultante em formato de hélice é denominado lemnis- 
cata (da palavra grega lemniscos, para um laço de fita que se parece com o número oito). 
Deixamos a cargo do leitor verificar que a equação r = 2/cos 20 tem o mesmo gráfico que 
r = —24 cos 26, porém traçado de forma diagonalmente oposta. Assim, o gráfico da equação 
r? = 4 cos 20 consiste em duas lemniscatas idênticas sobrepostas. «4 


m2 


r = 2Ncos 20 


ř 
2 
| 
| 
| 
| | Eos 
| x 37 5x x 2 
4 4 4 


IT 


J 
4 
(a) (b) 


Figura 10.2.16 


E FAMÍLIAS DE RETAS E RAIOS ATRAVÉS DO POLO 

Se 0o for um ângulo fixo, então, dado qualquer valor de r, o ponto (r, 09) estará sobre uma 
reta que forma com o eixo polar um ângulo 6 = 6o; reciprocamente, todo ponto sobre esta reta 
tem um par de coordenadas da forma (r, 09). Assim, a equação O = 6 representa a reta que 
passa pelo polo e forma um ângulo 6 com o eixo polar (Figura 10.2.17a). Se exigirmos que r 
seja não negativo, então o gráfico da equação O = 0, é o raio que emana do polo e forma um 
ângulo de d com o eixo polar (Figura 10.2.17b). Desse modo, enquanto 6 varia, a equação 
9 = 6o produz uma família de retas através do polo ou de raios através do polo, dependendo 
das restrições sobre r. 


E FAMÍLIAS DE CÍRCULOS 
Vamos considerar três famílias de círculos supondo que a seja uma constante positiva. 


PS 7 == Procon) r=2asen6 (3-5) 


A equação r = a representa um círculo de raio a com centro no polo (Figura 10.2.18a). As- 
sim, variando a, essa equação produz uma família de círculos com centro no polo. Para as 
famílias (4) e (5), lembre-se, da Geometria plana, de que um triângulo inscrito em um círculo 
com um diâmetro do círculo como um de seus lados, deve ser um triângulo retângulo. Assim, 
conforme indicado nas Figuras 10.2.18hb e 10.2.18c, a equação r = 2a cos 0 representa um 
círculo de raio a, com centro sobre o eixo x e tangente na origem ao eixo y; da mesma forma, 
a equação r = 2a sen 0 representa um círculo de raio a, com o centro sobre o eixo y e tangente 
ao eixo x na origem. Portanto, variando a, as Equações (4) e (5) produzem as famílias ilustra- 
das nas Figuras 10.2.18d e 10.2.18e. 


Capítulo 10 / Curvas paramétricas e polares; seções cônicas 713 


x/2 x/2 x/2 x/2 x/2 
P(r, 0) 
P(a, 6) pre N ZX eoo 
o i o GA 
A 
0 0 
r=a r=2acos6 r= 2a sen 0 r = 2a cos 0 r= 2a sen 6 
(a) (b) (c) (d) (e) 
Figura 10.2.18 
E FAMÍLIAS DE ROSÁCEAS 
Obsoneique; subsinundo id ponco é Em coordenadas polares, as equações da forma 
equação r = 2a cos 8 não muda, en- DEDO Renee (6-7) 


quanto que substituir 9 por 7 — 6 não 
muda a equação r = 2a sen 9. Isso ex- 
plica por que os círculos nas Figuras 
10.2.18d são simétricos em relação ao 
eixo x e os da Figura 10.2.18e são si- 
métricos em relação ao eixo y. 


Qual será o aspecto de uma rosácea 
de uma pétala? 


em que a > 0 e n é um inteiro positivo, representam famílias de curvas em forma de flor cha- 
madas de rosáceas (Figura 10.2.19). A rosácea consiste em n pétalas de raio a igualmente 
espaçadas se n for ímpar e, se n for par, 2n pétalas de raio a igualmente espaçadas. Pode-se 
mostrar que uma rosácea com um número par de pétalas é traçada exatamente uma vez quan- 
do 0 varia no intervalo O < 6 < 27, e uma rosácea com um número ímpar de pétalas é traçada 
exatamente uma vez quando O varia no intervalo O < 0 < 7 (Exercício 78). Uma rosácea de 
quatro pétalas e raio 1 teve seu gráfico feito no Exemplo 6. 


ROSÁCEAS 


m= 2 n=3 n=4 n= n=6 


YK 


r=asennô 


Figura 10.2.19 


E FAMÍLIAS DE CARDIOIDES E LIMAÇONS 
As equações de qualquer um dos quatro tipos 


r=atbsenô r=a+bcos6 (8-9) 


em que a > 0 e b > 0, representam curvas polares chamadas limaçons (do latim limax, para 
uma criatura parecida com uma lesma). Há quatro formas possíveis para os limaçons, que 
são determinadas pela razão a/b (Figura 10.2.20). Se a = b (o caso a/b = 1), então o limaçon 
é denominado cardioide, em razão da semelhança com o aspecto de um coração, conforme 
notado no Exemplo 8. 
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alb < 1 alb = 1 I<alb<2 alb >2 
Limaçon com Es Limaçon com Limaçon 
laço interno Cardioige covinha convexa 


Figura 10.2.20 


> Exemplo 10 A Figura 10.2.21 mostra a família de limaçons r = a + cos 0 na qual a 
constante a varia em passos de 0,25 desde 0,25 até 2,50. Conforme observa-se na Figura 
10.2.20, os limaçons evoluem desde o tipo com laço até o tipo convexo. À medida que a cres- 
ce a partir de 0,25, o laço vai ficando cada vez menor até que a cardioide é atingida quando 
a = 1. Quando a cresce mais ainda, leva os limaçons a evoluírem para o tipo com covinha até 
o tipo convexo. « 


E ODOVDOOO 


a=0,25 


Figura 10.2.21 


x/2 


Espiral de Arquimedes 


r=a6 


Figura 10.2.22 


= acos a= i= 11,25 p= 15 G= 75 G= = PS G= 25 


r=a+cos0 


E FAMÍLIAS DE ESPIRAIS 

Uma espiral é uma curva que se enrola em torno de um ponto central. Em geral, as espirais 
têm versões “destras” e “canhotas”, que se enrolam em sentidos opostos, dependendo das 
restrições sobre o ângulo polar e dos sinais das constantes que aparecem em suas equações. 
Alguns dos tipos mais comuns de espirais estão mostrados na Figura 10.2.22 para valores não 
negativos de 0, a e b. 


z/2 m/2 x/2 x/2 
0 0 
6T- 


Espiral parabólica Espiral logarítmica Espiral de Lituus Espiral hiperbólica 


r= avo r = ae” r= ao r=al6 


E ESPIRAIS NA NATUREZA 

Vários tipos de espirais ocorrem na natureza. Por exemplo, o caramujo de argonauta que tem 
câmaras forma uma espiral logarítmica, e uma corda de marinheiro enrolada forma uma es- 
piral de Arquimedes. As espirais também ocorrem em flores, nas presas de certos animais e 
no formato de galáxias. 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Use um recurso gráfico computacio- 
nal para reproduzir a curva da Figura 
10.2.23. Se o recurso gráfico requer t 
como parâmetro, o leitor deve trocar 
8 por t em (10) para gerar o gráfico. 
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O Michael Siu/iStockphoto O Michael Thompson/iStockphoto Cortesia NASA & The Hubble Heritage Team 
O caramujo de argonauta com Uma corda de marinheiro Uma galáxia espiral. 

câmara mostra uma espiral enrolada formando uma es- 

logarítimica. O animal vive na piral de Arquimedes. 


câmara mais para fora. 


E GERANDO CURVAS POLARES COM RECURSOS COMPUTACIONAIS 


Para as curvas polares que são muito complicadas para o cálculo à mão, devem ser usados 
recursos gráficos computacionais. Embora a maioria dos recursos seja capaz de fazer gráfi- 
cos de curvas polares diretamente, há alguns que são incapazes. No entanto, se um recurso 
gráfico computacional puder ser usado para fazer gráficos de curvas paramétricas, então ele 
pode ser usado para fazer o gráfico de uma curva polar r = f(0), convertendo-se esta equa- 
ção para a forma paramétrica. Isso pode ser feito substituindo-se f(0) no lugar de r em (1). 
Obtém-se 


x=f(0)cos0, y= f(0) sen 0 (10) 


que é um par de equações paramétricas para a curva polar em termos do parâmetro 6. 


> Exemplo 11 Expresse a equação polar 
2+ e 
rs cos — 
2 
parametricamente e gere o gráfico polar a partir das equações paramétricas usando um recur- 
so gráfico. 
Solução Substituindo a equação dada para r em x = r cos 8 e y = r sen 0, obtemos as equa- 
ções paramétricas 


50 50 
Xx= eos cos0, y= AE COS sen 6 


Em seguida, precisamos encontrar um intervalo no qual variar O para obter todo o gráfico. 
Para encontrar tal intervalo, buscamos o menor número de revoluções que devem ocorrer 
até r começar a repetir. Algebricamente, isso equivale a encontrar o menor valor positivo 
de n tal que 


5(0 +2 
2+ oos (22550 


2+ 2 
= cos — 
2 


ou 
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m/2 Para essa equação ser válida, a quantidade 5n7 deve ser um múltiplo par de 77; o menor valor 


2 


Figura 10.2.23 


n para o qual isso ocorre é n = 2. Assim, o gráfico inteiro será traçado em duas revoluções, 
significando que ele pode ser gerado das equações paramétricas 


50 50 
x= Pons cos0, y= ed sen (0 <0 < 4r) 


Assim, obtemos o gráfico na Figura 10.2.23. < 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.2 (Ver página 719 para respostas.) 


1. (a) As coordenadas retangulares (x, y) podem ser recupera- 
das das coordenadas polares (r, 0) por meio das equações 
= ey= i 
(b) As coordenadas polares (r, 0) podem ser recuperadas das 
coordenadas retangulares (x, y) por meio das equações 
r= etg = 


2. Obtenha as coordenadas retangulares dos pontos cujas coorde- 
nadas polares são dadas. 
(a) (4, 7/3) 
(c) (6, —27/3) 


(b) (2, —7/6) 
(d) (4, 57/4) 


EXERCÍCIOS 10.2 [4 Recurso Gráfico 


3. Em cada parte, encontre coordenadas polares que satisfaçam as 
condições dadas para o ponto cujas coordenadas retangulares 
são (1, 3). 

(a) rz0ec0<0<27 
b) r<0e0<0<27 


4. Em cada parte, dê o nome que melhor descreve a curva polar: 
rosácea, reta, círculo, limaçon, cardioide, espiral, lemniscata ou 
nenhuma dessas. 
(a) r=1-—0 
(c) r= sen 20 
(e) r= cossec 0 
(g) r= —2 sen 0 


(b) r=1+2sen0 
(d) r= cos? 0 
(f) r=2+2cos0 


1-2 Esboce os pontos em coordenadas polares. E 


1. (a) (3, 7/4) (b) (5, 27/3) te) (1, x/2) 
(d) (4, 77/6) (e) (=6, =x) ®© (=1, 97/4) 

2. (a) (2, —7/3) (b) (3/2, 77/4) (c) (-3,37/2) 
(d) (—5, —7/6) (e) (2, 47/3) ®© (0, x) 


3-4 Determine as coordenadas retangulares dos pontos cujas coor- 
denadas polares estão dadas. E 


3. (a) (6,7/6) (b) (7, 27/3) (c) (—6, —57/6) 


(d) (0, =x) (e) (7, 177/6) ®© (—5,0) 
4. (a) (—2, 7/4) (b) (6, —7/4) (c) (4, 97/4) 
(d) (3,0) (e) (=4, =37/2) (®© (0,37) 


5. Em cada parte, é dado um ponto em coordenadas retangulares. 
Encontre dois pares de coordenadas polares para o ponto, um 
par satisfazendo r > 0 e 0 < 0 < 27 e um segundo par satisfa- 
zendo r > 0e —2r <0<0. 

(a) (-5,0) (b) 23,-2) © (0,-2) 
(d) (—8, —8) (e) (-3,343) ®© 4,1) 


6. Em cada parte, encontre as coordenadas polares que satisfazem 
as condições dadas para os pontos cujas coordenadas retangu- 


lares são (—/3, 1). 


(a) rz0 e 0<0<27 
(b) r<0e0<60<27 
(c) rz0 e —-27<60<0 
(d) r<0e —-x<0<7m 


7-8 Use um recurso computacional, quando for necessário, para 
aproximar as coordenadas polares dos pontos cujas coordenadas re- 
tangulares estão dadas. EH 


7. (a) (3,4) (b) (6, —8) 
8. (a) (—3,4) (b) (—3, 1,7) 


(c) (—1, arc tg 1) 
(c) (2, arc sen 1) 


9-10 Identifique a curva transformando a equação polar dada para 
coordenadas retangulares. E 


9. (a) r=2 (b) rsen6=4 


6 


=3 (o) d = 
© r pi r 3cos0 + 2sen6 


10. (a) r=5sec6 
(c) r= 4 cos 0 + 4 sen 0 


(b) r=2sen6 
(d) r= sec 0tg0 


11-12 Expresse as equações dadas em coordenadas polares. W 


11. (a) x=3 
(C) P+7+6=0 


b) 2 +y)=7 
(d) 9y =4 


12. (a) 


y=-3 


© 2 +92 +4x=0 


ENFOCANDO CONCEITOS 


13-16 É dado um gráfico em um sistema de coordenadas retangula- 
res Or. Esboce o gráfico correspondente em coordenadas polares. EH 


13. 
3 


Ar 


b) 2 +y =5 
d Pey 
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14. ar 


17-20 Determine uma equação para o gráfico polar dado. [Nota: 
As indicações numéricas nos gráficos representam a distância à ori- 


gem.] E 


17. (a) (b) (c) 
5 6 2 


Círculo 


18. (a) e (b) 


19. (a) 


20. (a) 


Limaçon 


Rosácea de 
quatro pétalas 


p 


Cardioide 


Círculo 


(c) 


Círculo 


21-46 Esboce a curva em coordenadas polares. EH 


21. 0= 
3 


mx 


Cardioide 


O 


Rosácea de 
três pétalas 


Limaçon Lemniscata 
(b) (c) 4 
1 
Rosácea de Círculo 
cinco pétalas 
37 
22. dd 23: +=3 


24. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
39. 
41. 
43. 
45. 
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r=4cos0 25. r=6sen0 26. r-2=2cos6 
r=3(1+sen6) 28. r=5-— 5sen0 
r=4-— 4cos0 30. r=1+2sen0 
r=-—1 — coso 32. r=4+3cos6 
r=3-—senô 34. r=3+4cos6 
r—5=3senô 36. r= 5-— 2 cos 0 
r= —3 — 4 sen 0 38. 7° = cos 20 

r? = 16 sen 20 40. r=40 (0>0) 
r=40 (0<0) 42. r=40 

r = —2 cos 20 44. r= 3 sen 20 

r = 9 sen 40 46. r= 2 cos 30 


47-50 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Os pares de coordenadas polares (—1, 7/3) e (1, —27/3) des- 
crevem o mesmo ponto. 


Se o gráfico de r = f(0) traçado em coordenadas retangulares 0r 
for simétrico em relação ao eixo r, então o gráfico de r = f(0) 
traçado em coordenadas polares será simétrico em relação ao 
eixo x. 


A parte do gráfico polar de r = sen 20 com valores de 0 entre 
m/2 e x está contida no segundo quadrante. 


O gráfico do limaçon com covinhas passa pela origem polar. 


51-55 Determine o menor intervalo do parâmetro no qual pode ser 
gerado um gráfico completo da equação polar dada e, em seguida, 
use algum recurso computacional para gerar o gráfico polar. E 


51. 


53. 


55. 


56. 


0 
r =cos — 52. r = sen- 
2 2 
0 [o) 
r=1-2sen— 54. r = 0,5 + cos — 
4 3 
r = cos = 


A figura a seguir mostra o gráfico da “curva da borboleta” 
cos 3 0 
r = e™" —2cos40+sen z 


Determine o menor intervalo do parâmetro com o qual pode 
ser gerada uma borboleta completa e, em seguida, confira sua 
resposta com algum recurso gráfico. 


m2 


Figura Ex-56 
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5457. A figura abaixo mostra a espiral de Arquimedes r = 0/2 produ- 
zida por um recurso gráfico computacional. 
(a) Qual é o intervalo de valores de O usado para gerar o gráfico? 
(b) Duplique o gráfico com seu próprio recurso gráfico com- 
putacional. 


[-9,9]x [-6, 6] 


xScl = 1, yScl = 1 Figura Ex-57 


58. Determine equações para as duas famílias de círculos na figura 
abaixo. 


xl? ni2 


I II 
Figura Ex-58 


59. (a) Mostre que, quando a varia, a equação polar 
r=asec6 (—m/2 < 0< 7/2) 


descreve uma família de retas perpendiculares ao eixo po- 
lar. 
(b) Mostre que, quando b varia, a equação polar 


r= b cossec (0<0< x) 


descreve uma família de retas paralelas ao eixo polar. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


60. A figura a seguir mostra os gráficos da espiral de Arqui- 
medes r = 6 e da espiral parabólica r = «/. Qual é qual? 
Explique seu raciocínio. 


mi2 mi2 


I I 
Figura Ex-60 


61-62 É dado um gráfico polar da equação r = f (0) no intervalo 
indicado. Esboce o gráfico de 


(a) r=K0) (db) r= f(e E 5) 
(O r=f(0+ 5) (d) r=-f9). E 


61. 0O<0<7/2 62. m/2<0<T 


n/2 x/2 
(1, 7/4) (1, 37/4) 


Figura Ex-61 Figura Ex-62 


63-64 Use o gráfico polar do exercício indicado para esboçar o 
gráfico de 
(a) r=f0)+1 


63. Exercício 61 


(b) r=2H0)-1. E 
64. Exercício 62 


65. Mostre que se o gráfico polar de r = (0) for girado no senti- 
do anti-horário em torno da origem por um ângulo a, então 
r = f0 — a) é uma equação para a curva girada. [Sugestão: 
Se (ro, 0o) for um ponto qualquer do gráfico original, então 
(ro, Oo + œ) é um ponto no gráfico girado.] 


66. Use o resultado do Exercício 65 para encontrar uma equação 
para a lemniscata que resulta quando aquela do Exemplo 9 for 
girada no sentido anti-horário por um ângulo de 7/2. 


67. Use o resultado do Exercício 65 para encontrar uma equação para 
a cardioide r = 1 + cos 6 após ela ter sido girada pelo ângulo 
dado e verifique sua resposta com um recurso computacional. 


x py E E Raid 
@ q b) 5 (c) x (db 7 


68. (a) SeA eB não forem nulos, mostre que o gráfico da equação 
polar 


r= A sen 0 + B cos 0 


é um círculo. Encontre seu raio. 
(b) Deduza as Fórmulas (4) e (5) da fórmula dada na parte (a). 


69. Encontre o ponto mais alto da cardioide r = 1 + cos 6. 


70. Encontre o ponto mais à esquerda da parte superior da cardioi- 
de r= 1 + cos 8. 


71. Mostre que, em um sistema de coordenadas polares, a distância 
d entre os pontos (r1, 01) e (r2, 05) É 


d= yr + r2 — 2rırz cos(6, — 05) 


72-74 Use a fórmula obtida no Exercício 71 para encontra a distân- 
cia entre os dois pontos dados em coordenadas polares. EH 


72. (3,7/6) e (2, 7/3) 


73. 


74. 


75. 
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Pontas de pétalas sucessivas da rosácea de quatro pétalas 
r = cos 20. Confira sua resposta usando Geometria. 


Pontas de pétalas sucessivas da rosácea de três pétalas r = sen 30. 
Confira sua resposta usando Trigonometria. 


No final do século XVII, o astrônomo italiano Giovanni Dome- 
nico Cassini (1625-1712) introduziu a família de curvas 


Q +y +F b haketas (a>0,b>0) 


em seus estudos sobre os movimentos relativos da Terra e do 

Sol. Essas curvas são chamadas de ovais de Cassini e têm um 

dos três aspectos básicos mostrados na figura a seguir. 

(a) Mostre que se a = b, então a equação polar da oval de Cas- 
sini é 1? = 24º cos 29, que é uma lemniscata. 

(b) Use a fórmula do Exercício 71 para mostrar que a leminis- 
cata em (a) é a curva traçada por um ponto que se move 
de tal forma que o produto de suas distâncias dos pontos 
polares (a, 0) e (a, 7) é a. 


y 


Figura Ex-75 
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76-77 Assíntotas verticais e horizontais de curvas polares podem ser, 
às vezes, detectadas investigando o comportamento de x = r cos 0 e 
y = r sen 0 à medida que 0 varia. Use essa ideia nestes exercícios. W 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.2 


1. (a) rcos6;rsenO (b) x) +; y/x 
3. (a) (2,7/3) (b) (—2, 47/3) 


Mostre que a espiral hiperbólica r = 1/0 (0 > 0) tem uma 
assíntota horizontal em y = 1, mostrando que y> 1 e x—> +% 
quando 6—>0*. Confirme seu resultado gerando a espiral com 
um recurso computacional. 


Mostre que a espiral r = 1/0? não tem quaisquer assíntotas ho- 
rizontais. 


Prove que a rosácea com um número par de pétalas é traçada exa- 
tamente uma vez quando O varia sobre o intervalo 0 < 0 < 27, e 
uma rosácea com um número ímpar de pétalas é traçada exata- 
mente uma vez quando 0 varia no intervalo 0 < 0 < 7. 


(a) Use um recurso gráfico computacional para confirmar que 
o gráfico de r = 2 — sen(0/2) (0 < 6 < 47) é simétrico em 
relação ao eixo x. 

(b) Mostre que, substituindo 0 por —0 na equação polar 
r = 2 — sen(9/2), não produzimos uma equação equivalente. 
Por que isso não contradiz a simetria demonstrada na parte 


(a)? 


Texto Use um recurso gráfico para investigar como a família 
de curvas polares r = 1 + a cos nô é afetada pela variação dos va- 
lores de a e n, em que a é um número real positivo e n um inteiro 
positivo. Escreva um parágrafo curto relatando suas conclusões. 


Texto Qual seria o motivo da escolha do adjetivo “polar” no 
nome “coordenadas polares”? 


2. (a) (2,243) (b) (V3, —1) (0) (-3,-34/3) (d) (—242, —24/2) 


4. (a) espiral (b) limaçon (c) rosácea (d) nenhuma dessas (e) reta (f) cardioide (g) círculo 


10.3 RETAS TANGENTES, COMPRIMENTO DE ARCO E ÁREA COM 


CURVAS POLARES 


Nesta seção, deduziremos as fórmulas necessárias para encontrar inclinações, retas 
tangentes e comprimentos de arco de curvas e polares. Em seguida, mostraremos como 
encontrar área de regiões delimitadas por curvas polares. 


E RETAS TANGENTES A CURVAS POLARES 


Nosso primeiro objetivo nesta seção é encontrar um método para obter as inclinações das 
retas tangentes a curvas polares da forma r = f(0), em que r é uma função diferenciável de 
9. Mostramos, na última seção, que uma curva dessa forma pode ser expressa parametrica- 
mente em termos do parâmetro 6 substituindo f(0) no lugar de r nas equações x = r cos 0 e 


y = r sen 0. Assim, temos 


x=Ff0)cos0, y= f0) sen 0 
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Tangente 


r=4cos0 


Figura 10.3.1 


de onde obtemos 


dx f(9)send + F/(9) cos0 UE quai 

—=—-— sen cos6 = —r sen — cos 

do r do i 
(1) 

dy Ff(0) cos6 + f'(0) seno cos 6 + 7 sen 6 

es =r == 

do do 


Assim, se dx/d0 e dy/d0 forem contínuas e se dx/do + 0, então y é diferenciável como função 
de x e a Fórmula (4) da Seção 10.1 com 9 no lugar de t dá lugar a 


dr 
dy = dy/do E PeO remo 


= = (2) 
dx  dx/d6 


FERE pá 
=r sen COS —— 
í do 


> Exemplo 1 Encontre a inclinação da reta tangente ao círculo r = 4 cos 6 no ponto em 


que 6 = 7/4. 

Solução A partir de (2) com r = 4 cos 0 e, portanto, dr/do = —4 sen 0, obtemos 
dy 4cos?0 —4sen?6 cos? 6 — sen? 6 
dx — -Bsenôcos0 2 sen 0 cos 0 


Usando as fórmulas de seno e cosseno de ângulo duplo, obtemos 


dy cos 20 
dx sen? 


cotg 20 
Assim, no ponto em que 0 = 7/4, a inclinação da reta tangente é 


dy x 
m = — =—cotg- =0 
dx 0=7/4 2 


o que implica que o círculo tem uma reta tangente horizontal no ponto em que 0 = 7/4 
(Figura 10.3.1) < 


> Exemplo 2 Encontre os pontos da cardioide r = 1 — cos 6 nos quais há uma reta tangen- 
te horizontal, uma reta tangente vertical ou um ponto singular. 


Solução Uma reta tangente horizontal irá ocorrer onde dy/d8 = 0 e dx/d0 + 0, uma reta tan- 
gente vertical onde dy/d0 + O e dx/d0 = 0 e um ponto singular onde dy/d9 = 0 e dx/do = 0. 
Poderíamos determinar essas derivadas a partir das fórmulas em (1). Uma abordagem alterna- 
tiva, porém, é voltar aos princípios básicos e expressar parametricamente a cardioide, substi- 
tuindo r = 1 — cos 6 nas fórmulas de conversão x = r cos 0 e y = r sen 6. Dessa forma, 


x= (l — cos 0) cos 0, y= (l — cos 6)senð (0<60x< 2x) 


Diferenciando essas equações em relação a 0 e, então, simplificando, obtemos (verifique) 


d 
do = sen 0 (2cos0 1), 7 cos6)(1 + 2cos6) 


Assim, dx/dO = 0 se sen 0 = 0 ou 6 = L, e dy/d0 = 0 se cos 0 = 1 ou 0 = = Deixamos a 
cargo do leitor resolver essas equações e mostrar que as soluções de dx/d0 = O no intervalo 
0O<0<27x são 


z/2 


r=1-cosô 


Figura 10.3.2 


z/2 


r=f0) 


Inclinação = tg 06 


0 
O 0 
Figura 10.3.3 
x/2 
0 = 27/3 0 =7n/3 


r = sen 30 


Figura 10.3.4 
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e as soluções de dy/d0 = 0 no intervalo O < 6 < 27 são 


dy 2m 4r 
=0: 0=0, x , 27 
do 3 3 


Assim, as retas tangentes horizontais ocorrem em 0 = 27/3 e 0 = 47/3; retas tangentes 
verticais ocorrem em 0 = 7/3, me 57/3; e os pontos singulares ocorrem em 0 = 0 e 0 = 27 
(Figura 10.3.2). Note, entretanto, que r = 0 nos pontos singulares, logo há, realmente, apenas 
um único ponto singular sobre a cardioide: o polo. < 


E RETAS TANGENTES A CURVAS POLARES NA ORIGEM 

A Fórmula (2) revela algumas informações úteis sobre o comportamento de uma curva polar 
r = f(0) que passa na origem. Se supusermos que r = 0 e dr/do + O quando 0 = 6,, então tem- 
-se a partir da Fórmula (2) que a inclinação da reta tangente à curva em 0 = 6o é 


dr 
dy O + sen doa sen Oy 
dx 


= = = tg 
dr cos 9% 
0 do — 
+ cos o do 


(Figura 10.3.3). Contudo, tg d é também a inclinação da reta O = 09, de modo que podemos 
concluir que essa reta é tangente à curva na origem. Dessa forma, estabelecemos o seguinte 
resultado. 


10.3.1 TEOREMA Sea curva polar r = f0) passar na origem em 0 = hoe se dr/do + O 


em 0 = 6, então a reta O = bo será tangente à curva na origem. 


Esse teorema nos diz que as equações das retas tangentes na origem à curva r = f(0) po- 
dem ser obtidas resolvendo a equação f0) = 0. É importante lembrar, entretanto, que r = (0) 
poderia ser zero em mais de um valor de 6, logo poderia haver mais do que uma reta tangente 
à origem. Isso está ilustrado no próximo exemplo. 


> Exemplo 3 A rosácea de três pétalas r = sen 30, na Figura 10.3.4, tem três retas tangen- 
tes à origem, que podem ser encontradas resolvendo a equação 


sen 30 = 0 


Mostrou-se no Exercício 78 da Seção 10.2 que a rosácea completa é descrita uma vez quando 
0 varia no intervalo O < 6 < x, logo precisaremos olhar apenas para as soluções desse inter- 
valo. Deixamos a cargo do leitor confirmar que essas soluções são 


x 2x 
ce 0=>— 
3 3 
Como dr/do = 3 cos 30 + 0 nesses valores de 6, essas três retas são tangentes à rosácea na 
origem, o que está de acordo com a figura. <4 


E COMPRIMENTO DE ARCO DE UMA CURVA POLAR 

Uma fórmula para o comprimento de arco de uma curva polar r = f(0) pode ser deduzida 
expressando a curva na forma paramétrica e aplicando a Fórmula (9) da Seção 10.1 para 
o comprimento de arco de uma curva paramétrica. Vamos deixar como exercício provar o 
que segue. 
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10.3.2 FÓRMULA DO COMPRIMENTO DE ARCO PARA CURVAS POLARES Se nenhum seg- 
mento da curva polar r = f(0) for traçado mais de uma vez à medida que 6 cresce de q 
até 8 e se dr/do for contínua com q < 0 < $, então o comprimento de arco L de 0 = a até 
0 = $ será dado por 


B B d 2 
ne jl JTO + OË do = | J+ (=) do 


x/2 


> Exemplo 4 Encontre o comprimento de arco da espiral r = e na Figura 10.3.5 entre 
0=0e0=7. 


Solução 


0 
x [1,0 dry? £ 
(x, e”) (1,0) L= i r2 + (5) do = f (e? )2 + (e2)? do 
Figura 10.3.5 a am 9 


m x 
= Vae do = vã] = V(e" — 1) ~ 31,3 «4 
0 0 


> Exemplo 5 Encontre o comprimento de arco total da cardioide r = 1 + cos 0. 


Solução Uma cardioide é traçada uma vez quando 0 varia de 0 = 0 a 6 = 27. Assim, 


B dr 2 2x 
L= Í r2 + (5) do = WAG + cos 0)? + (— sen 0)? do 
a 0 


= v3 [ TF8 do 
a | 
E retro -2 [los told 
0 


Como cos 10 muda de sinal em x, devemos dividir a última integral em uma soma de duas: 
uma de 0 até 7 e outra de x a 27. Porém, a integral de 7 a 27 é igual à de O até x, pois a car- 
dioide é simétrica em relação ao eixo polar (Figura 10.3.6). Assim, 


T 


27 x 
L=2[ cos Zo|do =4 | cos 40 d0 = 8sen 40 | =8 4 
0 0 0 


Figura 10.3.6 


E ÁREA EM COORDENADAS POLARES 
Começamos nossa investigação de área em coordenadas polares com um caso simples. 


10.3.3 PROBLEMA DA ÁREA EM COORDENADAS POLARES Suponha que « e É sejam ân- 
gulos que satisfaçam a condição 


u<B<a+2m 


e suponha que (0) seja contínua e não negativa com a < 0 < 8. Determine a área da região 
R envolvida pela curva polar r = (0) e os raios 6 = g e 0 = $ (Figura 10.3.7). 


Figura 10.3.7 


Figura 10.3.8 


Figura 10.3.9 


0=B 


Figura 10.3.10 
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Em coordenadas retangulares, obtivemos áreas abaixo de curvas dividindo a região em 
um número crescente de faixas verticais, aproximando as faixas por retângulos e tomando um 
limite. Em coordenadas polares, os retângulos são muito desajeitados, e é melhor dividir a 
região em cunhas usando raios 


0=0, 0=05,...,0=0p1 
tais que 
a <<<: < On- <É 
(Figura 10.3.8). Conforme mostra aquela figura, os raios dividem a região R em n cunhas 


com áreas Ai, Á2,..., A, e ângulos centrais A041, A62,..., A6,. A área da região inteira pode ser 
escrita como 


A=AHA + +A =) A (4) 


Se A6; for pequeno, então podemos aproximar a área A, da k-ésima cunha pela área de 
um setor com ângulo central AO, e raio f (0%), onde O = 6 é qualquer raio situado na k-ésima 
cunha (Figura 10.3.9). Assim, a partir de (4) e da Fórmula (5) do Apêndice B, do Volume 1, 
para a área de um setor, obtemos 


A=} 4 => ODP AO (5) 
k=1 


k=1 


Se agora aumentarmos n de tal maneira que max A6, — 0, então os setores irão se tornar 
aproximações cada vez melhores das cunhas, e é razoável esperar que (5) aproxime o valor 
exato da área A (Figura 10.3.10); isto é, 


max Ad > O 


n B 
A= dim JS HfOpPaG = [ SHOP do 
k=1 


Observe que a discussão precedente pode ser facilmente adaptada ao caso em que f(0) é não 
positiva com œ < 6 < 8. Resumindo, temos o resultado a seguir. 


10.3.4 ÁREA EM COORDENADAS POLARES Sea e 8 forem ângulos que satisfaçam a 
condição 


a<B<a+2a 


e se (0) for contínua e não negativa ou não positiva com a < 0 < £, então a área A da re- 
gião R envolvida pela curva polar r = 0) (œ < 0 < p) e os raios 0 =œ e0 = Bé 


p g 
A= [ TOKO ir” do (6) 


A parte mais difícil da aplicação de (6) é determinar os limites de integração. Isso pode 
ser feito da seguinte maneira: 


Área em Coordenadas Polares: os Limites de Integração 
Passo 1 Esboce a região R cuja área queremos determinar. 
Passo2 Desenhe uma “linha radial” arbitrária do polo até a curva r = f(0) da fronteira. 


Passo 3 Pergunte: “Sobre qual intervalo de valores O deve variar para que a reta radial 
varra a região R?” 


Passo 4 A sua resposta no Passo 3 determinará os limites inferior e superior da integração. 
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r=1-cosô n/2 


A região sombreada é 
varrida pela reta radial 
quando 6 varia de O a 7/2. 


Figura 10.3.11 


> Exemplo 6 Determine a área da região do primeiro quadrante dentro da cardioide 
r= l — cos 0. 


Solução A região e uma reta radial típica estão mostradas na Figura 10.3.11. Para as re- 
tas radiais varrerem a região, 6 deve variar de O a 7/2. Assim, a partir de (6) com « = 0 e 
Ê = 7/2, obtemos 


x/2 1 1 x/2 1 x/2 
A= [ r? do = f G- c0s0)? do =; f (1 — 2cos0 + cos? 0) do 
o 2 2 Jo 2 Jo 


Com a ajuda da identidade cos? 0 = 1a + cos 20), isso pode ser reescrito como 


x/2 


1 [72/3 1 1[3 1 3 
A= 2cos + — cos20 | d0 = 0 — 2 sen 0 + — sen 20 =-n—l 4 
2 Jo 2 2 212 4 o 8 


> Exemplo 7 Determine a área inteira interna à cardioide do Exemplo 6. 


Solução Para a reta radial varrer a cardioide inteira, 0 deve variar de O a 27. Assim, a partir 
de (6), coma = 0 e f = 2x, 


2x 1 1 27x 
A= [ -r° do = — (1 — cos6)2 do 
o 2 2 Jo 


Se procedermos como no Exemplo 6, isso reduz a 


1 [73 1 3 
A=5 [ 2 2cos6 +-cos26 |do = Z 
2 do 42 2 2 


Solução Alternativa Uma vez que a cardioide é simétrica em relação ao eixo x, podemos 
calcular a área da porção acima do eixo x e dobrar o resultado. Na porção da cardioide acima 
do eixo x, 6 varia de O a 77, assim 


7] x 3 
A=2 [ pr do = [ (1 — cos 0)? d0 = « 
o 2 0 2 


E USANDO A SIMETRIA 

Embora a Fórmula (6) seja aplicável quando r = f(0) for negativa, o cálculo de áreas pode, 
algumas vezes, ser simplificado usando a simetria para restringir os limites de integração a 
intervalos onde r > 0. Isso está ilustrado no próximo exemplo. 


> Exemplo 8 Determine a área da região envolvida pela rosácea r = cos26. 


Solução Referindo-se à Figura 10.2.13 e usando a simetria, a área no primeiro quadrante 
que é varrida com O < 0 < 7/4 é um oitavo da área total dentro da rosácea. Assim, pela Fór- 
mula (6), 


x/4 1 n/4 
a=8 f zao =4 f cos? 26 do 
o 2 0 


x/4 1 7/4 
=4 [ ~ + cos 48) dg a (1 + cos 40) do 
0 0 


x/4 


1 
= 20 + 5 send | < 


oT 
0 2 
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Às vezes, a maneira mais natural de satisfazer a restrição a < 8 < a + 27 requerida 
pela Fórmula (6) é usar um valor negativo para œ. Por exemplo, suponha que estejamos inte- 
ressados em encontrar a área da região sombreada na Figura 10.3.12a. O primeiro passo seria 
determinar as interseções da cardioide r = 4 + 4 cos 6 com o círculo r = 6, uma vez que essa 
informação é necessária para os limites de integração. Para encontrar os pontos de interseção, 
podemos equacionar as duas expressões para r. Isso dá 


1 
4+4cos6 =6 ou cos = 3 


que é satisfeito pelos ângulos positivos 


Entretanto, aqui surge um problema, pois as retas radiais para o círculo e a cardioide não 
varrem completamente a região sombreada mostrada na Figura 10.3.12b quando 0 varia no 
intervalo 7/3 < 0 < 5m/3. Há duas maneiras de contornar esse problema: uma é aproveitar- 
-se da simetria, integrando no intervalo O < 6 < 7/3 e dobrar o resultado, e a segunda é usar 
um limite inferior negativo na integração e integrar no intervalo —7/3 < 0 < 7/3 (Figura 
10.3.12c). Os dois métodos estão ilustrados no próximo exemplo. 


x/2 x/2 x/2 x/2 x/2 
ĝa g=L 0=2Z 0=Z 
Ea 3 3 3 3 
0 0 0 0 0 
= 5x x mx T 
=4+4cos0 g=2X pe g=-L] g=-T 
É 3 3 3 3 


(a) 
Figura 10.3.12 


(b) (c) (d) (e) 


> Exemplo 9 Determine a área da região que está dentro da cardioide r = 4 + 4 cos 0 e 
fora do círculo r = 6. 


Solução Usando um Ângulo Negativo A área da região pode ser obtida subtraindo as 


áreas das Figuras 10.3.12d e 10.3.12e: 
Área dentro da cardioide 
menos área dentro do círculo. 


x/3 1 x/3 
RA 14 + 4coso)? — 361do = f (16cos6 + 8cos? 6 — 10) do 
—n/3 —n/3 


= [16sen9 + (40 + 2sen20) — 10072, = 18/3 — 4r 


x/3 1 x/3 1 
A= [ 5144 4cos0) do — | —(6)? do 
—x/3 2 —x/3 2 


Solução Usando Simetria Usando simetria, podemos calcular a área acima do eixo polar 
e dobrá-la. Isso dá (verifique) 


x/3 
A=2 [ 5 1(4 + 4cos 6)? — 36] dO = 2(9V3 — 2m) = 1843 — 47 
0 


que coincide com o resultado precedente. < 
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E INTERSEÇÕES DE GRÁFICOS POLARES 


No último exemplo, encontramos a interseção da cardioide com o círculo equacionando suas 
expressões para r e resolvendo em 9. Contudo, como um ponto pode ser representado de dife- 
rentes maneiras em coordenadas polares, esse procedimento nem sempre produzirá todas as 
interseções. Por exemplo, as cardioides 


r=lI-cos6 e r=1-cos6 (7) 


se cortam em três pontos: o polo, o ponto (1, 7/2) e o ponto (1, 37/2) (Figura 10.3.13). 
Igualando os lados direitos das Equações (7), obtemos | — cos 0 = 1 + cos 0 ou cos 0 = 0, 
de modo que 


0 =5+kr, k=0,+1,+2,... 

Substituindo quaisquer destes valores em (7), obtém-se r = 1, portanto encontramos apenas 
dois pontos distintos da interseção, (1, 7/2) e (1, 37/2); o polo não foi encontrado. Esse proble- 
ma ocorre porque as duas cardioides passam pelo polo em diferentes valores de 6: a cardioide 
r = 1 — cos 6 passa no polo em 0 = 0 e a cardioide r = 1 + cos 6 passa no polo em 0 = 7. 

O que ocorre com estas duas cardioides é análogo a dois satélites circulando em torno 
da Terra em órbitas que se intersectam (Figura 10.3.14). Os satélites não colidirão, a menos 
que eles atinjam o mesmo ponto no mesmo instante. Em geral, é uma boa ideia, quando da 
As órbitas se intersectam, busca de interseções de curvas polares, fazer o gráfico das curvas para determinar o número 
mas os satélites não colidem. de interseções que deveriam existir. 


Figura 10.3.14 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.3 (Ver página 729 para respostas.) 


1. (a) Para obter dy/dx diretamente da equação polar r = f0), 3. (a) Para encontrar o comprimento de arco L da curva po- 
podemos usar a fórmula lar r = fH0) (au < 0 < p), podemos usar a fórmula L = 
dy = dy/d0 — (b) A curva polar r = sec 0 (0 < 0 < 7/4) tem comprimento de 
dx  dx/d0 arco L = 
(b) Use a fórmula da parte (a) para encontrar dy/dx diretamen- 4. A área da região englobada por uma curva polar não negativa 
te da equação polar r = cossec 6. r=H0)(a<0<B)eas semirretas 0 = « e 6 = 8 é dada pela 


2. (a) Que condições sobre f(09) e f(09) garantem que a reta integral definida 


0 = Op seja tangente à curva polar r = f(0) na origem? 5. Encontre a área do círculo r = a usando integração. 
(b) Obtenha os valores de 6 em [0, 27] para os quais a reta 

0 = bo seja tangente na origem à rosácea de quatro pétalas 

r= cos 26. 


EXERCÍCIOS 10.3 Recurso Gráfico [E] CAS 


1-6 Encontre a inclinação da reta tangente à curva polar para o va- z/2 x/2 

lor dado de 0. E E 
1. r=2senð; 0=7/6 2. r=1+cosð;, 0=x/2 
3. r=1/0, 0=2 4. r=asec20; 0=7/6 j 
5. r= sen 30, 0= 7/4 6. r=4—3senð; =x 

7-8 Calcule as inclinações das retas tangentes indicadas nas figu- Figura Ex-7 Figura Ex-8 


ras abaixo. E n 
9-10 Encontre as coordenadas polares de todos os pontos nos quais 


7. r=2+2sen0 a curva polar tem uma reta tangente vertical ou horizontal. E 


8. r=1—2sen0 9. r= a(l + cos 0) 10. r=a sen 0 
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11-12 Use um recurso computacional para fazer uma conjectura 
sobre o número de pontos da curva polar nos quais há uma reta 
tangente horizontal e confirme sua conjectura encontrando as deri- 
vadas apropriadas. E 


11. r= sen 8 cos? 0 12. r= 1 — 2 sen 8 


13-18 Esboce a curva polar e encontre equações polares das retas 
tangentes à curva no polo. E 


13. r= 2 cos 30 14. r=4sen6 15. r = 4y cos 20 


16. r= sen 20 17. r= 1 — 2 cos 8 18. r= 20 


19-22 Use a Fórmula (3) para calcular o comprimento de arco da 
curva polar. E 


19. O círculo inteiro r = a 

20. O círculo inteiro r = 2a cos 0 

21. A cardioide inteira r = a(l — cos 0) 
22. r=e"de09=0a0=2 


23. (a) Mostre que o comprimento de arco de uma pétala da rosá- 
cea r = cos nô é dado por 


x/(2n) 
2 [ V1 + (n2 — 1) sen? n0 do 
0 


(b) Use a capacidade numérica de integração de uma calcula- 
dora para aproximar o comprimento de arco de uma pétala 
da rosácea de quatro pétalas r = cos 20. 

(c) Use a capacidade de integração numérica de uma calcula- 
dora para aproximar o comprimento de arco de uma pétala 
da rosácea de 2n pétalas, r = cos n0, n = 2,3,4,...,20; 
então faça uma conjectura sobre o limite desses compri- 
mentos de arco quando n— +o. 


24. (a) Esbocea espiral r = e "8 (0 < 0 < +00). 
(b) Determine uma integral imprópria para o comprimento de 
arco total da espiral. 
(c) Mostre que a integral converge e determine o comprimen- 
to de arco total da espiral. 


25. Escreva, mas não calcule, uma integral para a área de cada re- 
gião sombreada. 


(a) (b) (©) 


r=1-cos6 r=2cos0 r = sen 20 


(d) (e) (f) 


r=0 r=1-senô r = cos 20 


26. Encontre a área da região sombreada no Exercício 25(d) 


27. Em cada parte, determine a área do círculo por integração 
(a) r= 2a sen 0 (b) r= 2a cos 0 


28. (a) Mostre que r = 2 sen 0 + 2 cos 0 é um círculo. 
(b) Determine a área do círculo usando uma fórmula geomé- 
trica e, então, usando integração. 


29-34 Determine a área da região descrita. E 
29. A região englobada pela cardioide r = 2 + 2 sen 6. 


30. A região interna à cardioide r = 1 + cos 6 que está no primeiro 
quadrante. 


31. A região englobada pela rosácea r = 4 cos 30. 
32. A região englobada pela rosácea r = 2 sen 20. 


33. A região englobada pelo laço interno da limaçon r = 1 + 2 cos 6 
[Sugestão: r < O sobre o intervalo de integração.] 


34. A região varrida pela reta radial a partir do polo à curva 
r = 2/0, quando 0 varia no intervalo 1 < 0 < 3. 


35-38 Determine a área da região sombreada. EH 


r=Vcos 20 r=1+cosê 
r=2cos6 r=cos6 
37. 38. O 
r=4 cos r=1+cos0 
r = 4V3 sen 0 r=3 cos 


39-46 Determine a área da região descrita. W 


39. A região interna ao círculo r = 3 sen 0 e externa à cardioide 
r=1+seno0. 


40. A região externa à cardioide r = 2 — 2 cos 0 e interna ao círcu- 
lor=4. 


41. A região interna à cardioide r = 2 + 2 cos 6 e externa ao círcu- 
lor=3. 


42. A região que é comum aos círculos r = 2 cos 0 e r = 2 sen 6. 
43. A região entre os laços do limaçon r = 5 + cos6. 


44. A região interna à cardioide r = 2 + 2 cos 6 e à direita da reta 
rcos0 = 5 


45. A região interna ao círculo r = 2 e à direita da retar = 2 sec 0. 


46. A região interna à rosácea r = 2a cos 20 e externa ao círculo 


r=a2. 
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47-50 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


47. 
48. 


49. 


50. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


51. 


52. 
53. 


54. 


O eixo x é tangente à curva polar r = cos(0/2) em 0 = 37. 


O comprimento de arco da curva polar r = /9 com variação 
0 < 0 < 7/2 é dado por 


RR 
L= 1+ — dô 
| it 


A área de um setor de ângulo central 0 tomado de um círculo 
de raio r é Or. 


A expressão 


1 x/4 
F) (d — v2 cos 0)? do 
2 —7/4 


calcula a área englobada pelo laço interno do limaçon 
r=l— 2. cos 0. 


(a) Determine o erro: a área que está na parte interna da 
. 2 4 
lemniscata 7? = a? cos 20 é 


2x 2x 
f 512 do a ła? cos 20 d0 
0 0 


2x 


ja? sen 20 = () 


0 


(b) Determine a área correta. 
(c) Determine a área interna à lemniscata 7? = 4 cos 20 e 
externa ao círculo r = 2. 


Determine a área interna da curva 7? = sen 20. 


Uma reta radial é desenhada da origem à espiral r = a0 
(a > 0€e6> 0). Determine a área varrida durante a segunda 
revolução da reta radial que não foi varrida durante a pri- 
meira revolução. 


Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que uma 
vareta com um dos extremos fixos no polo de um sistema 
de coordenadas polares gire no sentido anti-horário a uma 
taxa constante de 1 rad/s. No instante t = O, um besouro 
sobre a vareta está a 10 mm do polo e está se movendo 
para fora ao longo da vareta com uma velocidade cons- 
tante de 2 mm/s. 

(a) Determine uma equação da forma r = f(6) para o cami- 
nho percorrido pelo besouro, supondo que 6 = O quan- 
do t= 0. 

Determine a distância que o besouro percorre ao longo 
do caminho na parte (a) durante os 5 primeiros segun- 
dos. Arredonde a sua resposta para o décimo de um 
milésimo mais próximo. 


(b) 


Besouro —> |t=0s 


t= 
aS Figura Ex-54 


55. 


o 


[5] 56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


(a) Mostre que o Fólio de Descartes x? — 3xy + y? = 0 pode 
ser expresso em coordenadas polares como 


3senô cos 0 
cos? 0 + sen? 6 


(b) Use um CAS para mostrar que a área interna do laço é 5 
(Figura 3.1.3a, do Volume 1). 


(a) Qual é a área envolvida por uma pétala da rosácea 
r = a cos n se n for um inteiro par? 

(b) Qual é a área envolvida por uma pétala de rosácea 
r = a cos n se n for um inteiro fmpar? 

(c) Use um CAS para mostrar que a área total envolvida pela 
rosácea r = a cos nô é a?/2 se o número de pétalas for 
par. [Sugestão: Veja o Exercício 78 da Seção 10.2] 

(d) Use um CAS para mostrar que a área total envolvida pela ro- 
sácea r = a cos n9 é xa? /4 se o número de pétalas for ímpar. 


Um dos mais famosos problemas na antiguidade grega era o da 
“quadratura do círculo”, isto é, usando uma régua e um compas- 
so, construir um quadrado cuja área fosse igual à de um círculo 
dado. Foi provado no século XIX que tal construção não era pos- 
sível. Contudo, mostre que as áreas sombreadas na figura a se- 
guir são iguais, portanto provamos a “quadratura da crescente”. 


z/2 


Figura Ex-57 


Use um recurso gráfico para gerar o gráfico polar da equação 
r = cos 36 + 2 e determine a área envolvida. 


Use um recurso gráfico para gerar o gráfico do bifólio 
r = 2 cos 6 sen? 8 e determine a área do laço superior. 


Use a Fórmula (9) da Seção 10.1 para deduzir a Fórmula (3) do 
comprimento de arco de curvas polares. 


Conforme ilustrado na figura abaixo, seja P(r, 0) um ponto da 
curva polar r = f(0), seja Y o menor ângulo no sentido anti- 
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-horário que parte do raio estendido OP até a reta tangente a 
Pe seja ġ o ângulo de inclinação da reta tangente. Deduza a 
fórmula 


, 
tg y = —— 
8Y = Tdo 


substituindo dy/dx por tg q na Fórmula (2) e aplicando a iden- 
tidade trigonométrica 


tgġ -tgo 
ig- 0) = SEE 
I+Htgótgo 
tangente 
0 Figura Ex-61 


62-63 Use a fórmula para y obtida no Exercício 61. E 
62. (a) Use a identidade trigonométrica 


0 1 — cos ð 
tg = = —— 
2 sen 6 


para mostrar que se (r, 0) for um ponto da cardioide 


r=1I-—cos0 (0O<0<27) 


então y = 0/2. 

(b) Esboce a cardioide e mostre o ângulo 1) nos pontos em que 
a cardioide cruza o eixo y. 

(c) Determine o ângulo y nos pontos em que a cardioide cru- 
za O eixo y. 


63. Mostre que para uma espiral logarítmica r = ae?º, o ângulo da 


reta radial à reta tangente é constante ao longo da espiral (ver 
figura a seguir). [Nota: Por essa razão, espirais logarítmicas 
são, às vezes, chamadas de espirais equiangulares.] 


Figura Ex-63 


64. (a) Na discussão associada com os Exercícios 75 a 80 da Se- 
ção 10.1, foram dadas fórmulas para a área da superfície 
de revolução que é gerada girando uma curva paramétrica 
em torno do eixo x ou do eixo y. Use essas fórmulas para 
deduzir as seguintes fórmulas para as áreas de superfícies 
de revolução que são geradas girando a parte da curva po- 
lar r = f0), de 0 = « a 0 = p, em torno do eixo polar e em 
torno da reta 0 = 7/2. 


P dr? 

S= f 2mrseno r+(5) do 
P dr? 

s= [ 2mcoso/r + (F) do 


(b) Enuncie condições sob as quais essas fórmulas são verda- 
deiras. 


65-68 Esboce a superfície e use as fórmulas do Exercício 64 para 
determinar a área da superfície. EH 


65. A superfície gerada girando o círculo r = cos 6 em torno da 
reta 0 = 7/2. 


66. A superfície gerada girando a espiral r = e? (0 < 0 < 7/2) em 
torno da reta 0 = 7/2. 


67. A “maçã” gerada girando a parte superior da cardioide 
r = 1 — cos 8 (0 < 8 < 7x) em torno do eixo polar. 


68. A esfera de raio a gerada girando o semicírculo r = a do semi- 
plano superior em torno do eixo polar. 


69. Texto 
(a) Mostre que se 0 < 01 < 02 < 7 e se rı e r2 forem positivos, 
então a área A de um triângulo de vértices (0, 0), (r1, 01) e 
(r2, 65) será 


A = iriro sen(6, — 01) 


(b) Use a fórmula obtida na parte (a) para descrever uma abor- 
dagem à resposta do Problema da Área 10.3.3 que utilize 
uma aproximação da região R por triângulos em vez de 
cunhas circulares. Compatibilize sua abordagem com a 
Fórmula (6). 


70. Texto Muitas vezes, para poder encontrar a área de uma re- 
gião delimitada por duas curvas polares, é necessário determinar 
os pontos de interseção das duas curvas. Dê um exemplo ilus- 
trando que os pontos de interseção das curvas r = (0) e r = g(0) 
podem não coincidir com as soluções de f(0) = g(0). Discuta 
algumas estratégias para determinar os pontos de interseção de 
curvas polares e forneça exemplos que ilustrem suas estratégias. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.3 


ER a 
r cos sen 6 — 
dy 
1. (a) e 6) 250 
—r sen 0 + cos 0 — 


2. (a) fO)=0, f'(@) #0 (b) = 


mx 
4" 4" 4" 4 


do 
p dr\? B B 2x 

EA (o f r+(5) do (b) 1 a f Ora = f ir? dO s 542 dO = ma? 
a a a 0 
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10.4 SEÇÕES CÔNICAS 


Nesta seção*, discutiremos algumas das propriedades geométricas básicas de parábolas, de 
elipses e de hipérboles. Essas curvas representam um papel importante no Cálculo e também 
surgem naturalmente em uma ampla variedade de aplicações em campos como movimento 
planetário, projeto de telescópios e antenas, posicionamento geodésico e a Medicina, para 
mencionar alguns. 


E SEÇÕES CÔNICAS 


Círculos, elipses, parábolas e hipérboles são chamados de seções cônicas ou cônicas, pois 
podem ser obtidos como a interseção de um plano com um cone circular (Figura 10.4.1). Se 
o plano passa no vértice do cone, então a interseção é um ponto, um par de retas coincidentes 


ou uma só reta. Estas são chamadas de seções cônicas degeneradas. 
i 
| 
| 


Parábola Hipérbole 


hS 


Um par de s 


Figura 10.4.1 


=" 


* Alguns alunos podem já estar familiarizados com o material desta seção; nesse caso, este mateiral pode ser tratado como revisão. 
Os professores que quiserem gastar tempo adicional numa revisão Pré-Cálculo, podem querer alocar mais do que uma aula a este 
material. 


Todos os pontos da 
parábola são equidistantes 
do foco e da diretriz. 


Eixo 
ud 
( Foco 
Vértice 
Diretriz 
Figura 10.4.2 
Figura 10.4.3 
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DEFINIÇÕES DAS SEÇÕES CÔNICAS 

Embora pudéssemos deduzir propriedades de parábolas, de elipses e de hipérboles definindo- 
-as como interseções com um cone circular, será mais adequado ao Cálculo se começarmos 
com definições equivalentes que são baseadas em suas propriedades geométricas. 


10.4.1 DEFINIÇÃO Uma parábola é o conjunto de todos os pontos no plano que são 


equidistantes de uma reta fixada e de um ponto fixado que não está na reta. 


A reta é chamada de diretriz da parábola e o ponto é chamado de foco (Figura 10.4.2). 
Uma parábola é simétrica em relação à reta que passa pelo foco em ângulo reto com a dire- 
triz. Tal reta, chamada de eixo ou eixo de simetria da parábola, intersecta a parábola em um 
ponto que é chamado de vértice. 


10.4.2 DEFINIÇÃO Uma elipse é o conjunto de todos os pontos no plano tais que a 


soma de suas distâncias a dois pontos fixados é uma constante positiva dada, maior do que 
a distância entre os pontos fixados. 


Os dois pontos fixados são chamados de focos da elipse, e o ponto médio do segmento 
que une os focos é chamado de centro (Figura 10.4.34). Para ajudar a visualizar a Definição 
10.4.2, imagine que as duas pontas de um barbante estejam pregadas nos focos e que um lápis 
descreva uma curva mantendo o barbante esticado (Figura 10.4.3h). A curva resultante será 
uma elipse, uma vez que a soma das distâncias aos focos é constante, a saber, o comprimen- 
to total do barbante. Note que, se os focos coincidirem, a elipse se reduz a um círculo. Para 
elipses outras que não sejam círculos, o segmento de reta através dos focos com extremidades 
na elipse é chamado de eixo maior (Figura 10.4.3c), e o segmento de reta através do centro 
com extremidades na elipse, e perpendicular ao eixo maior, é chamado de eixo menor. As 
extremidades do eixo maior são chamadas de vértices. 


A soma das distâncias o 
aos focos é constante Eixo 


Ad A maior | 


Vértice Vértice 


N / 


E + nas 
Foco Centro Foco 


(a) (b) (c) 


10.4.3 DEFINIÇÃO Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos no plano tais que a 


diferença de suas distâncias a dois pontos distintos fixados é uma constante positiva dada, 
menor que a distância entre os dois pontos fixados. 


Os dois pontos fixados são chamados de focos da hipérbole, e o termo “diferença” 
usado na definição deve ser entendido como a distância ao foco mais distante menos a dis- 
tância ao foco mais próximo. Como resultado, os pontos da hipérbole formam dois ramos, 
cada um dos quais “rodeando” o foco mais próximo (Figura 10.4.44). O ponto médio do 
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segmento de reta que une os focos é chamado de centro da hipérbole, a reta que passa pe- 
los focos é chamada de eixo focal, e a reta que passa pelo centro e é perpendicular ao eixo 
focal é chamada de eixo conjugado. A hipérbole intersecta o eixo focal em dois pontos, 
chamados de vértices. 

Associado com toda hipérbole existe um par de retas, chamadas de assíntotas da hi- 
pérbole. Essas retas cortam o centro da hipérbole e têm a propriedade que à medida que um 
ponto P move-se ao longo da hipérbole afastando-se do centro, a distância vertical entre P e 
uma das assíntotas tende a zero (Figura 10.4.4h) 


A distância ao foco 
mais distante menos a 
distância ao foco mais 


Eixo próximo é constante. ne 
conjugado s p 
BS Pai 
DS Pi 
Centro PENTRAN 5x P EIN, 
Essas distâncias tendem Sd x Essas distâncias tendem 
e a zero quando o ponto > a zero quando o ponto 
Foco JN à r Z5 q i 
e afasta-se do centro Ed a afasta-se do centro 
Vértice p S 
Ed N 
i N 
Z os 


(a) (b) 
Figura 10.4.4 


E EQUAÇÕES DE PARÁBOLAS EM POSIÇÃO PADRÃO 
No estudo de parábolas, é tradicional denotar a distância entre o foco e o vértice por p. O vér- 
r tice é equidistante do foco e da diretriz, logo a distância entre o vértice e a diretriz também 
é p; consequentemente, a distância entre o foco e a diretriz é 2p (Figura 10.4.5). Conforme 
Eixo ilustrado nessa figura, a parábola passa por dois dos cantos do retângulo que se estende do 
vértice para o foco ao longo do eixo de simetria e se estende 2p unidades acima e 2p unidades 
abaixo do eixo de simetria. 
A equação de uma parábola é a mais simples se o vértice for a origem e se o eixo de si- 
metria estiver ao longo do eixo x ou do eixo y. As quatro possíveis orientações estão mostra- 
Diretriz das na Figura 10.4.6. Elas são chamadas de posições padrão de uma parabóla, e as equações 
Figura 10.4.5 resultantes são chamadas de equações padrão de uma parábola. 


PARÁBOLAS EM POSIÇÃO PADRÃO 


A A A) Ay 
Eb. 
> 
e > e > (0, p) 0 t 
>P ,— 
(p, 0) p, 0) ? x Ei 
> 
RE Re y= 
y’ =4px y’ =—4px x?’ =4py x? =—4py 


Figura 10.4.6 


y= 


x=-p 


Figura 10.4.7 


^y 


2p 


P 
Esboço rudimentar 


Figura 10.4.8 


x? = 12y 


Figura 10.4.9 
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Para ilustrar como foram obtidas as equações na Figura 10.4.6, deduziremos a equação 
para a parábola com foco (p, 0) e diretriz x = —p. Seja P(x, y) qualquer ponto sobre a pará- 
bola. Como P é equidistante do foco e diretriz, as distâncias PF e PD na Figura 10.4.7 são 
iguais; isto é, 

PF = PD (1) 


onde D(—p, y) é o pé da perpendicular de P à diretriz. Pela fórmula da distância, as distâncias 
PF e PD são 


PF=v(x-p2+y) e PD=vV(«+p)? (2) 
Substituindo em (1) e elevando ao quadrado, obtemos 
œ= p} +y = @+p? (3) 


e depois de simplificar 
y? = 4px (4) 


As deduções das outras equações na Figura 10.4.6 são análogas. 


E UMATÉCNICA PARA ESBOÇAR PARÁBOLAS 


As parábolas podem ser esboçadas a partir de suas equações padrão usando quatro passos 
básicos: 


Esboçando uma Parábola a Partir de Sua Equação Padrão 


Passo 1 Determine se o eixo de simetria está ao longo do eixo x ou do eixo y. Em refe- 
rência à Figura 10.4.6, o eixo de simetria está ao longo do eixo x se a equação 


tiver um termo y? e está ao longo do eixo y se tiver um termo x?. 


Passo 2 Determine de que maneira a parábola se abre. Se o eixo de simetria estiver ao 
longo do eixo x, então a parábola abre-se para a direita se os coeficientes de x 
forem positivos e abre-se para a esquerda se os coeficientes forem negativos. Se 
o eixo de simetria estiver ao longo do eixo y, então a parábola abre-se para cima 
se os coeficientes de y forem positivos e abre-se para baixo se forem negativos. 


Passo 3 Determine o valor de p e desenhe uma caixa que se estenda p unidades a partir 
da origem ao longo do eixo de simetria na direção em que a parábola se abre e 
que se estenda 2p unidades para cada lado do eixo de simetria. 


Passo 4 Usando a caixa como guia, esboce a parábola de forma que seu vértice esteja na 
origem e que ela passe pelos cantos da caixa (Figura 10.4.8). 


> Exemplo 1 Esboce os gráficos das parábolas 
(a) x = 12y (b) y2 + 8x=0 
e mostre o foco e a diretriz de cada uma. 


Solução (a) Essa equação envolve x”, logo o eixo de simetria está ao longo do eixo y e 
o coeficiente de y é positivo, portanto a parábola abre-se para cima. Dos coeficientes de y, 
obtemos 4p = 12 ou p = 3. Desenhando uma caixa que se amplie p = 3 unidades acima da 
origem e 2p = 6 unidades à direita do eixo y, e usando os cantos da caixa como guia, obtemos 
o gráfico na Figura 10.4.9. 

O foco está a p = 3 unidades do vértice ao longo do eixo de simetria na direção em que 
a parábola se abre, logo sua coordenada é (0, 3). A diretriz é perpendicular ao eixo de sime- 
tria e está a uma distância de p = 3 unidades do vértice no lado oposto do foco, portanto sua 
equação é y = —3. 
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Figura 10.4.10 


Figura 10.4.11 


Vb? +? Q be? 


PE 


Figura 10.4.12 


Figura 10.4.13 


Solução (b) Primeiramente, reescrevemos a equação na forma padrão 
y = -8x 


Esta equação envolve y?, assim o eixo de simetria está ao longo do eixo x, e o coeficiente de 
x é negativo, logo a parábola se abre para a esquerda. Dos coeficientes de x, obtemos 4p = 8, 
então p = 2. Desenhando uma caixa ampliada p = 2 unidades à esquerda da origem e 2p = 4 
unidades acima e 2p = 4 unidades abaixo do eixo x, e usando os cantos da caixa como guia, 
obtemos o gráfico na Figura 10.4.10. < 


> Exemplo 2 Determine uma equação da parábola que seja simétrica em relação ao eixo 
y, tenha vértice na origem e passe pelo ponto (5, 2). 


Solução Como a parábola é simétrica em relação ao eixo y e tem seu vértice na origem, a 
equação é da forma 


x=4py ou xX = —4py 


onde o sinal depende de a parábola abrir para cima ou para baixo. No entanto, a parábola deve 
abrir para cima, uma vez que ela passa pelo ponto (5, 2), que está situado no primeiro qua- 
drante. Assim, a equação é da forma 


x? = 4py (5) 
Como a parábola passa por (5, 2), devemos ter 52 = 4p -20u4p = 5, Portanto, (5) torna-se 


2 25 
x =z) a 


E EQUAÇÕES DE ELIPSES EM POSIÇÃO PADRÃO 

No estudo de elipses, é tradicional denotar o comprimento do eixo maior por 2a, o compri- 
mento do eixo menor por 2b e a distância entre os focos por 2c (Figura 10.4.11). O número a 
é chamado semieixo maior e o número b, o semieixo menor (terminologia padrão, mas estra- 
nha, uma vez que a e b são números, não eixos geométricos). 

Há uma relação básica entre os números a, b e c que pode ser obtida examinando a 
soma das distâncias aos focos a partir de um ponto P na extremidade do eixo maior e de um 
ponto Q na extremidade do eixo menor (Figura 10.4.12). A partir da Definição 10.4.2, essas 
somas devem ser iguais, logo obtemos 


2y b2 + c? = (a —c)+ (a+c) 


do que segue 

a=vb+c (6) 
ou de modo equivalente, 

c = væ — b2 (7) 


A partir de (6), a distância de um foco até uma extremidade do eixo menor é a (Figura 
10.4.13), o que implica que, para todos os pontos sobre a elipse, a soma das distâncias aos 
focos é 2a. 

Segue também de (6) que a > b, com a igualdade valendo apenas quando c = 0. Geo- 
metricamente, isso significa que o eixo maior de uma elipse é pelo menos tão grande quanto o 
eixo menor, e que os dois eixos têm o mesmo comprimento quando os focos coincidem, caso 
em que a elipse é um círculo. 
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A equação de uma elipse é a mais simples se o seu centro estiver na origem e os focos 
estiverem sobre o eixo x ou do eixo y. As duas possíveis orientações mostradas na Figura 
10.4.14. Elas são chamadas de posições padrão de uma elipse, e as equações resultantes são 
chamadas de equações padrão de uma elipse. 


ELIPSES EM POSIÇÃO PADRÃO 


A) Ay 
0, c) 
b 
X xX 
=a a” Z bo” 
E (0, —c) 
=d 
2 2 2 2 
aa + X = 1 X L = 
a b2 b2 a 
Figura 10.4.14 
Ay Para ilustrar como foram obtidas as equações na Figura 10.4.14, deduziremos a equa- 
ção para a elipse com os focos no eixo x. Seja P(x, y) um ponto qualquer sobre a elipse. Uma 
P(x, y) vez que a soma das distâncias de P até os focos é 2a, tem-se (Figura 10.4.15) que 
PF' + PF = 2a 


yx 


logo 


(Gr try = 2a 


Transpondo o segundo radical para o lado direito da equação e elevando ao quadrado, 
Figura 10.4.15 obtemos 


& +e +y = 4a O hay (x e) yH ae Hy? 


e, simplificando, 
c 
Va =) ty =a- ix (8) 
a 


Elevando ao quadrado outra vez e simplificando, obtemos 


que, devido a (6), podemos escrever como 


T ai (9) 
a bo 
Reciprocamente, pode ser mostrado que qualquer ponto cujas coordenadas satisfizerem (9) 
tem 2a como a soma de suas distâncias aos focos, de modo que tal ponto estará na elipse. 
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ty 


YX 


Esboço rudimentar 


Figura 10.4.16 


Ay 
a © VD 
x 
| Ls 
-3 3 
—4 | 
H (0,7) 
x y? 
2 paj 
9 “16 
Figura 10.4.17 
Ay 


Figura 10.4.18 


E UMATÉCNICA PARA ESBOÇAR ELIPSES 
As elipses podem ser esboçadas a partir de suas equações padrão usando três passos básicos: 


Esboçando uma Elipse a Partir de Sua Equação Padrão 


Passo 1 Determine se o eixo maior está sobre o eixo x ou o eixo y. Isso pode ser ve- 
rificado a partir do tamanho dos denominadores na equação. Em referência à 
Figura 10.4.14, e lembrando que a? > b? (uma vez que a > b), o eixo maior 
está ao longo do eixo x se x? tiver o maior denominador e está ao longo do 
eixo y se y? tiver o maior denominador. Se os denominadores forem iguais, a 
elipse é um círculo. 


Passo 2 Determine os valores de a e b e desenhe uma caixa que se estenda por a unidades 
para cada lado a partir do centro ao longo do eixo maior, e por b unidades para 
cada lado a partir do centro ao longo do eixo menor. 


Passo 3 Usando a caixa como guia, esboce a elipse de modo que seu centro esteja na 
origem e que ela toque os lados da caixa onde esses lados intersectam os eixos 
coordenados (Figura 10.4.16) 


> Exemplo 3 Mostrando os focos de cada uma, esboce os gráficos das elipses 


()-+>=10 (b)x+4+2y=4 


Solução (a) Como y? tem o maior denominador, o eixo maior está ao longo do eixo y. 
Além disso, como a? > b”, devemos ter a? = 16 e b? = 9, de modo que 


a=4 e b=3 


Desenhando como guia uma caixa que se estende 4 unidades para cada lado a partir da ori- 
gem ao longo do eixo y e 3 unidades para cada lado a partir da origem ao longo do eixo x, 
obtemos o gráfico na Figura 10.4.17. 

Os focos situam-se a c unidades de cada lado do centro ao longo do eixo maior, onde c 
é dado por (7). A partir dos valores de a? e b? acima, obtemos 


c = Va — b? = V16 — 9 = V7 7 2,6 


Assim, as coordenadas dos focos são (0, 7) e (0, = ) já que estão situadas sobre o eixo y. 
Solução (b) Primeiramente, reescrevemos a equação na forma padrão 
2 


+40 =1 
A = 


y? 
2 
Como x° tem o maior denominador, o eixo maior situa-se ao longo do eixo x, e temos q =4 
e b? = 2. Desenhando como guia uma caixa que se estende a = 2 para cada lado da origem 
ao longo do eixo x e estendendo b = «/2 = 1,4 unidade para cada lado da origem ao longo do 


eixo y, obtemos o gráfico na Figura 10.4.18. 
De (7), obtemos 


c=va2-b=V2=14 


Assim, as coordenadas dos focos são (4/2, 0) e (—«/2, 0), já que elas se situam sobre o 
eixo x. «4 


Figura 10.4.19 


Figura 10.4.20 


Figura 10.4.21 
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> Exemplo 4 Determine uma equação para a elipse com focos (0, +2) e o eixo maior com 
extremos (0, +4). 


Solução A partir da Figura 10.4.14, a equação tem a forma 


x2 y? 
pa” 


e, pela informação dada, a = 4 e c = 2. Segue de (6) que 
b =@ -e= 16-4=12 


de modo que a equação da elipse é 


E EQUAÇÕES DE HIPÉRBOLES EM POSIÇÃO PADRÃO 


Nos estudos de hipérboles, é tradicional denotar a distância entre os vértices por 2a, a distân- 
cia entre os focos por 2c (Figura 10.4.19) e definir a quantidade b como 


b = yc? — a? (10) 
Essa relação, que pode também ser expressa como 


c = va? +b (1) 


está desenhada na Figura 10.4.20. Conforme ilustrado naquela figura, e como mostraremos 
depois nesta seção, as assíntotas passam pelos cantos de uma caixa que se estende b unidades 
para cada lado do centro ao longo do eixo conjugado e por a unidades para cada lado do cen- 
tro ao longo do eixo focal. O número a é chamado de semieixo focal da hipérbole e o número 
b o semieixo conjugado. (Assim como o semieixo maior e o semieixo menor de uma elipse, 
esses semieixos são números, não eixos geométricos.) 

Se Vfor um vértice de uma hipérbole, então, como ilustrado na Figura 10.4.21, a distân- 
cia de V até o foco mais distante menos a distância de V até o foco mais próximo é 


[(c — a) + 2a] — (c — a) = 2a 


Assim, para todos os pontos da hipérbole, a distância ao foco mais distante menos a distância 
ao foco mais próximo é 2a. 

A equação de uma hipérbole é a mais simples se o seu centro estiver na origem e os 
focos estiverem sobre o eixo x ou do eixo y. As duas possíveis orientações estão mostradas 
na Figura 10.4.22. Elas são chamadas de posições padrão de uma hipérbole, e as equações 
resultantes são chamadas de equações padrão de uma hipérbole. 

As deduções dessas equações são similares àquelas já dadas para parábolas e elipses, 
portanto deixaremo-las como exercícios. Contudo, para ilustrar como as equações das assín- 
totas são deduzidas, deduziremos essas equações para a hipérbole 


x? y2 i 
a b 
Podemos reescrever essa equação como 
b2 
2 2 p 
y = az (xº — a’) 


que é equivalente ao par de equações 


b b 
y= -yx?—a? e y=—-Vx2-a? 


a a 
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Figura 10.4.22 


Figura 10.4.23 


HIPÉRBOLES EM POSIÇÃO PADRÃO 


Assim, no primeiro quadrante, a distância vertical entre as retas y = (b/a)x e a hipérbole pode 
ser reescrita como 
b b 


-x — -yvy x? —a 
a 


2 


b b b 
lim (2x: da) lim -2 (x -= 2-0) 
a 


x> +o a x> + q 
p(x— 22-02) (x+ 2a?) 
= lim 
x>+2 q pda a 
b 
= im — =0 


>t X yx? a? 


A análise nos quadrantes restantes é análoga. 


E UMA MANEIRA RÁPIDA DE ENCONTRAR AS ASSÍNTOTAS 

Há uma dica que pode ser usada para evitar memorizar a equação das assíntotas de uma hi- 
pérbole. Elas podem ser obtidas, quando necessárias, substituindo o 1 pelo O no lado direito 
da equação da hipérbole e, então, resolvendo para y em termos de x. Por exemplo, para a 
hipérbole 


2 y 
a b? 
escreveríamos 
2 2 2 
x y 2_ ba 
3502550 ou y =x ou y=+-x 
a b a a 


que são as equações das assíntotas. 


Esboço rudimentar 


Figura 10.4.24 


2 y 
7797! 
Figura 10.4.25 


Figura 10.4.26 
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E UMA TÉCNICA PARA ESBOÇAR HIPÉRBOLES 


As hipérboles podem ser esboçadas a partir de suas equações padrão usando quatro passos 
básicos: 


Esboçando uma Hipérbole a Partir de Sua Equação Padrão 


Passo 1 Determine se o eixo focal está sobre o eixo x ou eixo y. Isso pode ser verificado a 
partir da posição do sinal de menos na equação. Em referência à Figura 10.4.22, 
o eixo focal está ao longo do eixo x quando o sinal de menos preceder o termo y? 


e está ao longo do eixo y quando o sinal de menos preceder o termo x°. 


Passo2 Determine os valores a e b e desenhe uma caixa que se estendenda por a unida- 
des para cada um dos dois lados do centro ao longo do eixo focal e por b uni- 
dades para cada um dos dois lados do centro ao longo do eixo conjugado. (Os 
quadrados de a e b podem ser obtidos diretamente da equação.) 


Passo 3 Desenhe as assíntotas ao longo das diagonais da caixa. 


Passo 4 Usando a caixa e as assíntotas como guia, esboce o gráfico da hipérbole (Figura 
10.4.24). 


> Exemplo 5 Esboce os gráficos das hipérboles 


2 


xX 
w 


Y 
4 9 


= 1 (b) y2- x? =1 


mostrando vértices, focos e assíntotas. 


Solução (a) O sinal de menos precede o termo y?, portanto o eixo focal está ao longo do 
eixo x. A partir dos denominadores na equação, obtemos 


@=4 e bÞ=9 


Uma vez que a e b são positivos, devemos ter a = 2 e b = 3. Lembrando que os vértices situam-se 
a unidades em cada lado do centro sobre o eixo focal, tem-se que suas coordenadas, neste caso, 
são (2, 0) e (—2, 0). Desenhando uma caixa estendida a = 2 unidades ao longo do eixo x em cada 
lado da origem e b = 3 unidades em cada lado da origem ao longo do eixo y e, então, desenhando 
como guia as assíntotas ao longo das diagonais da caixa, obtemos o gráfico na Figura 10.4.25. 
Para obter equações para as assíntotas, substituimos 1 por O na equação dada, resultando 


N 
N 


3 
X Y} Z0 o y=- 

4 9 2 
Os focos situam-se a c unidades de cada lado do centro ao longo do eixo focal, sendo c dado 


por (11). Dos valores de a? e b? acima, obtemos 


c = va? +b? = 44+ =413 x 3,6 


Uma vez que os focos situam-se sobre o eixo x neste caso, suas coordenadas são (v13, 0) e 


(—/13, 0). 


Solução (b) O sinal de menos precede o termo x2, portanto o eixo focal está ao longo do 
eixo y. Os denominadores da equação são a? = 1 e b? =1, do que segue que 


a=l1l e b=1 


Assim, os vértices são (0, — 1) e (0, 1). Desenhando uma caixa estendida a = 1 unidade sobre 
qualquer um dos dois lados da origem ao longo do eixo y e b = 1 unidade em cada lado da ori- 
gem ao longo do eixo x e, então, desenhando as assíntotas, obtemos o gráfico na Figura 10.4.26. 
Uma vez que a caixa é, de fato, um quadrado, as assíntotas são perpendiculares e têm as equa- 
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Uma hipérbole na qual a = b, como 
na parte (b) do Exemplo 5, é chama- 
da de hipérbole equilátera. Tais hi- 
pérboles sempre têm as assíntotas 
perpendiculares. 


ções y = + x. Isso pode também ser visto substituindo O por 1 na equação dada, resultando 
e! 
2x 


y? — xX = 0 0u y = + x. Também, 


c =V +b = V1 +1 =v/2 


logo, os focos, que estão situados sobre o eixo y, são (0, =) e (0, V2). « 


> Exemplo 6 Determine a equação da hipérbole com vértices (0, 4 


-8) e assíntotas y = +êx. 


Solução Como os vértices estão sobre o eixo y, a equação da hipérbole tem a forma 


(2/4?) — (x2/b?) = 1, e as assíntotas são 


y==5x 


A partir da localização dos vértices, temos a = 8, portanto as equações dadas das assíntotas são 


a 8 4 
y=&ox=+>-x=+>x 
b b 3 
do que obtemos b = 6. Assim, a hipérbole tem a equação 
2 2 
Eneida 
64 36 


E CÔNICAS TRANSLADADAS 


As equações de cônicas que estão transladadas de suas posições padrão podem ser obtidas 
substituindo x por x — he y por y — k nas equações padrão. Para uma parábola, isso translada 
o vértice da origem para o ponto (h, k); para as elipses e hipérboles, isso translada o centro da 


origem para o ponto (h, k). 


Parábolas com vértice (h, k) e eixo paralelo ao eixo x 


y-k?= 4p(x—h) [Aberta para a direita] 


(y = K? = —4p(x = h) [Aberta para a esquerda] 


(12) 
(13) 


Parábolas com vértice (h, k) e eixo paralelo ao eixo y 


(x = h? = 4p(y = k) [Aberta para cima] 
(x = DA = —4p(y = k) [Aberta para baixo] 


a4 
(15) 


Elipse com centro (h, k) e eixo maior paralelo ao eixo x 


(x —h2 o (y-k? 
a? y DRE 


lt lb< al 


(16) 


Elipse com centro (h, k) e eixo maior paralelo ao eixo y 


&œ&-h? y-k? 
b? ai a 


l =a] 


a7) 


Hipérbole com centro (h, k) e eixo focal paralelo ao eixo x 


œ- 0-0 _ 


a? b2 l 


(18) 


Hipérbole com centro (h, k) e eixo focal paralelo ao eixo y 


G-0? Gn? 


a? b2 l 


(19) 


(—4,3) > 


Diretriz 
x=-6 


»2-8x-6y-23=0 


Figura 10.4.27 
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> Exemplo 7 Determine uma equação da parábola que tem seu vértice em (1, 2) e o foco 
em (4, 2). 


Solução Como o foco e o vértice estão numa reta horizontal e como o foco está à direita do 
vértice, a parábola abre para a direita e sua equação é da forma 


O — K? = 4p(x — h) 


Como o vértice e o foco estão a uma distância de 3 unidades, temos p = 3, e como o vértice 
é (A, k) = (1, 2), obtemos 


y-22=12(x—1) « 
Às vezes, as equações das cônicas transladadas ocorrem em uma forma não simplifica- 


da; nesse caso, enfrentamos o problema de identificar o gráfico de uma equação quadrática 
emxey: 


AX + C +Dx+Ey+F=0 (20) 


O procedimento básico para determinar a natureza de tal gráfico é completar os quadrados 
dos termos quadráticos e tentar igualar a equação resultante com uma das formas das cônicas 
transladadas. 


> Exemplo 8 Determine o gráfico da equação 
y — 8x — 6y — 23 = 0 

Solução A equação envolve termos quadráticos em y mas nenhum em x; portanto, primeiro 
colocamos todos os termos de y em um mesmo lado: 

y? — 6y = 8x + 23 
A seguir, completamos o quadrado nos termos em y somando 9 em cada lado: 

Q- 37 = 8x + 32 
Finalmente, fatorando o coeficiente do termo em x, obtemos 


(y—-32=8(x+4) 


Essa equação está na forma (12) com h = —4, k = 3 e p = 2; assim, o gráfico é uma pará- 
bola com vértice (—4, 3) aberta para a direita. Uma vez que p = 2, o foco está a 2 unida- 
des à direita do vértice, o que o localiza no ponto (—2, 3); e a diretriz está a 2 unidades à 
esquerda do vértice, o que significa que sua equação é x = —6. A parábola está mostrada 
na Figura 10.4.27. 4 


> Exemplo 9 Descreva o gráfico da equação 

16x? + 9y? — 64x — 54y +1=0 
Solução Essa equação envolve termos quadráticos em x e y; portanto, agrupamos os ter- 
mos com x e os termos com y em um lado e a constante no outro: 

(16x? — 64x) + (9y? — 54y) = —1 
Em seguida, fatoramos os coeficientes de x? e y? e completamos os quadrados: 

16 — 4x + 4) + 90? — 6y + 9) = —1 + 64 + 81 

ou 


16x — 22 + 9 — 32 = 144 
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AJ 


(2,7) 


(2,3 +47) 


(1,3) 


16x7+9y2—- 64x —- 54y +1 = 0 


Figura 10.4.28 


x2-y2-4x+8y-21=0 


Figura 10.4.29 


Finalmente, dividindo por 144, introduzimos um 1 no lado direito: 


G-22 0-3? 
9 Ei 16 


=1 


Isso é uma equação da forma (17), com h = 2, k = 3, a = 16 e b?= 9. Assim, o gráfico da 
equação é uma elipse com centro (2, 3) e o eixo maior paralelo ao eixo y. Como a = 4, o eixo 
maior estende-se a 4 unidades acima e 4 unidades abaixo do centro. Desse modo, os extremos 
são (2, 7) e (2, — 1) (Figura 10.4.28). Como b = 3, o eixo menor estende-se a 3 unidades à 
esquerda e 3 unidades à direita do centro, de modo que seus extremos são (— 1, 3) e (5, 3). 
Como 


c = Va? — b2? = V16 -9 = V7 


os focos situam-se a ~T unidades acima e abaixo do centro, localizando-se nos pontos 


(2,3 +47 )e(2,3— v7). 4 


> Exemplo 10 Descreva o gráfico da equação 

X2- y —4x+8y-21=0 
Solução Essa equação envolve termos quadráticos em x e y; portanto, agrupamos os ter- 
mos com x e os termos com y em um lado e a constante no outro: 

@ — 4x) — (y — 8y) = 21 
Deixamos a cargo do leitor verificar que, completando o quadrado, essa equação pode ser 
escrita como 

œ- 0-4? 
9 9 


1 (21) 


Essa é uma equação da forma (18) com A = 2, k = 4, aœ? = 9 e b? = 9. Assim, a equação 
representa uma hipérbole com centro (2, 4) e eixo focal paralelo ao eixo x. Como a = 3, os 
vértices estão localizados a 3 unidades à esquerda e à direita do centro, ou seja, nos pontos 
(—1,4) e (5, 4). Por (11), c = Va? + b? = V9 + 9 = 3/2; logo, os focos estão localizados a 
3/2 unidades à esquerda e à direita do centro, isto é, nos pontos (2 — 3V2, 4)e(2 + 3/2, 4). 

As equações das assíntotas podem ser encontradas usando o truque de substituir 1 por 
0 em (21), para obter 


a- 0-9 o 
9 9 


Isso pode ser escrito como y — 4 = +(x — 2), de onde resultam as assíntotas 
y=x+2 e y=—x+6 


Com a ajuda de uma caixa estendida a = 3 unidades à esquerda e à direita do centro e b = 3 
unidades acima e abaixo do centro, obtemos o esboço na Figura 10.4.29. < 


E PROPRIEDADES DE REFLEXÃO DAS SEÇÕES CÔNICAS 

As parábolas, elipses e hipérboles têm certas propriedades de reflexão que as fazem extrema- 
mente importantes em várias aplicações. Nos exercícios, solicitamos ao leitor que prove os 
seguintes resultados. 


10.4.4 TEOREMA (Propriedade de Reflexão da Parábola) A reta tangente em um 


ponto P da parábola faz ângulos iguais com a reta que passa por P paralela ao eixo de 
simetria e com a reta que passa por Pe o foco (Figura 10.4.30a). 


Figura 10.4.30 


John Mead/Science Photo Library/Photo 
Researchers 


Sinais incidentes são refletidos pela 
antena parabólica para o receptor 
no foco. 
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10.4.5 TEOREMA (Propriedade de Reflexão da Elipse) Uma reta tangente a uma 


elipse em um ponto P faz ângulos iguais com as retas que unem P aos focos (Figura 
10.4.30b). 


10.4.6 TEOREMA (Propriedade de Reflexão da Hipérbole) Uma reta tangente à hi- 


pérbole em um ponto P faz ângulos iguais com as retas que unem P aos focos. (Figura 
10.4 30c). 


sd Reta tangente em P 
| Eixo de 


| simetria 


Reta tangente 
emP 


(a) (b) (c) 


Reta tangente em P 


E APLICAÇÕES DAS SEÇÕES CÔNICAS 

O princípio de Fermat na Óptica implica que a luz se reflete em uma superfície em um 
ângulo igual ao ângulo de incidência (ver Exercício 64 na Seção 4.5, do Volume 1). Em 
particular, se uma superfície refletora for gerada pela revolução de uma parábola em torno 
de seu eixo de simetria, então segue do Teorema 10.4.4 que todos os raios de luz entran- 
do paralelamente ao eixo x serão refletidos no foco (Figura 10.4.31a); reciprocamente, se 
uma fonte de luz estiver localizada no foco, então os raios refletidos serão paralelos ao eixo 
(Figura 10.4.31h). Esse princípio é usado em certos telescópios para refletir os raios de 
luz aproximadamente paralelos de estrelas e planetas de um espelho parabólico para uma 
lente no foco; os refletores parabólicos de uma lanterna e os faróis de um carro utilizam tal 
princípio para formar um feixe paralelo de raios de luz a partir de uma lâmpada localizada 
no foco. O mesmo princípio óptico é aplicado aos sinais de radares e ondas sonoras, o que 
explica a forma de muitas antenas. 


Figura 10.4.31 (a) (b) 


Visitantes de várias salas do Capitólio dos Estados Unidos e da Catedral de São Paulo 
em Londres ficam muitas vezes atônitos com a “galeria de sussurros”, efeito segundo o qual 
duas pessoas em lados opostos da sala podem ouvir os sussurros um do outro muito nitida- 
mente. Tais salas têm tetos com seções transversais elípticas e focos em comum. Assim, 
quando duas pessoas ficam nos focos, seus sussurros são refletidos diretamente de um para o 
outro pelo teto elíptico. 

Os sistemas de navegação hiperbólico foram desenvolvidos na Segunda Guerra Mundial 
como ajuda na navegação dos navios e são baseados na definição de uma hipérbole. Com esses 


F sistemas, o navio recebe sinais sincronizados de rádio a partir de dois transmissores à grande 
distância com suas posições conhecidas. O receptor eletrônico do navio mede a diferença nos 
tempos de recepção entre os sinais e usa essa diferença para calcular a diferença 2a entre suas 
distâncias dos transmissores. Essa informação coloca o navio em algum ponto da hipérbole, 
cujos focos estão nos transmissores e cujos pontos têm 2a como a diferença entre suas distân- 
cias dos focos. Repetindo-se o processo com um segundo conjunto de transmissores, a posição 


do navio pode ser aproximada como a interseção de duas hipérboles (Figura 10.4.32). [O mo- 


derno sistema de posicionamento global (GPS) é baseado no mesmo princípio.] 
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x— Navio 
Oceano 
há Atlântico 
Figura 10.4.32 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.4 (Ver página 748 para respostas.) 


1. Identifique a cônica. 


(a) 


(b) 


O conjunto de pontos do plano tais que a soma das dis- 


tâncias a dois pontos fixados é uma constante positi- 
va maior do que a distância entre esses pontos fixados é 


O conjunto de pontos do plano tais que a diferença das 
distâncias a dois pontos fixados é uma constante positi- 


va menor do que a distância entre esses pontos fixados é 


O conjunto de pontos do plano equidistantes de uma reta 


(b) 


© 


4. (a) 


As duas equações padrão da elipse de semieixo maior a e 
semieixo menor b são e ; 
Suponha que uma elipse tenha semieixo maior a, semieixo 
menor b e focos (+c, 0). Então, c pode ser obtido a partir 
de a e b pela equação c = 


Suponha que uma hipérbole tenha semieixo focal a e se- 
mieixo conjugado b. Então, para cada ponto da hipérbo- 
le, a distância ao foco mais afastado menos a distância ao 
foco mais próximo é igual a 


(c) j a E A 
fizadae im ponadicado fora dessa reias (b) As duas equações padrão da hipérbole de semieixo focal a 
e semieixo conjugado b são e i 
2. (a) A equação da parábola com foco (p, 0) e diretriz x = —p é (c) Suponha que uma hipérbole em posição padrão tenha se- 
ê mieixo focal a, semieixo conjugado b e focos (+c, 0). 
(b) A equação da parábola com foco (0, p) e diretriz y = —p é Então, c pode ser obtido a partir de a e b pela equação c = 
. As equações das assíntotas dessa hipérbole 
3. (a) Suponha que uma elipse tenha semieixo maior a e semiei- ii dad 
xo menor b. Então, para cada ponto da elipse, a soma das 
distâncias aos focos é igual a 
EXERCÍCIOS 10.4 [Recurso Gráfico [E] CAS 
ENFOCANDO CONCEITOS 
1. Nas partes (a) a (f), determine a equação da cônica. (c) 


(a) 


(b) 
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2. (a) Determine o foco e a diretriz de cada parábola do Exer- 
cício 1. 
(b) Determine os focos das elipses do Exercício 1. 
(c) Determine os focos e as equações das assíntotas das 
hipérboles do Exercício 1. 


3-6 Esboce a parábola e indique o foco, o vértice e a diretriz. EM 
(b) x? = —8y 

(b) X =4y 

(b) œ- D=- 
(b) y=42+8x+5 


3. (a) y = 4x 

4. (a) y = —10x 

5. (a) Q- 1} = -12x + 4) 
6. (a) y? — 6y-2x+1=0 


7-10 Esboce a elipse e indique os focos, os vértices e os extremos 
do eixo menor. E 


x? y? 
7. — +> = b) 9x? 2=9 
(a) 16 + 9 1 (b) 9x + y 
x? y? 
8. — += =1 b) 4% 2=36 
(a) Tuy (b) 4x +y 


9. (a) x +3 +40- 5} =16 
b) p +50+2/-1=0 

10. (a) 92 + 4y — 18x + 24y +9=0 
(b) 5x? + 9y? + 20x — 54y = —56 


11-14 Esboce a hipérbole e indique os vértices, os focos e as as- 
síntotas. E 


x y 202 
11. ——— =1 b — x = 
(a) = (b) 9y — x*= 36 
y? x2 5 s 
12. — —— =l b) 16x4 — 25y = 400 
(a) T- (b) 16x y 
OHI (1-2? 
13. = 1 
(a) 3 5 


(b) 16x +HIZ—-8y—32=16 


14. (a) 2-4 4+2x+4+8y-7=0 
(b) 16x — y? — 32x — 6y = 57 


15-18 Encontre uma equação para a parábola que satisfaça as con- 
dições dadas. E 


15. (a) Vértice (0,0); foco (3, 0). 
(b) Vértice (0,0); diretriz y =Ż}. 
16. (a) Foco (6,0); diretriz x = —6. 
(b) Foco (1, 1); diretriz y = —2. 


17. Eixo y = 0; passando pelos pontos (3, 2) e (2, —/2). 
18. Vértice (5, —3): eixo paralelo ao eixo y; passando por (9, 5). 


19-22 Encontre uma equação para a elipse que satisfaça as condi- 
ções dadas. E 


19. (a) Extremidades do eixo maior (+ 3, 0); extremidades do 
eixo menor (0, +2). 
(b) Comprimento do eixo menor 8; focos (0, +3). 


20. (a) Focos (+1,0); b = 2. 
(b) c= 24/3; a = 4; centro na origem; focos sobre um eixo 
coordenado (duas respostas). 


21. (a) Extremidades do eixo maior (0, +6); passa por (—3, 2). 
(b) Focos (—1, 1) e (—1, 3); eixo menor de comprimento 4. 


22. (a) Centro em (0, 0); eixos maior e menor ao longo dos eixos 
coordenados; passa por (3, 2) e (1, 6). 
(b) Focos (2, 1) e (2, —3); eixo maior de comprimento 6. 


23-26 Encontre uma equação para a hipérbole que satisfaça as 
condições dadas. (Nota: Em alguns casos, pode haver mais de 
uma hipérbole.) E 


23. (a) Vértices (+2, 0); focos (+3, 0). 
(b) Vértices (0, +2); assíntotas y = ca 


24. (a) Assíntotas y = ix; b=4. 


(b) Focos (0, +5); assíntotas y = +2x. 


25. (a) Assíntotas y = +áx; c=5. 


(b) Focos (+3, 0); assíntotas y = +2x. 


26. (a) Vértices (0, 6) e (6, 6); distância entre os focos de 10 
unidades. 
(b) Assíntotas y = x — 2 e y = —x+ 4; passa pela origem. 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


27. Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos do plano que equi- 
distam de uma reta fixada e de um ponto fixado fora dessa reta. 


28. Se uma elipse não for um círculo, então seus focos estarão no 
eixo maior da elipse. 


29. Se uma parábola tiver uma equação y? = 4px, em que p é uma 
constante positiva, então p será a distância perpendicular do 
foco da parábola à diretriz. 


30. A hipérbole ?/a?) — x? = 1 tem assíntotas dadas pelas retas 
y=+x/a. 


31. (a) Como ilustrado na figura abaixo, um arco parabólico cruza 
uma estrada de 40 pés de extensão. Qual é a altura do arco 
se uma seção do centro da estrada com 20 pés de extensão 
tem um vão livre de, no mínimo, 12 pés? 

(b) Qual seria a altura do centro se o arco fosse a metade supe- 
rior de uma elipse? 


| | 
I2lpés 2lpésN. 
[+20 pés >| 


«—— 40 pés ——| 


Figura Ex-31 
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32. (a) Determine uma equação para o arco parabólico de base b e 
altura h mostrado na Figura Ex-32. 
(b) Determine a área sob o arco. 


= 


> 
(b,0) Figura Ex-32 


33. Mostre que o vértice é o ponto da parábola mais próximo do 
foco. [Sugestão: Introduza um sistema de coordenadas conve- 
niente e use a Definição 10.4.1.] 


34. Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que um cometa 
mova-se em uma órbita parabólica com o Sol em seu foco, e 
que a reta que passa pelo Sol e o cometa faça um ângulo de 60º 
com o eixo da parábola quando o cometa está a 40 milhões de 
milhas do centro do Sol. Use o resultado do Exercício 33 para 
determinar quão próximo o cometa chegará do centro do Sol. 


35. Para o refletor parabólico na figura abaixo, a que distância do 
vértice deve ser colocada a fonte de luz para produzir um feixe 
de raios paralelos? 


— 1 pé —| 


Figura Ex-34 Figura Ex-35 


436. (a) Mostre que os ramos direito e esquerdo da hipérbole 
2 2 
Es 
a á b 


podem ser representados parametricamente como 


y=bsenht 
y = bsenh t 


x= acosht, (—œ < t < +o) 


x = —a cosht, (—œ < t < +) 


(b) Use um recurso gráfico para gerar ambos os ramos da hi- 
pérbole x? — y? = 1 sobre uma mesma tela. 


437. (a) Mostre que os ramos direito e esquerdo da hipérbole 


podem ser representados parametricamente por 


(-n/2 <t <7/2) 
(—-m/2 < t < 7/2) 


x= asect, y=btgt 


x=-asect, y=btgt 


(b) Use um recurso gráfico para gerar ambos os ramos da hi- 
pérbole x? — y? = 1 na mesma tela. 


38. Determine uma equação da parábola descrita por um ponto em 
movimento tal que a sua distância até o ponto (2, 4) seja a mes- 
ma que sua distância ao eixo x. 


39. Determine uma equação da elipse descrita por um ponto em 
movimento tal que a soma de suas distâncias a (4, 1) e (4, 5) 
seja 12. 


40. Determine a equação da hipérbole descrita por um ponto em 
movimento tal que a diferença entre as distâncias a (0, 0) e 
(1, 1) seja 1. 


41. Suponha que a base de um sólido seja elíptica com o eixo 
maior de comprimento 9 e eixo menor de comprimento 4. De- 
termine o volume do sólido se as seções tranversais perpendi- 
culares ao eixo maior forem quadrados (veja a figura a seguir). 


42. Suponha que a base de um sólido seja elíptica com o eixo maior 
de comprimento 9 e o eixo menor de comprimento 4. Determine 
o volume do sólido se as seções tranversais perpendiculares ao 
eixo menor forem triângulos equiláteros (veja a figura a seguir). 


= 
ad 
E e 
p på 
a gi 
Ei 


Figura Ex-41 Figura Ex-42 


43. Mostre que uma elipse com semieixo maior a e semieixo me- 
nor b tem área A = xab. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


44. Mostre que se um plano não for paralelo ao eixo de um 
cilindro circular reto, então a interseção do plano com o ci- 
lindro é uma elipse (possivelmente um círculo). [Sugestão: 
Seja 6 o ângulo mostrado na figura abaixo, introduza eixos 
coordenados como mostrado e expresse x' e y' em termos 
dexey.] 


Figura Ex-44 


45. Conforme ilustrado na figura a seguir, um carpinteiro preci- 
sa cortar um buraco elíptico em um telhado inclinado para 
inserir verticalmente um respiradouro circular com diâme- 
tro D. O carpinteiro deseja esboçar o buraco no telhado 
usando dois percevejos, um lápis e um barbante (conforme 
a Figura 10.4.3h). O ponto central da elipse é conhecido, e 
o senso comum sugere que o eixo maior seja perpendicular 
à linha da calha do telhado. Ele precisa determinar o com- 
primento L do barbante e a distância T entre um percevejo e 
o ponto central. O plano do arquiteto mostra que a inclina- 
ção do telhado é p (inclinação = altura sobre a base; veja a 
figura a seguir). Encontre T e L em termos de D e p. 


Fonte: Este exercício baseia-se em um artigo de William H. Enos que 
apareceu no Mathematics Teacher, Fevereiro de 1991, p.148. 


46. 


47. 
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Figura Ex-45 


Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que dois obser- 
vadores estejam posicionados nos pontos F; (c, 0) e Fa(—c, 0) 
no sistema de coordenadas xy. Suponha também que o som 
de uma explosão no plano xy seja ouvido pelo observador 
F; e que t segundos depois seja ouvido pelo observador F3. 
Supondo que a velocidade do som é uma constante v, mostre 
que a explosão ocorreu em algum lugar da hipérbole 


x2 y? 


=1 
v2t2/4 c? — (v2?t?/4) 


AY 


x 
> 


F (c, 0) 


Fae, 0) Figura Ex-46 


Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que duas 
estações de transmissão estejam posicionadas a 100 km 
uma da outra nos pontos F,(50, 0) e F (—50, 0) ao lon- 
go de uma praia reta, num sistema de coordenadas xy. Su- 
ponha também que um navio esteja navegando paralelo à 
praia, 200 km mar adentro. Encontre as coordenadas do na- 
vio se as estações transmitem simultaneamente um pulso, 
mas o pulso de F, seja recebido pelo navio 100 microse- 
gundos antes do que o pulso da estação F2. [Suponha que o 
pulso viaje à velocidade da luz (299.792.458 m/s).] 


x 


| 
| 200 km 
| 


F,(—50, 0) f 


F,(50, 0) 
Figura Ex-47 


48. 


49. 


Uma torre de resfriamento nuclear deve ter uma altura de 
h metros e o formato do sólido obtido girando em torno do 
eixo y a região R delimitada pelo ramo direito da hipérbole 
1.521x? — 225y? = 342.225 e as retas x = 0, y = —h/2 e y = h/2. 
(a) Encontre o volume da torre. 

(b) Encontre a área de superfície lateral da torre. 


Seja R a região acima do eixo x delimitada entre a curva 
bx — dy? = a&b? e areta x = Va? + b. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 
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(a) Esboce o sólido gerado pela revolução de R em torno do 
eixo x e encontre seu volume. 

(b) Esboce o sólido gerado pela revolução de R em torno do 
eixo y e encontre seu volume. 


Conforme ilustrado na figura a seguir, o tanque de um cami- 
nhão de óleo mede 18 pés de comprimento e tem uma seção 
transversal elíptica que tem 6 pés de extensão e 4 pés de altura. 
(a) Mostre que o volume V do tanque do óleo (em pés cúbicos), 
quando estiver preenchido a uma profundidade de h pés, é 


E 2)N'4h H+ 2n 


h 
V=27 E arc sen 


(b) Use a capacidade numérica de encontrar raízes de um CAS 
para determinar a quantas polegadas da base da vareta que 


verifica o nível de óleo deveriam ser colocadas as marcas 
11 
42 


. . 3 . 
que indicam e ï da capacidade do tanque. 


Haste que 
verifica o nível 
18 de óleo 


Figura Ex-50 


Prove: A reta tangente à parábola x? = 4py no ponto (xo, Yo) é 
Xox = 2p(y + yo). 


Prove: A reta tangente à elipse 


2 y 
atas! 
no ponto (xo, Yo) tem a equação 
xxo | Jo _ 1 
apo 


Prove: A reta tangente à hipérbole 
2 y f 
a bo 
no ponto (xo, Yo) tem a equação 


XX0 yyo 


a? b2 


Use os resultados dos Exercícios 52 e 53 para mostrar que se 
uma elipse e uma hipérbole têm os mesmos focos, então em cada 
ponto de interseção suas retas tangentes são perpendiculares. 


Determine os dois valores de k tais que a reta x + 2y = k seja tan- 
gente à elipse x? + 4y? = 8. Determine os pontos de tangência. 


Determine as coordenadas de todos os pontos da hipérbole 
4x2 — y =4 


nos quais as duas retas que passam pelo ponto e os focos são 
perpendiculares. 


Uma reta tangente à hipérbole 4x? — y? = 36 intersecta o eixo 
y no ponto (0, 4). Determine o(s) ponto(s) de tangência. 
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58. 


59. 


Cálculo 


Considere a equação de segundo grau. 
AX + Cy + Dx+ Ey+F=0 


onde A e C não são nulos. Mostre completando o quadrado: 

(a) Se AC > 0, então a equação representa uma elipse, um 
círculo, um ponto ou não possui gráfico. 

(b) Se AC < 0, então a equação representa uma hipérbole ou 
um par de retas concorrentes. 

(c) Se AC = 0, então a equação representa uma parábola, um 
par de retas paralelas ou não possui gráfico. 


Em cada parte, use o resultado do Exercício 58 para fazer uma 
afirmação sobre o gráfico da equação e, então, examine sua 
conclusão completando o quadrado e identificando o gráfico. 
(a) x2- 5y — 2x — 10y- 9=0 

(b) x — 3y — 6y- 3=0 

(c) 4x + 8y? + 16x + 16y +20 =0 

(d) 3x +y + 12x+2y+13=0 

(e) x? + 8x + 2y+14=0 

(E) 5x? + 40x + 2y +94=0 


. Deduza a equação x? = 4py na Figura 10.4.6. 
. Deduza a equação (x2/b?) + (y?/a?) = 1 dada na Figura 10.4.14. 
. Deduza a equação (x° /a°) — (y?/b?) = 1 dada na Figura 10.4.22. 


« Prove o Teorema 10.4.4. [Sugestão: Escolha os eixos coorde- 


nados de tal modo que a parábola tenha a equação x° = 4py. 
Mostre que a reta tangente em P(xo, yo) intersecta o eixo y no 
ponto Q(0, —yo) e que o triângulo cujos três vértices estão em 
P, Q e o foco é isósceles.] 


64. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.4 


Dadas duas retas que se cortam, seja Lz a reta de maior ângulo 
de inclinação q» e L; a reta de menor ângulo de inclinação q. 
Definimos o ângulo 0 entre Lı e Lz por 0 = h2 — di. (Veja a 
figura a seguir.) 

(a) Prove: Se L; e L não são perpendiculares, então 


onde L; e L têm inclinações mı e mz. 

(b) Prove o Teorema 10.4.5. [Sugestão: Introduza coordena- 
das de tal modo que a elipse seja descrita pela equação 
(2/42) + (92/b?) = 1 e use a parte (a).] 

(c) Prove o Teorema 10.4.6. [Sugestão: Introduza coordena- 
das de tal modo que a hipérbole seja descrita pela equação 
(2/47) — (y?/b?) = 1 e use a parte (a).] 


Figura Ex-64 


. Texto Suponha que queiramos desenhar uma elipse com va- 


lores dados dos comprimentos dos eixos maior e menor usando 
o método mostrado na Figura 10.4.3h. Supondo desenhados 
os eixos, explique como pode ser utilizado um compasso para 
obter a localização dos focos. 


. Texto Faça uma lista das equações padrão das parábolas, elip- 


ses e hipérboles e escreva um resumo das técnicas utilizadas 
para esboçar as seções cônicas a partir das equações padrão. 


1. (a) uma elipse 


3. (a) 2a (b) Ž 
a 


(b) uma hipérbole 


2 2 2 2 
y x bá 
zt% 5E pz 


(c) uma parábola 


(c) va? — b? 


=1 


4. @) 2a (db)? 
a 


2. (a) y =4px (b) 2=4py 


2 2 2 2 


2 b2 a2 b2 


b 
=1 (0) va? +b?; =x 
a 


10.5 ROTAÇÃO DE EIXOS; EQUAÇÕES DE SEGUNDA ORDEM 


Nas seções precedentes, obtivemos equações das seções cônicas com eixos paralelos aos eixos 
coordenados. Nesta seção, estudaremos as equações de cônicas que estão “inclinadas” em 
relação aos eixos coordenados. Isso nos levará a investigar rotações dos eixos coordenados. 


E EQUAÇÕES QUADRÁTICAS EM xE y 
Vimos, nos Exemplos 8 a 10 da seção anterior, que as equações da forma 


AX + ©? + Dx + Ey+F=0 (1) 


podem representar cônicas. A Equação (1) é um caso especial da equação mais geral 


Axº + Bxy +Cy* + Dx + Ey+F=0 (2) 


que é denominada equação quadrática em x e y se as constantes A, B e C não forem todas 
nulas. Geralmente, o gráfico de qualquer equação quadrática é uma seção cônica. Se B = 0, 
então (2) reduz a (1) e a seção cônica tem seu eixo ou eixos paralelos aos eixos coordenados. 


P(x, y) 


ys 


Figura 10.5.1 
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Contudo, se B + 0, então (2) contém o termo misto Bxy, e o gráfico da seção cônica represen- 
tada pela equação tem seu eixo ou eixos “inclinados” em relação aos eixos coordenados. Para 
ilustrar, consideremos a elipse com focos Fi(1, 2) e Fa(—1, —2) e tal que a soma das distân- 
cias de cada ponto P(x, y) da elipse aos focos seja de 6 unidades. Expressando essa condição 
como uma equação, obtemos (Figura 10.5.1) 


Væ -1}+0-22}+Va +1? +0+22=6 
Elevando ambos os lados ao quadrado, isolando o radical remanescente e finalmente elevan- 
do novamente ao quadrado, obtemos 
8x — 4xy + 5y = 36 


como a equação da elipse. Essa equação está no formato (2) com A = 8, B = —4, C = 5, 
D=0,E=0eF=-—36. 


E ROTAÇÃO DE EIXOS 

Para estudar cônicas que estão inclinadas em relação aos eixos coordenados, é muitas vezes 
útil girar os eixos coordenados de tal modo que os eixos coordenados girados sejam paralelos 
aos eixos da cônica. Antes de poder discutir os detalhes, precisamos desenvolver algumas 
ideias sobre a rotação de eixos coordenados. 

Na Figura 10.5.2a, foi aplicada uma rotação de ângulo 0 aos eixos de um sistema de 
coordenadas xy para produzir um novo sistema de coordenadas x'y'. Como podemos ver na 
figura, cada ponto P do plano tem coordenadas (x”, y’) além das coordenadas (x, y). Para ver 
como essas coordenadas estão relacionadas, seja r a distância da origem comum ao ponto P e 
seja a o ângulo mostrado na Figura 10.5.2b. Segue que 


x=rcos(0-+o), y=rsen(0-+a) (3) 


x'=rcosa, y'=rsena (4) 
Usando identidades trigonométricas conhecidas, as relações (3) podem ser escritas como 


x = r cos ĝ cos œ — r sen 0 sen g 


y = r sen 0 cos œ + r cos 0 sin 0 


e substituindo (4) nessas equações, obtemos as seguintes relações, denominadas equações 
de rotação: 


E= O = y nA 


(5) 


y = x' sen + y' cos 


Figura 10.5.2 (a) (b) 


> Exemplo 1 Suponha que tenha sido aplicada uma rotação de ângulo O = 45º aos eixos 
de um sistema de coordenadas xy para produzir um sistema de coordenadas x'y'. Encontre a 
equação da curva 

X-y+y/-6=0 
nas coordenadas x'y”. 
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x -xy+92-6=0 


Figura 10.5.3 


Sempre é possível satisfazer (8) com 
um ângulo 9 no intervalo 


0O<0<g7m/2 


Aqui sempre escolheremos 6 dessa 
maneira. 


Solução Substituindo sen 9 = sen 45° = 1/V2 e cos 0 = cos 45º = 1/2 em (5), obte- 
mos as equações de rotação 


1 f , $ 


X y è X +) 
A == === == y= pika 
V2 42 V2 v2 


Substituindo essas relações na equação dada, obtemos 


a (a a so 


ou 
x? o 2x'y' + y? = x? + y? Æ x? + 2x'y' ge y? . 
7 = 
ou 
12 12 
t op j 
12 4 


que é a equação de uma elipse (Figura 10.5.3). < 


Resolvendo as equações de rotação (5) para x' e y' em termos de x e y, obtemos (Exer- 
cício 16): 


x’ = x cos + y sen 6) 
y’ = —x sen ð + y cos6 


> Exemplo 2 Encontre as novas coordenadas do ponto (2, 4) depois de ter sido aplicada 
uma rotação de ângulo 9 = 30º aos eixos coordenados. 


Solução Usando as equações de rotação (6) com x = 2, y = 4, cos 8 = cos 30º = 3/2€ 
sen 0 = sen 30º = 1/2, obtemos 

x = (43/2) +40/) = V3 +2 

y! = —2(1/2) + 443/2) = —1 + 2/3 


Assim, as novas coordenadas são (v3 +2,—1 + 24/3). < 


E ELIMINAÇÃO DO TERMO MISTO 
No Exemplo 1, conseguimos identificar a curva x? — xy + y? — 6 = 0 como uma elipse por- 
que a rotação de eixos eliminou o termo xy e reduziu a equação a uma forma conhecida. Isso 
aconteceu porque os novos eixos x'y” estavam alinhados com os eixos da elipse. O próximo 
teorema nos diz como determinar uma rotação apropriada de eixos para eliminar o termo mis- 
to de uma equação quadrática em x e y. 


10.5.1 TEOREMA Sea equação 
AX +By+Cy+Dx+Ey+F=0 (7) 


for tal que B + O e se um sistema de coordenadas x'y' tiver sido obtido pela rotação dos 
eixos xy por um ângulo satisfazendo 


ops 2 € (8) 
0) = Å< 
cotg B 


então, no sistema de coordenadas x'y', a Equação (7) terá a forma 


A'x2 + Cy? +D'x' +E'y' +F' =0 


Figura 10.5.4 
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DEMONSTRAÇÃO Substituindo (5) em (7) e simplificando, obtemos 
A'x2 + B'xy' +Cy2+D'x'+Ey+F'=0 
onde 
A'= Acos? 0 + Bcos6 sen + C sen? 0 
B' = B(cos? 0 — sen? 0) + 2(C — A) sen 0 cos 0 
C' = Asen? 0 — B sen 8 cos 0 + C cos? 0 


(9) 
D' = Dcos6 + E sen 
E' = —D sen + E cos6 
F'=F 
(Verifique.) Para completar a prova, devemos mostrar que B' = O se 
A-C 
cotg 20 = 
B 
ou, equivalentemente, 
cos 20 _ A-C (10) 
sen 20 B 


Contudo, usando a fórmula trigonométrica do ângulo duplo, podemos reescrever B’ na forma 
B' = B cos 29 — (A — C) sen 20 
Assim, B' = 0 se 0 satisfizer (10). E 


> Exemplo 3 Identifique e esboce a curva xy = 1. 
Solução Como um primeiro passo, giramos os eixos coordenados para eliminar o termo 
misto. Comparando a equação dada com (7), temos 
A=0, B=1, C=0 
Assim, o ângulo de rotação procurado deve satisfazer 
A-C 0-0 


tg 20 = = = 0 
cotg B 1 


Essa condição pode ser satisfeita tomando 20 = 7/2 ou 6 = 7/4 = 45º. Fazendo as substitui- 
ções cos ð = cos 45° = 1/2 esen6 = sen 45° = 1//2 em (5), obtemos 


1 1 r rd 


Ea O e: 
"do “A A 


Substituindo essas relações na equação xy = 1, obtemos 


(= y ) ( x! y ) i x'2 y? 
H =] ou —>— — > =l 
2 v2) \V2 42 2 2 


que é a equação de uma hipérbole equilátera de vértices em (v2, 0) e(—/2, 0) no sistema de 
coordenadas x'y' (Figura 10.5.4). < 


X 


Nos problemas em que é inconveniente resolver 

A =C 
cotg 20 = —— 
B 


para 0, podemos obter os valores de sen 0 e cos 6 que são necessários para as equações de rota- 
ção calculando primeiramente cos 20 e, depois, calculando sen 0 e cos 6 a partir das identidades 


1 — cos 20 1 + cos 20 
senô = ME SAR e cos0= E O 
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Ay 


25 
24 


y= 


-7 
Figura 10.5.5 


2 
(x 5 ) +y? 


=1 


Figura 10.5.6 


> Exemplo 4 Identifique e esboce a curva 


153x? — 192xy + 97y? — 30x — 40y — 200 = 0 


Solução Temos A = 153, B = —192 e C = 97, portanto 


A-C 56 7 
cotg 20 = = = 
B 192 24 


Como 6 deve ser escolhido no intervalo O < 0 < 7/2, essa relação é representada pelo 
triângulo da Figura 10.5.5. A partir desse triângulo, obtemos cos 20 = — + que implica 


7 
Runa J1 +cos20 _ l-3 3 
2 2 5 
[1 — cos 20 1+4 4 

sen = = = 
2 2 5 


Substituir esses valores em (5) fornece as equações de rotação 


341.0. 444 


= Bt A es ao quer 
Xx= 5x zy e VY=5X +53) 


cuja substituição na equação dada acarreta 


53 (3x! 4y)? D2 (3x! 4y)(4x'! E 3y’) + A (dx! +3y)? 


O (3x — 4) — E(4x' + 3y’) — 200 = 0 
que simplifica para 
25x"? + 225y'? — 50x — 200 = 0 
ou 
x’? + 9y? —2x—-8=0 


Completando os quadrados, obtemos 


que é a equação de uma elipse com centro (1, 0) e semieixos a = 3 e b = 1 no sistema de co- 
ordenadas x'y' (Figura 10.5.6). < 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.5 (Ver página 754 para respostas.) 


1. Suponha que um sistema de coordenadas xy tenha sido girado por 


3. Em cada parte, determine um ângulo de rotação 0 que elimine 


0 radianos para produzir um novo sistema de coordenadas x'y”. 
(a) x e y podem ser obtidos a partir de x”, y’ e 6 usando as 


equações de rotação x = ey= ; 
(b) x' e y' podem ser obtidos a partir de x, y e 6 usando a 
equações x' = ey'= 


. Se a equação 
Ax + Bxy + Cy + Dx + Ey+ F=0 


for tal que B + 0, então o termo xy dessa equação poderá ser 
eliminado por meio de uma rotação de eixos por um ângulo 0 
satisfazendo cotg 20 = 


o termo misto. 

(a) 22 +y +2 +x-y=0 

(b) x? +2V3xy +3y?—2x+y=1 
(©) 3x? + V3xy +2y? +y =0 


. Expresse 2x? + xy + 2y? = 1 no sistema de coordenadas x'y' 


obtido pela rotação do sistema de coordenadas xy por um ângu- 
lo de 0 = 7/4. 
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1. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y’ tenha sido obtido 

pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um ângulo 

de 6 = 60º. 

(a) Encontre as coordenadas x'y” de um ponto cujas coordena- 
das xy sejam (—2, 6). 

(b) Encontre uma equação da curva 3xy + y? = 6 em coor- 
denadas x'y”. 

(c) Esboce a curva da parte (b) mostrando os eixos xy e x'y”. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y' tenha sido obtido 

pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um ângulo 

de 6 = 30º. 

(a) Encontre as coordenadas x'y' de um ponto cujas coordena- 
das xy sejam (1, —/3). 

(b) Encontre uma equação da curva 2x? + 2,/3xy = 3 em co- 
ordenadas x'y”. 

(c) Esboce a curva da parte (b) mostrando os eixos xy e x'y”. 


3-12 Aplique uma rotação aos eixos coordenados para eliminar o ter- 
mo misto. Em seguida, identifique a cônica e eboce seu gráfico. E 


3. 
5 
6 
7. 
8 
9 
10. 
11. 


12. 
13. 


14. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15. 


16. 


17. 


xy=—9 4 %2-wy+y-2=0 
. X +4xy -2y —-6=0 
. 31x? + 10/3xy + 21y? — 144 = 0 
x2+2/3xy + 3y? + 23x —2y =0 
. 34x — 24xy + 41y — 25 = 0 
. 9x? — 24xy + 16y? — 80x — 60y + 100 = 0 
5x? — 6xy + 5y? — 8BV2x +8/2y = 8 
52x? — 72xy + 73y + 40x + 30y — 75 =0 
6x? + 24xy — y? — 12x + 26y + 11 = 0 
Suponha que o sistema de coordenadas x'y’ tenha sido obtido 


pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um ângu- 
lo de 45º. Use (6) para encontrar as coordenadas xy da curva 
3x2 +y? = 6. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y” tenha sido obtido 
pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um ângulo de 
30º. Use (5) para encontrar as coordenadas x'y' da curva y = x°. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y' tenha sido 
obtido pela rotação de um sistema de coordenadas xy por 
um ângulo 8. Prove: Dado qualquer valor de 0, a equação 
xX + y = r é transformada na equação x? + y’? = r’. Dê 
uma explicação geométrica. 


Deduza (6) resolvendo as equações de rotação (5) para x' e 
y’ em termos de x e y. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y" tenha sido obti- 
do pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um ân- 
gulo 8. Explique como podemos encontrar as coordenadas 
xy de um ponto cujas coordenadas x'y' sejam conhecidas. 


18. 


Suponha que o sistema de coordenadas x'y' tenha sido ob- 
tido pela rotação de um sistema de coordenadas xy por um 
ângulo 6. Explique como podemos encontrar as coordena- 
das xy de uma reta cuja equação nas coordenadas x'y” seja 
conhecida. 


19-22 Mostre que o gráfico da equação dada é uma parábola. En- 
contre seu vértice, foco e diretriz. 


19. 
20. 
21. 
22. 


x2+2xy + y? +4/2x — 42y = 0 
x2-2/3xy+3y? —8/3x — 8y =0 

9x? — 24xy + 16y? — 80x — 60y + 100 = 0 
x2+24/3xy +3y2 + 16/3x — 16y — 96 = 0 


23-26 Mostre que o gráfico da equação dada é uma elipse. Encontre 


seus 
23. 
24. 
25. 
26. 


focos, seus vértices e as extremidades do eixo menor. E 
288xº — 168xy + 337y? — 3.600 = 0 
25x? — 14xy + 25y? — 288 = 0 

31x2 + 104/3xy + 21y? — 32x + 3243) 
43x? — 14N/3xy + 57y? — 363x — 36y 


80 = O 


540 = 0 


27-30 Mostre que o gráfico da equação dada é uma hipérbole. En- 
contre seus focos, vértices e assíntotas. E 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


32. Deduza a expressão para B' em (9). 

33. Use (9) para provar que B? — 4AC = B’? — 4A'C' com 
quaisquer valores de 0. 

34. Use (9) para provar que A + C = A' + C' com quaisquer 
valores de 0. 

35. Prove: Se A = C em (7), então o termo misto pode ser eli- 
minado com uma rotação de 45º. 

36. Prove: Suponha que B 0. Então o gráfico da equação 
x? + Bxy + F = 0 é uma hipérbole se F # 0 e duas retas 
concorrentes se F = 0. 


x? — 10/3xy + 11y? +64=0 
17x? — 312xy + 108y? — 900 = 0 
32y? — 52xy — 7x? + 72N5x — 144/5y + 900 = 0 
242yº +52xy + 22x? + 18x + 18y 436/02 = 0 
Mostre que o gráfico da equação 

vx+/7=1 


é uma parte de uma parábola. [Sugestão: Primeiro racionalize a 
equação e depois aplique uma rotação de eixos.] 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.5 


A-C 


1. (a) x' cos 0 — y’ sen 0; x' sen 0 + y' cos (b) x cos 8 + y sen 8; —x sen 0 + y cos 6 2, Sa 3. (a) : (b) 5 (c) z 


4. 5x'? + 3y? =2 


10.6 SEÇÕES CÔNICAS EM COORDENADAS POLARES 


É um acidente histórico infeliz que 
a letra e seja usada para a base do 
logaritmo natural e para a excentri- 
cidade de seções cônicas. Entretan- 
to, para fins práticos, a interpretação 
apropriada será comumente clara a 
partir do contexto no qual a letra for 
usada. 


Adiante, neste livro, mostraremos que se um objeto movimenta-se em um campo gravitacional 
que atua na direção de um ponto fixo (tal como o centro do Sol), então o caminho daquele 
objeto deve ser uma seção cônica com o ponto fixo em um foco. Por exemplo, planetas em 
nosso sistema solar movem-se ao longo de um caminho elíptico com o Sol como foco, e 
os cometas movem-se ao longo de um caminho parabólico, elíptico ou hiperbólico com o 
Sol como um foco, dependendo das condições sob as quais se originaram. Para algumas 
aplicações desse tipo, é comumente desejável expressar as equações da seção cônica em 
coordenadas polares com o polo como foco. Nesta seção, mostraremos como fazer isso. 


E CARACTERIZAÇÃO FOCO-DIRETRIZ DAS CÔNICAS 
Para obter equações polares das seções cônicas, precisaremos do teorema seguinte. 


10.6.1 TEOREMA (Propriedades Foco-Diretriz das Cônicas) Suponha que um pon- 
to P mova-se no plano determinado por um ponto fixado (chamado de foco) e uma reta 
fixada (chamada de diretriz), sendo que o foco não está situado na diretriz. Se o ponto 
mover-se de tal maneira que sua distância ao foco dividida pela distância à diretriz for 


uma constante e (chamada de excentricidade), então a curva traçada pelo ponto é uma 
seção cônica. Além disso, a cônica é uma 


(a) parábola see = 1 (b) uma elipse se0<e< 1 (c) uma hipérbole se e > 1. 


Não daremos uma prova formal deste teorema; em vez disso, usaremos os casos espe- 
cíficos da Figura 10.6.1 para ilustrar as ideias básicas. Para a parábola, tomaremos a diretriz 
como sendo x = —p, como de costume; e para a elipse e a hipérbole, tomaremos a diretriz 
como sendo x = a?/c. Queremos mostrar em todos os três casos que se P é um ponto sobre 
o gráfico, F é o foco e D é a diretriz, então a razão PF /PD é alguma constante e, onde e = 1 
para a parábola, 0 < e < 1 para a elipse e e > 1 para a hipérbole. Daremos os argumentos para 
a parábola e a elipse e deixaremos o argumento para a hipérbole como exercício. 


Ay Ay 
E á D| Pa, y) 
á Pay) |P 
X e x x 
> > o > 
F(p, 0) F(c, 0) 
x=-p 
x=a@ lc 
x= «fc 
e=1 O<e<l e>1 


Figura 10.6.1 


Figura 10.6.3 


Diretriz 
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Para a parábola, a distância PF ao foco é igual à distância PD à diretriz e, assim, 
PF/PD = 1, que é o que queremos mostrar. Para a elipse, reescrevemos a Equação (8) da 
Seção 10.4 como 


y(x-c} +y =a EE (! +) 


No entanto, a expressão no lado esquerdo é a distância PF, e a expressão entre parênteses no 
lado direito é a distância PD, logo mostramos que 


c 
PF = PD 
a 
Assim, PF/PD é constante, e a excentricidade é 


é = 


F (1) 
a 
Se excluirmos o caso degenerado em que a = 0 ou c = 0, então tem-se a partir da Fórmula (7) 
da Seção 10.4 que 0 < c < a, logo O < e < 1, que é o que precisamos mostrar. 

Deixaremos como exercício mostrar que a excentricidade da hipérbole na Figura 10.6.1 
é também dada pela Fórmula (1) mas, neste caso, tem-se a partir da Fórmula (11) da Seção 
10.4 que c > a, logo e > 1. 


Em EXCENTRICIDADE DE UMA ELIPSE COMO UMA MEDIDA DE ACHATAMENTO 
A excentricidade de uma elipse pode ser vista como uma medida de seu achatamento: quan- 
do e tende a 0, as elipses tornam-se cada vez mais circulares, e quando e tende a 1, elas 
tornam-se cada vez mais achatadas (Figura 10.6.2). A Tabela 10.6.1 mostra a excentrici- 
dade orbital de vários objetos celestes. Note que muitos dos planetas têm, de fato, órbitas 
razoavelmente circulares. 


Tabela 10.6.1 


Corpo Celeste Excentricidade 
Mercúrio 0,206 
Vênus 0,007 
Terra 0,017 
Marte 0,093 
Júpiter 0,048 
Saturno 0,056 
Urano 0,046 
Elipses com um foco em comum Netuno 0,010 
e semieixos maiores iguais Plutão 0,249 
Figura 10.6.2 Cometa Halley 0,970 


E EQUAÇÕES POLARES DAS CÔNICAS 


Nosso próximo objetivo é deduzir as equações polares para as seções cônicas a partir de 
suas caracterizações foco-diretriz. Vamos supor que o foco seja o polo, e a diretriz seja ou 
paralela ou perpendicular ao eixo polar. Se a diretriz for paralela ao eixo polar, então ela 
pode estar acima ou abaixo do polo; e se a diretriz for perpendicular ao eixo polar, então 
ela pode estar à esquerda ou à direita do polo. Assim, há quatro casos para considerar. 
Deduziremos a fórmula para o caso em que a diretriz for perpendicular ao eixo polar e 
estiver à direita do polo. 
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Conforme ilustrado na Figura 10.6.3, vamos supor que a diretriz seja perpendicular ao 
eixo polar e esteja a d unidades à direita do polo, sendo que a constante d é conhecida. Se P 
for um ponto da cônica e se a excentricidade da cônica for e, então segue do Teorema 10.6.1 
que PF/PD = e ou, de modo equivalente, que 


PF = ePD (2) 
Contudo, é evidente a partir da Figura 10.6.3 que PF = re PD = d — r cos 0. Assim, (2) pode 
ser escrita como 
r= e(d — r cos 0) 
que pode ser resolvida em r e expressa como 
ed 
E === == 
1 +ecos0 
(verifique). Observe que essa única equação polar pode representar uma parábola, uma elip- 


se, ou uma hipérbole, dependendo do valor de e. Em contrapartida, a equação retangular para 
essas cônicas tem formas diferentes. As deduções nos outros três casos são análogas. 


10.6.2 TEOREMA Se uma seção cônica com excentricidade e estiver posicionada em 
um sistema de coordenadas polares, de tal modo que seu foco esteja no polo e a diretriz 
correspondente a d unidades do polo, então a equação da cônica terá uma das quatro 
formas possíveis, dependendo de sua orientação: 


Diretriz Diretriz 


ed ed 


PESE OS E E: 
1I+ecos0 ] — e cos 0 


Diretriz à direita do polo Diretriz à esquerda do polo 


Diretriz 


Diretriz 


ed ed 


l A á á ãáSáRáÃ = GE. 
1 + esen l — esen 
Diretriz acima do polo Diretriz abaixo do polo 


E ESBOÇANDO CÔNICAS EM COORDENADAS POLARES 

Podemos gerar gráficos precisos de seções cônicas em coordenadas polares utilizando recur- 
sos gráficos. Entretanto, é frequentemente útil fazer um rápido esboço desses gráficos que 
mostrem a sua orientação e deem algum sentido às suas dimensões. A orientação de uma cô- 
nica em relação aos eixos polares pode ser deduzida ao comparar sua equação com uma das 
quatro formas do Teorema 10.6.2. As dimensões fundamentais de uma parábola são determi- 
nadas pela constante p (Figura 10.4.5) e as das elipses e das hipérboles, pelas constantes a, b 
e c (Figura 10.4.11 e 10.4.20). Assim, precisamos mostrar como essas constantes podem ser 
obtidas a partir das equações polares. 


Diretriz m/2 


0 
1 
Esboço rudimentar 

Figura 10.6.4 

< a >| < a > 

Fo 

«+ hn >|<— 

Figura 10.6.5 


Em palavras, a Fórmula (8) afirma 
que a é a média aritmética de ro e 
rı e a Fórmula (10) afirma que b é a 
média geométrica de ro e nm. 


Tr/2 
Diretriz 
+ 
243 
4 o 
eps) ps 
Esboço rudimentar 
Figura 10.6.6 


Figura 10.6.7 
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> Exemplo 1 Esboce o gráfico der = em coordenadas polares. 


1 — cos 
Solução A equação é idêntica a (4) com d = 2 e e = 1. Desse modo, o gráfico é uma pará- 
bola com o foco no polo e a diretriz 2 unidades à esquerda do polo. Isso nos diz que a pará- 
bola abre para a direita ao longo do eixo polar e p = 1. Assim, ela é parecida grosseiramente 
com a esboçada na Figura 10.6.4. «4 


Todas as informações geométricas importantes sobre uma elipse podem ser obtidas a 
partir dos valores a, b e c na Figura 10.6.5. Uma maneira de encontrar esses valores a partir 
da equação polar de uma elipse baseia-se na determinação das distâncias do foco aos vértices. 
Conforme mostrado na figura, seja ro a distância do foco ao vértice mais próximo e r a dis- 


tância ao vértice mais afastado. Assim, 
n=a-c e nmn=a+c (7) 


do que seguem 


a= (nro) e= g = o) (8-9) 

Além disso, tem-se também, por (7) que 
rri=8@ -e =b 
Assim, 
b= «rori (10) 
Zoo . 6 
> Exemplo 2 Obtenha as constantes a, be c da elipse r = ———. 
2+ cos0 


Solução Essa equação não corresponde a qualquer uma das formas do Teorema 10.6.2, 
pois todas elas requerem um termo constante 1 no denominador. Entretanto, podemos colocar 
a equação dentro de uma dessas formas dividindo o numerador e o denominador por 2 para 
obter 


3 
r= — 
1 + 5cos0 
Essa equação é idêntica a (3) com d = 6 e e = >. portanto o gráfico é uma elipse com a diretriz 
6 unidades à direita do polo. A distância rọ do foco ao vértice mais próximo pode ser obtida 


fixando 6 = 0 nessa equação, e a distância rı ao vértice mais afastado pode ser obtida fixando 
0 = x. Disso resulta 


E 3 = 
= I+icos0 


3 
= nm — = = 


= T = =6 
1 + 3 cos 


ro 


RI] w 
IH] w 


Assim, a partir das Fórmulas (8),(10) e (9), respectivamente, obtemos 


b = Tori = 243, 


a = $ (ri +ro) = 4, c= }(ri — ro) =2 


Assim, a elipse é parecida grosseiramente com a esboçada na Figura 10.6.6 < 
Todas as informações importantes sobre uma hipérbole podem ser obtidas a partir dos 


valores de a, b e c na Figura 10.6.7. Da mesma forma que com a elipse, uma maneira de en- 
contrar esses valores, a partir da equação polar de uma hipérbole, decorre da dedução das 
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Em palavras, a Fórmula (13) afirma 
que c é a média aritmética de ro e 
rı e a Fórmula (14) afirma que b é a 
média geométrica de ro e nm. 


distâncias do foco aos vértices. Conforme mostrado na figura, seja ro a distância do foco ao 
vértice mais próximo e r; a distância ao vértice mais afastado. Assim, 
n=c-a e n=c+a (11) 


do que seguem 
a= }(rı — ro) c = (r1 + ro) (12-13) 


Além disso, tem-se também, por (11), que 
rr =- e= b? 


do que segue 


= For (14) 


> Exemplo 3 Esboce o gráfico der = E ae em coordenadas polares. 
1 + 2senĝ 

Solução Essa equação corresponde exatamente a (5) com d = 1 e e = 2. Assim, o gráfico 
é uma hipérbole com sua diretriz 1 unidade acima do polo. No entanto, não é tão direto cal- 
cular os valores rọ e rı, uma vez que as hipérboles em coordenadas polares são geradas de 
uma maneira estranha quando 6 varia de O a 27. Isso pode ser visto na Figura 10.6.8a, que é 
o gráfico da equação dada em coordenadas retangulares. Tem-se deste gráfico que o gráfico 
polar correspondente é gerado por partes (Figura 10.6.8h): 


e Quando 0 varia no intervalo O < 6 < 77/6, o valor de r é positivo e varia de 2 a 2/3 e 
daí a +%, o que gera uma parte do ramo inferior. 


e Quando ô varia no intervalo 77/6 < O < 37/2, o valor de r é negativo e varia de —oo 
a —2, o que gera a parte da direita do ramo superior. 


e Quando 0 varia no intervalo 37/2 < 0 < 117/6, o valor de r é negativo e varia de —2 
a —%, O que gera a parte da esquerda do ramo superior. 


e Quando 0 varia no intervalo 117/6 < 0 < 27x, valor de r é positivo e varia de +% a 2, 
o que completa a parte que falta à direita do ramo inferior. 


a! a m/2 1/2 
A E E a 
TE 
l J q 
x Tr 3m llr 2r 

efe 2 6 2 6 

E 0 
FTA 

z 2 
~ 1+2senð Esboço grosseiro Esboço grosseiro 


Figura 10.6.8 


Para obter um esboço grosseiro de 
uma hipérbole é, geralmente, su- 
ficiente encontrar o centro, as as- 
síntotas e os pontos em que 6 = 0, 
= 90 (== Sapo 


(a) (b) (c) 


Está evidente, agora, que podemos obter rọ fixando 0 = 7/2 e rı fixando 0 = 37/2. Lembran- 
do que ro e rı são positivos, isso dá 

2 2 2 2 2 
“1+2sen(x/2) 3º 1 |1+2senGr/2)| -17 


ro 
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Assim, a partir das Fórmulas (12), (14), e (13), respectivamente, obtemos 


1 2 2/3 


a=c(n-r)=>, b=vVrr= 


=(n+m)=+ 
2 3 c= TI ro) = 


é 2 3 


Assim, a hipérbole é parecida grosseiramente com a esboçada na Figura 10.6.8c. < 


E APLICAÇÕES EM ASTRONOMIA 


Em 1609, Johannes Kepler publicou um livro conhecido como Astronomia Nova (ou, algumas 
vezes, Comentários sobre o Movimento do Planeta Marte), no qual conseguiu destilar milhares 
de anos de astronomia observacional em três belas leis do movimento planetário (Figura 10.6.9). 


10.6.3 LEIS DE KEPLER 


e Primeira lei (Lei das Órbitas) Cada planeta move-se em uma órbita elíptica com o 
Sol em um foco. 


e Segunda lei (Lei das Áreas) A reta radial que sai do centro do Sol e vai ao centro de 


um planeta varre áreas iguais em tempos iguais. 
Áreais iguais são varridas em 
tempos iguais, e o quadrado do 
período T é proporcional a a°. 


e Terceira lei (Lei dos Períodos) O quadrado do período de um planeta (o tempo em 
que o planeta completa uma órbita em torno do Sol) é proporcional ao cubo do se- 
mieixo maior de sua órbita. 


Figura 10.6.9 


As leis de Kepler, embora enunciadas para o movimento planetário em torno do Sol, 
aplicam-se a todos os corpos celestes que estão sujeitos a uma única força gravitacional cen- 
tral, tanto satélites artificiais sujeitos apenas à força gravitacional central da Terra quanto luas 
sujeitas apenas à força gravitacional de um planeta, por exemplo. Adiante no livro iremos 
derivar as leis de Kepler a partir de princípios básicos, mas, por ora, mostraremos como elas 
podem ser usadas em computações básicas na Astronomia. 

Em uma órbita elíptica, o ponto mais próximo ao foco é chamado de perigeu e o ponto 
mais afastado, de apogeu (Figura 10.6.10). As distâncias do foco ao perigeu e apogeu são 


Apogeu 


Figura 10.6.10 


Johannes Kepler (1571-1630) Astrônomo e físico ale- 
mão. Kepler, cujo trabalho forneceu a nossa visão con- 
temporânea do movimento planetário, levou uma vida 
fascinante, mas desastrada. Seu pai, um alcoólotra, o fez 
trabalhar na taverna de sua família quando criança e de- 
pois retirou-o da escola elementar e empregou-o como um 
trabalhador no campo, onde o rapaz contraiu varíola, o 
que aleijou permanentemente suas mãos e prejudicou sua visão. 
Anos mais tarde, a primeira mulher de Kepler e vários filhos mor- 
reram, sua mãe foi acusada de bruxaria e ele, por ser protestante, 
foi frequentemente perseguido pelas autoridades católicas. Ele 
empobreceu muitas vezes, ganhando a vida com dificuldade 
como astrólogo e predizendo o futuro. Relembrando sua infância 
infeliz, Kepler descreveu seu pai como tendo “tendências crimi- 
nosas” e como “briguento” e sua mãe como “conversadora” e 
“mal-humorada”. Entretanto, foi a sua mãe quem lhe marcou de 
forma inesquecível quando, aos seus 6 anos de idade, mostrou-lhe 
o cometa de 1577; anos depois, ele preparou pessoalmente a defe- 
sa de sua mãe contra a acusação de bruxaria. Kepler conheceu o 
trabalho de Copérnico quando estudante na Universidade de Tu- 
bingen, onde ele recebeu o grau de mestre em 1591. Continuou 


como estudante de Teologia, mas, por insistência das autoridades 
da Universidade, abandonou seus estudos clericais e concordou 
com uma posição como matemático e professor em Graz, na Áus- 
tria. Contudo, foi expulso da cidade quando ela passou a controle 
católico e, em 1600, finalmente mudou-se para Praga, onde tor- 
nou-se um assistente no observatório do famoso astrônomo dina- 
marquês Tycho Brahe. Brahe foi um brilhante e meticuloso ob- 
servador astronômico que acumulou os dados astronômicos mais 
precisos conhecidos em seu tempo: e quando Brahe morreu em 
1601, Kepler herdou todo seu tesouro em dados. Depois de 8 anos 
de intenso trabalho, Kepler decifrou os princípios contidos nos 
dados e, em 1609, publicou seu trabalho monumental, Astrono- 
mia Nova, no qual enunciou suas duas primeiras leis do movi- 
mento planetário. Comentando sua descoberta da órbita elíptica, 
Kepler escreveu, “fiquei quase louco ao calcular esta questão. 
Não conseguia entender por que o planeta prefere ir sobre uma 
órbita elíptica (em vez de uma circular). Oh, fui ridículo!” Final- 
mente, ficou para Isaac Newton descobrir as leis da gravitação 
que explicaram a razão para as órbitas elípticas. 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File: Kepler. png] 
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chamadas de distância do perigeu e distância do apogeu, respectivamente. Para as órbitas ao 
redor do Sol, é comum usar o termo periélio e afélio, ao invés de perigeu e apogeu, e medir 
o tempo em anos da Terra e a distância em unidades astronômicas (UA), onde uma UA é o 
semieixo maior a da órbita da Terra (aproximadamente 150 x 10º km ou 92,9 x 10º milhas). 
Com essa escolha de unidades, a constante de proporcionalidade na terceira lei de Kepler é 
igual a 1, pois a = 1 UA produz um período de T = 1 anos terrestres. Nesse caso, a terceira 
lei de Kepler pode ser expressa como 


T=? (15) 


Diretriz 


As formas das órbitas elípticas são frequentemente especificadas por uma dada excen- 
tricidade e e o semieixo maior a, logo é útil expressar as equações polares de uma elipse em 
termos dessas constantes. A Figura 10.6.11, que pode ser obtida a partir da elipse da Figura 


t as : : Ra 
So 10.6.1 e da relação c = ea, implica que a distância d entre o foco e a diretriz é 
a a a(l — e? 
d = g= ea = ( ) (16) 
e e e 


da qual tem-se que ed = a(1 — e°). Assim, dependendo da orientação da elipse, as fórmulas 


no Teorema 10.6.2 podem ser expressadas em termos de a e e como 
Figura 10.6.11 


a(l— e?) a(l— e?) 
PRESS r= —— 
1 ecos TEE seno. (17-18) 
+: Diretriz à direita do polo +: Diretriz acima do polo 
—: Diretriz à esquerda do polo —: Diretriz abaixo do polo 


Além disso, é evidente da Figura 10.6.11 que as distâncias do foco aos vértices mais próximo 
e mais afastado podem ser expressas em termos de a e e como 


ro=a— ea=a(l—e) e r=a+ea=a(l +e) (19-20) 


Cometa Halley 7/2 


> Exemplo 4 O cometa Halley (visto pela última vez em 1986) tem uma excentricidade de 
o 0,97 e um semieixo maior de a = 18,1 UA. 


(a) Determine a equação de sua órbita no sistema de coordenadas polares mostrado na 
Figura 10.6.12. 
Figura 10.6.12 A . 
(b) Determine o período de sua órbita. 
(c) Determine as distâncias do periélio e do afélio. 


Solução (a) A partir de (17), a equação polar da órbita tem a forma 


a(l — e?) 
TUE: 
I+ecos6 
Contudo, a(1 — e?) = 18,1 [1 — (0,97)7] = 1,07. Assim, a equação da órbita é 
1,07 


Science Photo Library/Photo Researchers r= —— 
Cometa Halley fotografado no Peru 1 + 0,97 cos 8 
em 21 de abril de 1910. 


Solução (b) A partir de (15), com a = 18,1, o período da órbita é 

T = (18,1)? ~ 77 anos 
Solução (c) Uma vez que as distâncias do periélio e do afélio são as distâncias para os 
vértices mais próximo e mais afastado, respectivamente, tem-se a partir de (19) e (20) que 


ro =a — ea = a(l — e) = 18,1 (1 — 0,97) = 0,543 AU 
rı =a + ea=a(l + e)= 18,1(1 + 0,97) ~ 35,7AU 
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ou, como 1 UA = 150 x 10º km, as distâncias do periélio e do afélio em quilômetros são 


RETER ro = 18,1(1 — 0,97)(150 x 109) = 81.500.000 km 
mínima rı = 18,1(1 + 0,97)(150 x 109) = 5.350.000.000 km <4 


> Exemplo 5 Um módulo lunar da missão Apolo orbita a Lua em órbita elíptica com ex- 
centricidade e = 0,12 e semieixo maior a = 2.015 km. Supondo que a Lua seja uma esfera de 
1.740 km de raio, determine a altura máxima e mínima do módulo acima da superfície lunar 
(Figura 10.6.13). 


Solução Se denotarmos por r e rı as distâncias mínima e máxima do centro da Lua, então 
as distâncias mínima e máxima da superfície da Lua serão 


dmin = ro — 1.740 
Distância dmax = rı — 1.740 
máxima 

Figura 10.6.13 

[Imagem: NASA] 


ou a partir das Fórmulas (19) e (20), 


dmin = ro — 1740 = a(1 — e) — 1740 = 2015(0,88) — 1740 = 33,2 km 
dmax = rı — 1740 = a(l + e) — 1740 = 2015(1,12) — 1740 = 516,8 km «4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.6 (Ver página 763 para respostas.) 


1 4 
1. Em cada parte, dê o nome da cônica descrita. (co) r= EEE (d) r= Iseng 
(a) O conjunto de pontos cuja distância ao ponto (2, 3) é a me- Tasen E 
tade da distância à reta x + y = 1 é 3. Se a distância de um vértice de uma elipse ao foco mais próxi- 


(b) O conjunto de pontos cuja distância ao ponto (2, 3 é igual 
à distância à reta x + y = 1 é 

(a) O conjunto de pontos cuja distância ao ponio (2, 3) é o do- 
bro da distância à reta x + y = 1 é 


. Em cada parte: (i) Identifique o gráfico polar como uma pará- 
bola, uma elipse ou uma hipérbole; (ii) diga se a diretriz está 
acima, abaixo, à esquerda ou à direita do polo; e (iii) encontre 


mo for rọ e se a distância daquele vértice ao foco mais distante 
for r,, então o semieixo maior é a = e o semieixo 
menor é b = 


. Se a distância de um vértice de uma hipérbole ao foco mais 


próximo for ro e se a distância daquele vértice ao foco mais 

distante for rı, então o semieixo focal é a = eo 
1 

semieixo conjugado é b = 


a distância do polo à diretriz. 
1 


q Pç, b E e, 
for 4 + cos6 br 1 — 4 cos 0 


EXERCÍCIOS 10.6 [F] Recurso Gráfico 


4 12 
1-2 Encontre a excentricidade e a distância do polo à diretriz e es- 4. (a) r=>———— (b) r= 


boce o gráfico em coordenadas polares. EH 2TA Sng Aek cosg 


3 5-6 Encontre uma equação polar para a cônica que tenha o foco 
1. (a) r= (b) r=>—— : a Aa 
2-—92c0s0 2+seno no polo e satisfaça as condições dadas. Para simplificar, os pontos 
4 5 estão em coordenadas polares e as diretrizes, em coordenadas retan- 
2. (a = ——————— b =——— ulares. (Em alguns casos, pode haver mais do que uma cônica que 
G) r 2+3cosó DEt 3 +3 sen0 = ( E p a A 


satisfaça as condições.) M 


3-4 Use as Fórmulas (3) a (6) para identificar e descrever a orienta- 
ção da cônica e, então, confira sua resposta gerando o gráfico com 
um recurso gráfico computacional. EH 


5. (a) Elipse; e = 3; diretriz x = 2. 
(b) Parábola; diretriz x = 1. 
(c) Hipérbole; e = EE diretriz y = 3. 


8 16 
3: = ——— b = —— 
a 1 — sen 0 (o) 4+3senð 
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6. (a) Elipse; extremidades do eixo maior (2, 7/2) e (6, 37/2). 
(b) Parábola; vértice (2, 7r). 
(c) Hipérbole; e = 2; vértice (2, 0). 


7-8 Encontre as distâncias do polo aos vértices e, então, aplique as 
Fórmulas (8) a (10) para determinar a equação da elipse em coorde- 
nadas retangulares. E 


6 
7. So b =>——— 
@ r 2 + sen br 2 — cos 
6 8 
8. (a) r = ————— (b) r = ———— 
5+2cos0 4— 3senð 


9-10 Encontre as distâncias do polo aos vértices e, então, aplique 
as Fórmulas (12) a (14) para determinar a equação da hipérbole em 
coordenadas retangulares. E 


5 
9. DD 1LoÕÃÕÃÕÃrl b z= ~~ 
(6) r 1+2seng (b) r 2 — 3cos0 

4 1 
10. (a) r = ——————— Gronde 
1 — 2sen0 2+8cos6 


11-12 Encontre uma equação polar para a elipse cujo foco esteja no 
polo que satisfaça as condições dadas. M 


11. (a) Diretriz à direita do polo; a = 8, e = >. 
(b) Diretriz abaixo do polo; a= 4; e = 5 

12. (a) Diretriz à esquerda do polo; b= 4; e= ER 
(b) Diretriz acima do polo; c=5; e = F, 

13. Encontre a equação polar de uma hipérbole equilátera com um 
foco no polo e vértice (5, 0). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


14. Prove que uma hipérbole é equilátera se, e somente se, 


e = 4/2. 


15. (a) Mostre que as coordenadas do ponto P sobre a hipérbo- 
le na Figura 10.6.1 satisfazem a equação 


Va- 9y = Êx-a 
a 


(b) Use o resultado de (a) para mostrar que PF/PD = cla. 


16. (a) Mostre que a excentricidade de uma elipse pode ser ex- 
pressa em termos de rọ e rı como 


Fr 
e= 
rı + ro 
(b) Mostre que 
ri Es l+e 
ro E l—e 


17. (a) Mostre que a excentricidade de uma hipérbole pode ser 
expressa em termos de rọ e rı como 


rı +ro 
Aa 
fi — ro 
(b) Mostre que 
ři e+1 


ro e-l 


18. (a) Esboce as curvas 


1 1 
“ I+cos6 


r r= 
1] — cos 0 


(b) Determine as coordenadas polares das interseções das cur- 
vas da parte (a). 

(c) Mostre que as curvas são ortogonais, isto é, suas retas tan- 
gentes são perpendiculares nos pontos de interseção. 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


19. Se uma elipse não for um círculo, então sua excentricidade será 
menor do que 1. 


20. Uma parábola tem excentricidade maior do que 1. 


21. Se uma elipse tiver seus focos mais distantes do que os de uma 
segunda elipse, então a excentricidade da primeira será maior 
do que a da segunda. 


22. Se d for uma constante positiva, então a seção cônica de equa- 
ção polar 


d 
r=——— 
1 +cos6 


será uma parábola. 


23-28 Use os seguintes valores, quando forem necessários: 
raio da Terra = 4.000 milhas = 6.440km 
1 ano (ano na Terra) = 365 dias (dias na Terra) 
1 UA = 92,9 x 10º milhas = 150 x 10ºkm E 


23. O planeta anão Plutão tem uma excentricidade e = 0,249 e o 

semieixo maior a = 39,5 UA. 

(a) Determine o período T em dias. 

(b) Determine as distâncias do periélio e do afélio. 

(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o centro 
do Sol no polo e determine uma equação polar da órbita de 
Plutão naquele sistema de coordenadas. 

(d) Faça um esboço da órbita com proporções razoavelmente 
precisas. 


24. (a) Seja a o semieixo maior da órbita de um planeta em torno do 
Sole seja T seu período. Mostre que se T for medido em dias 
e a, em quilômetros, então T = (365 x 10/1502. 

(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar o período do 
planeta Mercúrio em dias, dado que o seu semieixo maior 
éa= 57,95 x 10º. 

(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o Sol no 
polo e encontre uma equação para a órbita de Mercúrio na- 
quele sistema de coordenadas, dado que a excentricidade 
da órbita é e = 0,206. 

(d) Use um recurso gráfico computacional para gerar a órbita 
de Mercúrio a partir da equação obtida na parte (c). 


25. O cometa Hale-Bopp, descoberto independentemente em 23 de 
julho de 1995, por Alan Hale e Thomas Bopp, tem uma excen- 
tricidade orbital de e = 0,9951 e um período de 2.380 anos. 
(a) Determine seu semieixo maior em unidades astronômicas 

(UA). 
(b) Determine a distância do seu periélio e afélio. 


26. 
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(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o centro 
do Sol no polo e determine uma equação para a órbita do 
Hale-Bopp naquele sistema de coordenadas. 

(d) Faça um esboço da órbita do Halle-Boop com proporções 
razoavelmente precisas. 


Marte tem uma distância do periélio de 204.520.000 km e a 

distância do afélio é de 246.280.000 km. 

(a) Use esses dados para calcular a excentricidade e compare 
sua resposta com o valor dado na Tabela 10.6.1. 

(b) Determine o período de Marte. 

(c) Escolha um sistema de coordenadas polares com o centro 
do Sol no polo e determine uma equação para a órbita de 
Marte naquele sistema de coordenadas. 

(d) Use um recurso gráfico computacional para gerar a órbita 
de Marte a partir da equação obtida na parte (c). 


. O Vanguard 1 foi lançado em março de 1958 em uma órbita 


em torno da Terra com excentricidade e = 0,21 e semieixo 
maior de 8.864,5 km. Determine a altura máxima e mínima do 
Vanguard 1 acima da superfície da Terra. 


. Acredita-se que o planeta Júpiter tenha um centro rochoso com 


10.000 km de raio, circundado por duas camadas de hidrogênio 
— uma camada grossa de 40.000 km de hidrogênio comprimido 
quase metálico e uma outra camada grossa de 20.000 km de hi- 
drogênio molecular regular. Os aspectos visíveis, como a gran- 
de mancha vermelha, estão na superfície externa da camada de 
hidrogênio molecular. Em 6 de novembro de 1997, a espaço- 
nave Galileo foi colocada na órbita jupiteriana para estudar a 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 10.6 


1. (a) uma elipse (b) uma parábola (c) uma hipérbole 
(b) (1) hipérbole (ii) à esquerda do polo (iii) distância = 1 (c) (1) parábola (ii) acima do polo (iii) distância = + 
(d) (1) parábola (ii) abaixo do polo (iii) distância = 4 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 10 [5] Recurso Gráfico 


1. 


Encontre equações paramétricas para a parte do círculo 
xX? + y? = 2 que está fora do primeiro quadrante, orientado no 
sentido anti-horário. Confira sua resposta gerando a curva com 
um recurso gráfico. 


(a) Suponha que as equações x = f(t), y = g(t) descrevam a 
curva C para t crescente, de 0 a 1. Encontre equações pa- 
ramétricas que descrevam a mesma curva C, mas agora no 
sentido oposto, para t crescente, de O a 1. 

(b) Confira seu trabalho usando a capacidade de esboçar equa- 
ções paramétricas de seu recurso gráfico para gerar o seg- 
mento de reta entre (1, 2) e (4, 0) em ambos os sentidos 
com t crescente, de 0 a 1. 


(a) Encontre a inclinação da reta tangente à curva paramétri- 
cax=?+1l,y=t/2emt=-let= 1 sem eliminar o 
parâmetro. 

(b) Confira suas respostas na parte (a) eliminando o parâmetro 
e derivando uma função de x. 


3. 4 (r1 + ro); Tori 


763 


lua Europa. A órbita tinha uma excentricidade de 0,814580 e 
semieixo maior de 3.514.918,9 km. Determine a altura mínima 
e máxima da Galileo acima da camada de hidrogênio molecu- 
lar (veja a figura a seguir). 


Te 


Fora de escala 


Figura Ex-28 
[Imagem: NASA] 


. Texto Discuta como a excentricidade e de uma hipérbole 


afeta o formato da hipérbole. Como varia o formato quando e 
tende a 1? E quando e tende a +%? Faça alguns esboços para 
ilustrar suas conclusões. 


. Texto Discuta a relação entre a excentricidade e de uma elip- 


se e a distância z entre a diretriz e o centro da elipse. Por exem- 
plo, se os focos permanecerem fixados, o que acontece com z 
quando e tende a 0? 


2. (a) (1) uma elipse (ii) à direita do polo (iii) distância = 1 


1 
4 


4. (r1 — ro); For 


Encontre dy/dx e dy/dx? em t = 2 para a curva paramétrica 
=l ay 143 

estive. 

Encontre todos os valores de 1 para os quais a reta tangente à 


curva paramétricax = 2 cost, y = 4 sen t é 
(a) horizontal (b) vertical 


Encontre o comprimento de arco exato da curva 


x=1-5f,y=4?-1 (0<t<1]) 

Em cada parte, encontre as coordenadas retangulares do ponto 
cujas coordenadas polares estão dadas. 
(a) (8, 7/4) (b) (7, —7/4) 
(d) (5,0) (e) (—2, —37/2) 


(c) (8, 97/4) 
®© (0, x) 


Expresse os pontos cujas coordenadas xy são (—1, 1) em coor- 
denadas polares com 

(a) r>0,0<0<27 
(c) r>0,-m<0<7m 


(b) r<0,0<6<27 
(d) r<0,-mx<0<7. 
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10. 


11. 


12. 


Cálculo 


Em cada parte, use uma calculadora para aproximar as coorde- 
nadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares estão 
dadas. 


(a) (4,3) (c) (l, arc tg 1) 
Em cada parte, decida o que descreve mais precisamente a cur- 
va polar: uma rosácea, uma reta, um círculo, um limaçon, uma 


cardioide, uma espiral, uma lemniscata ou nenhum desses. 
(a) r= 3 cos 0 (b) r= cos 30 


(c) r= 


(b) (2, —5) 


(d) r=3 — cos 0 


cos O 
(e) r= 1 — 3 cos 0 () r =3cos0 
(g) r= (3 cos 0}? (h) r=1+30 


Em cada parte, identifique a curva convertendo a equação po- 
lar para coordenadas retangulares. Suponha que a > 0. 


0 
(a) r = a sec? 3 (b) Pcos20=a? 


(c) r = 4cossec (0 — 5) (d) r= 4 cos 0 + 8 sen 0 


Em cada parte, expresse a equação dada em coordenadas polares. 
(a) x=7 b) 2 +y=9 
(O) +y- 6y=0 (d) 4y =9 


13-17 Esboce a curva em coordenadas polares. E 


13. 


15. 
17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


g= 14. r= 6 cos 0 
6 
r= 3(1 — sen 0) 16. 7? = sen 20 
r=3-— cosô 
(a) Mostre que o valor máximo da coordenada y dos pontos da 


curvar = 1/./0, com 6 no intervalo (0, 77], ocorre quando 
tg 0 = 20. 
(b) Use um recurso computacional para resolver a equação na 
parte (a) com precisão mínima de quatro casas decimais. 
(c) Use o resultado da parte (b) para aproximar o valor máxi- 
mo de y com 0 < 0 < x. 


(a) Determine o máximo e o mínimo da coordenada x dos 
pontos da cardidoide r = 1 — cos 0. 

(b) Determine o mínimo e o máximo da coordenada y dos 
pontos da cardidoide da parte (a). 


Determine a inclinação da reta tangente à curva polar r = 1 + 
sen dem 0 = 7/4. 


Uma curva paramétrica da forma 


x=acotgt+bcost, y=a+bsent (0< t< 2r) 


é chamada de concoide de Nicomede (veja a figura a seguir, 
para o caso O < a < b). 
(a) Descreva como a concoide 


x=cotgt+4cost, y=1+4sent 


é traçada quando ź varia no intervalo O < t < 27r. 

(b) Determine a assíntota horizontal da concoide dada na 
parte (a). 

(c) Quais valores de t fazem com que a concoide da parte (a) 
tenha uma reta tangente horizontal? Uma reta tangente 
vertical? 


(d) Determine a equação polar r = f(0) para a concoide da par- 
te (a) e, então, determine as equações polares para as retas 
tangentes à concoide no polo. 


Figura Ex-21 


22. (a) Determine o comprimento de arco da curva polar r = 1/6 
com 7/4 < 0 < x/2 
(b) O que pode ser dito sobre o comprimento de arco da parte 
da curva que está situada dentro do círculo r = 1? 


23. Determine a área da região englobada pela cardioide de equa- 
ção r = 2 + 2 cos 0. 


24. Encontre a área da região do primeiro quadrante interior à car- 
dioide r = 1 + sen 6. 


25. Determine a área da região que é comum aos círculos r = 1, 
r= 2 cos 0er = 2 sen 0. 


26. Determine a área da região que é interna à cardioide de equa- 
ção r = a(1 + sen 6) e externa ao círculo r = a sen 6. 


27-30 Esboce a parábola e identifique o foco, o vértice e a diretriz. W 
27. y= 6x 28. xX = —9y 

29. +1 =-7a-4) 30. (x -+f =20-1) 

31-34 Esboce a elipse e identifique os focos, os vértices e as extre- 
midades do eixo menor. E 


32. 4x? + 9y? =36 


33. 9x — 1) + 160 — 3} = 144 
34. 3(x + 2? +40 +1} = 12 


35-37 Esboce a hipérbole e identifique os vértices, os focos e as 
assíntotas. E 


2 2 
é pa a 36. 9y? — 42 = 36 
16 4 
mm “A? 
EDP 0-9. 
9 4 


38. Em cada parte, esboce o gráfico da seção cônica com propor- 
ções razoavelmente precisas. 
(a) 2 — 4x + 8y +36=0 
(b) 3x? + 4y? — 30x — 8y +67 = 0 
(c) 42 — 5y? — 8x — 30y — 21 = 0 


39-41 Encontre uma equação para a cônica descrita. E 
39. Uma parábola com vértice (0, 0) e foco (0, —4). 


40. Uma elipse com extremidades do eixo maior em (0, 5) e as 
extremidades do eixo menor em (1, 0). 


41. Uma hipérbole com vértices (0, +3) e assíntotas y = +x. 


42. 


43. 


44. 


Capítulo 10 / Curvas paramétricas e polares; seções cônicas 


Pode-se provar que um cabo suspenso forma um arco para- 

bólico em vez de uma catenária se ele for sujeito a uma força 

distribuída uniformemente para baixo, ao longo do seu compri- 

mento. Por exemplo, supondo que o peso da estrada em uma 

ponte de suspensão seja distribuído uniformemente ao longo 

do cabo de sustentação, então os cabos podem ser modelados 

por parábolas (veja a figura a seguir). 

(a) Supondo um modelo parabólico, determine uma equação 
para o cabo da figura, tomando o eixo y como a vertical e 
a origem no ponto mais baixo do cabo. 

(b) Determine o comprimento do cabo entre os suportes. 


4 
470 pés 
y 


-——— 4.200 pés — 


Figura Ex-42 


Será mostrado mais adiante no livro que se um projétil for lan- 
cado com uma velocidade vo e em um ângulo a com a horizon- 
tal e a uma altura yọ acima do nível do solo, então a trajetória 
resultante, relativa ao sistema de coordenadas na figura a se- 
guir, terá equações paramétricas 


x = (vocosa)t, y = yo + (vo sen g)t — igt? 


onde g é a aceleração devido à gravidade. 
(a) Mostre que a trajetória é uma parábola. 
(b) Determine as coordenadas do vértice. 


y 


Figura Ex-43 


Mickey Mantle é reconhecido como rei “não oficial” dos home 
runs, os longos golpes do beisebol que permitem ao batedor 
completar o circuito das bases. Em 17 de abril de 1953, Mantle 
mandou pelos ares uma bola jogada por Chuck Stobbs, do in- 
feliz time Washigton Senators, para fora do Griffith Stadium, 
passando por cima de uma parede de 50 pés de altura a um 
ponto a 391 pés do centro esquerdo. Supondo que a bola dei- 
xou o bastão a uma altura de 3 pés acima do chão e a um ângu- 
lo de 45°, use as equações paramétricas do Exercício 43 com 
g = 32 pés/s? para encontrar 

(a) a velocidade da bola quando ela deixou o bastão 

(b) a altura máxima da bola 

(c) a distância ao longo do chão a partir da base até onde a 

bola caiu no chão. 


45-47 Aplique uma rotação aos eixos coordenados para remover o 
termo em xy e, então, identifique a cônica. E 


45. 
46. 
47. 
48. 


49. 
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2+y-3wy-3=0 
7x2 +2/3xy +59? —-4=0 
445x? +4/5xy + V5y? + 5x — 10y = 0 


Aplique uma rotação aos eixos coordenados para mostrar que o 
gráfico de 


17x? — 312xy + 108y? + 1080x — 1440y + 4500 = 0 


é uma hipérbole. Em seguida, encontre seus vértices, focos e 
assíntotas. 


Em cada parte: (i) identifique o gráfico polar como uma pa- 
rábola, uma elipse ou uma hipérbole; (ii) indique se a diretriz 
está acima, abaixo, à esquerda ou à direita do polo; e (iii) deter- 
mine a distância do polo à diretriz. 


1 
TE ————mseas. b RS Á 

(a) r 3 +cos0 or 1-3cos6 
— a d an o ne 

© r= Sao) Un Re 


50-51 Determine uma equação nas coordenadas xy para a seção cô- 
nica que satisfaça as condições dadas. M 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


(a) Elipse com excentricidade e = 2 e extremos do eixo me- 


nor nos pontos (0, +3). 7 

(b) Parábola com vértice na origem, foco sobre o eixo y e dire- 
triz passando no ponto (7, 4). 

(c) Hipérbole que tem os mesmos focos que a elipse 
3x? + 16y? = 48 e assíntotas y = +2x/3. 


(a) Elipse com centro (—3, 2), vértice (2, 2) e excentricidade 
4 
e= 5º 
(b) Parábola com foco (—2, —2) e vértice (—2, 0). 
(c) Hipérbole com vértice (—1, 7) e assíntotas 


y—5=+8(x+ 1). 


Use as equações paramétricas x = a cos t, y = b sen t para mos- 
trar que a circunferência C de uma elipse com semieixo maior 
a e excentricidade e é 


x/2 
C=4a f V1 — e? sen? u du 
0 


Use a regra de Simpson ou a capacidade de integração nu- 
mérica de um recurso gráfico para aproximar a circunferên- 
cia da elipse 4x? + 9y? = 36 a partir da integral obtida no 
Exercício 52. 


(a) Calcule a excentricidade da órbita terrestre, dado que a ra- 
zão da distância entre o centro da Terra e o centro do Sol 
no periélio pela distância entre os centros no afélio é de a 

(b) Determine a distância entre o centro da Terra e o centro do 
Sol no periélio, dado que o valor médio das distâncias do 
periélio e do afélio é de 93 milhões de milhas. 

(c) Use o resultado do Exercício 52 e a regra de Simpson ou 
a capacidade de integração numérica de um recurso com- 
putacional gráfico para aproximar a distância que a Terra 
viaja em um ano (uma revolução em torno do Sol). 
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CAPÍTULO 10 ESTABELECENDO CONEXÕES [t] CAS 


[e] 


Cálculo 


1. Lembre-se que na Seção 5.10 no Volume 1, as funções seno e 


cosseno de Fresnel foram definidas como sendo 


X 2 x 2 
S) =| sen (5) dt e Cœ) =|| cos (5) dt 
0 2 r 5 


A seguinte curva paramétrica, que é usada para estudar as am- 
plitudes de ondas de luz na Óptica, é chamada de clotoide ou 
espiral de Cornu, em homenagem ao cientista francês Marie 
Alfred Cornu (1841-1902): 


t 2 
rC ! cos (=) du 
0 2 
t Tu? 
Tens I sen =, du 
0 2 


(a) Use um CAS para fazer o gráfico da espiral de Cornu. 

(b) Descreva o comportamento da espiral quando t—> +% e 
quando t—> —oo. 

(c) Determine o comprimento de arco da espiral com —1 <t < 1. 


(—œ < t < +œ) 


. (a) A figura a seguir mostra uma elipse com semieixo maior a 


e semieixo menor b. Expresse as coordenadas dos pontos 
P, Q e R em termos de t. 

(b) Qual é a diferença entre a interpretação geométrica do pa- 
râmetro ź do círculo 


FE CER p= os 
e da elipse 


= Cs p=lbsond 


Ay 


Figura Ex-2 


3. A figura a seguir mostra o método de Kepler para construir 


uma parábola. Um pedaço de barbante do tamanho da aresta 
esquerda do triângulo usado para o desenho é fixado ao vérti- 
ce Q do triângulo, enquanto que o outro extremo é fixado em 
F. Um lápis estica o barbante em direção à base do triângulo, 


Q EXPANDINDO O HORIZONTE DO CÁLCULO 


enquanto que o lado oposto a Q desliza ao longo da reta L 
horizontal abaixo de F. Mostre que o lápis traça um arco de 
parábola com foco F e diretriz L. 


Figura Ex-3 


4. A figura a seguir mostra um método para construir uma hipér- 


bole. Um canto de uma régua é fixado a um ponto F; e a régua 
está livre para girar em torno daquele ponto. Um pedaço de 
barbante cujo tamanho é menor do que o da régua é fixado ao 
ponto F% e ao canto livre Q da régua do mesmo lado que F}. 
Um lápis mantém o barbante preso ao lado superior da régua, 
enquanto a régua gira em torno do ponto F1. Mostre que o lá- 
pis traça um arco de hipérbole com os focos F e F2. 


Don 


Figura Ex-4 


. Considere uma elipse de semieixo maior a e semieixo menor 


b, e considere c = a? — b2. 

(a) Mostre que o elipsoide que resulta quando E for girado em 
torno de seu eixo maior tem volume V = trab? e área de 
superfície 


b 
D= 2xab ( 


a @ 
+ — arc sen 
O E a 
(b) Mostre que o elipsoide que resulta quando E for girado em 
torno de seu eixo menor tem volume V = ina2b e área de 
superfície 


5 =2mab ( + — ln 


a b a+c 
br E b 


Para aprender como as coordenadas polares e as seções cônicas podem ser usadas para 
analisar a possibilidade de uma colisão entre um cometa e a Terra, confira o módulo 
intitulado Colisão com Cometa em 


www.grupoa.com.br 


Craig Aurness/O Corbis Images 


Para descrever completamente 

o movimento de um barco, 
precisamos especificar sua 
velocidade e a direção e o sentido 
do movimento em cada instante. 
Juntos, a velocidade, a direção e o 
sentido do movimento descrevem 
uma quantidade “vetorial”. Neste 
capítulo, estudaremos vetores. 


ESPAÇO 
TRIDIMENSIONAL; 
VETORES 


Neste capítulo, discutiremos sistemas de coordenadas retangulares em três dimensões e 
estudaremos a Geometria Analítica de retas, planos e outras superfícies básicas. O segundo tema 
deste capítulo é o estudo de vetores, os objetos matemáticos que os físicos e engenheiros usam 
para estudar forças, deslocamentos e velocidades de objetos que se movem ao longo de caminhos 
curvilíneos. Mais geralmente, os vetores são usados para representar quaisquer entidades físicas 
que, para sua descrição completa, envolvam tanto uma magnitude quanto uma direção e sentido. 
Introduziremos várias operações algébricas sobre vetores e aplicaremos essas operações em 
problemas que envolvam força, trabalho e tendências rotacionais em duas e três dimensões. 
Finalmente, discutiremos sistemas de coordenadas cilíndricas e esféricas, que são apropriados 
para problemas que envolvam vários tipos de simetrias e também têm aplicações específicas em 
navegação e na Mecânica Celeste. 


11.1 COORDENADAS RETANGULARES NO ESPAÇO; 
ESFERAS; SUPERFICIES CILINDRICAS 


x 


Figura 11.1.1 


Nesta seção, discutiremos sistemas de coordenadas no espaço tridimensional e alguns fatos 
básicos a respeito de superfícies em três dimensões. 


E SISTEMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 


Assim como os pontos do espaço bidimensional podem ser colocados em correspondência 
bijetora com os pares de números reais usando duas retas coordenadas perpendiculares, tam- 
bém os pontos do espaço tridimensional podem ser colocados em correspondência bijetora 
com os ternos de números reais usando três retas coordenadas perpendiculares, denominados 
eixo x, eixo y e eixo z, posicionados de tal forma que suas origens coincidam (Figura 11.1.1). 
Os três eixos coordenados formam um sistema de coordenadas retangulares (ou sistema de 
coordenadas cartesianas). O ponto de interseção dos eixos coordenados é denominado ori- 
gem do sistema de coordenadas. 

Os sistemas de coordenadas retangulares no espaço tridimensional se dividem em duas 
categorias: os sistemas com a regra da mão esquerda e os com a regra da mão direita. Um 
sistema com a regra da mão direita tem a seguinte propriedade: quando os dedos da mão di- 
reita são fechados de tal modo que se curvam do eixo x positivo em direção ao eixo y positivo, 
então o polegar aponta (mais ou menos) na direção do eixo z positivo (Figura 11.1.2). Isso 
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/ Regra da x Regra da 
x mão direita Y mão esquerda 


Figura 11.1.2 


plano xy 


plano xz 


Figura 11.1.3 


funciona de maneira análoga para um sistema com a regra da mão esquerda (Figura 11.1.2). 
Neste livro, somente utilizaremos sistemas com a regra da mão direita. 

Os eixos coordenados, tomados aos pares, determinam três planos coordenados: o pla- 
no xy, o plano xz e o plano yz (Figura 11.1.3). A cada ponto P do espaço, podemos associar 
um terno de números reais, passando três planos pelo ponto P paralelos aos planos coorde- 
nados e tomando a, b e c como as coordenadas da interseção desses planos com os eixos x, y 
e z, respectivamente (Figura 11.1.4). Dizemos que a, b e c são as coordenadas x, y e z de P, 
respectivamente, e denotamos o ponto P por (a, b, c) ou por P(a, b, c). A Figura 11.1.5 mostra 
os pontos (4,5, 6) e (—3, 2, —4). 


x 


Figura 11.1.4 Figura 11.1.5 


Assim como os eixos coordenados em um sistema de coordenadas bidimensional divi- 
dem o espaço bidimensional em quatro quadrantes, igualmente os planos coordenados em um 
sistema de coordenadas tridimensional dividem o espaço tridimensional em oito partes, cha- 
madas de octantes. O conjunto de pontos com as três coordenadas positivas forma o primeiro 
octante; os octantes restantes não têm uma enumeração padrão. 

O leitor deveria ser capaz de visualizar os seguintes fatos sobre sistemas de coordena- 
das retangulares tridimensionais: 


REGIÃO DESCRIÇÃO 

plano xy Consiste em todos os pontos da forma (x, y, 0) 
plano xz Consiste em todos os pontos da forma (x, 0, z) 
plano yz Consiste em todos os pontos da forma (0, y, z) 
eixo x Consiste em todos os pontos da forma (x, 0, 0) 
eixo y Consiste em todos os pontos da forma (0, y, 0) 
eixo z Consiste em todos os pontos da forma (0, 0, z) 


E DISTÂNCIA NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL; ESFERAS 
Lembre que a distância d entre dois pontos Pi(x,, y1) e P2(x2, y2) no espaço bidimensional é 
dada por 


d = J@n = x1} + 02 — y1)? (1) 


A fórmula da distância no espaço tridimensional tem o mesmo formato, mas com um ter- 
ceiro termo para acomodar a dimensão adicional. (Veremos que isso ocorre com frequência 
na passagem do espaço bi para o tridimensional.) A distância entre os pontos Pi(x1, y1, Z1) € 
Px, y2, 22) É 


d = y (%2 — x1)? + Q2 — y1)? + Z2 — z1)? (2) 


Deixamos a prova de (2) como um exercício (Exercício 7). 


O conjunto dos pontos (x, y) cujas co- 
ordenadas satisfazem alguma equa- 
ção em x e y em um sistema de coor- 
denadas xy é denominado o gráfico 
da equação. Analogamente, o con- 
junto dos pontos (x, y, z) cujas coor- 
denadas satisfazem alguma equação 
em x, y e z em um sistema de coor- 
denadas xyz é denominado o gráfico 
dessa equação. 
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> Exemplo 1 Encontre a distância d entre os pontos (2,3, —1) e (4, —1, 3). 


Solução Da Fórmula (2), 


d=V(4-22+(1-32+6+12=436=6 4 


Lembre que a equação padrão do círculo no espaço bidimensional centrado em (xo, Yo) 
e de raio r é 


(x = x0) + yo) =r? (3) 


Isso segue da fórmula da distância (1) e do fato de que esse círculo consiste em todos os pon- 
tos do espaço bidimensional cuja distância a (xo, yo) é igual a r. Analogamente, a equação 
padrão da esfera no espaço tridimensional centrada em (xo, Yo, Zo) e de raio r é 


(x = x0)? + O = yo)? + (z zo) =r? (4) 


Isso segue da Fórmula (2) e do fato de que essa esfera consiste em todos os pontos do espaço 
tridimensional cuja distância a (xo, Yo, Zo) é igual a r. Observe que (4) tem o mesmo formato 
que a equação padrão do círculo no espaço bidimensional, mas com um terceiro termo para 
acomodar a dimensão adicional. Alguns exemplos de equações padrão da esfera são dados na 
tabela seguinte. 


EQUAÇÃO GRÁFICO 


(«-32+(y-22+(2-12=9 Esfera com centro (3, 2, 1) e raio 3 
(+12 +y? +(z+4P=5 Esfera com centro (—1, 0, —4) e raio V5 


x+y +z =l Esfera com centro (0, 0, 0) e raio 1 


Se os termos em (4) forem elevados ao quadrado e reagrupados, então a equação resul- 
tante terá a forma 


L +y +z + Gx+Hy+iz+J=0 (5) 


O exemplo seguinte mostra como o centro e o raio de uma esfera que está expressa nessa for- 
ma podem ser obtidos completando os quadrados. 


> Exemplo 2 Determine o centro e o raio da esfera 


X+y)+2-2x-4y4872+17=0 


Solução Podemos colocar a equação na forma (4) completando os quadrados: 


(x? — 2x) + 9? — 4y) + Z? + 8z) = —17 
(x? — 2x + 1) + O? — 4y +4) + z? + 8z +16) = —17 +21 
«—-12+(y-2D2+(2+49)2=4 


que é a equação da esfera com centro (1,2, —4) e raio 2. «4 


Em geral, completando os quadrados em (5), obtemos uma equação da forma 
@ — xo)? + O — yo)? + E- zo) = k 


Se k > 0, então o gráfico dessa equação é uma esfera com centro (xo, Yo, Zo) e raio vk. Se 
k = 0, então a esfera tem raio zero e, portanto, o gráfico é o único ponto (xo, Yo, Zo). Se k < 0, a 
equação não é satisfeita por quaisquer valores de x, y e z (por quê?), logo não há gráfico. 
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(x, y, z) 


xX 


Figura 11.1.6 


Espaço 
bidimensional 


ys 


Espaço 
tridimensional 


x 


Figura 11.1.7 


Em um sistema de coordenadas xy, o 
gráfico da equação x = 1 é uma reta 
paralela ao eixo y. O que é o gráfico 
dessa equação em um sistema de co- 


ordenadas xyz? 


Figura 11.1.8 


11.1.1 TEOREMA Uma equação da forma 


2+y+2+G+Hy+I+J=0 


representa uma esfera, um ponto ou não possui gráfico. 


E SUPERFÍCIES CILÍNDRICAS 


Embora seja natural fazer gráficos de equações com duas variáveis no espaço bidimensional 
e de equações com três variáveis no espaço tridimensional, é possível também fazer gráficos 
de equações com duas variáveis no espaço tridimensional. Por exemplo, o gráfico da equação 
y = x° em um sistema coordenado xy é uma parábola; contudo, nada nos impede de indagar 
sobre o seu gráfico em um sistema de coordenadas xyz. Para obter esse gráfico, precisamos 
observar somente que a equação y = x? não impõe qualquer restrição sobre z. Assim, se 
encontrarmos valores x e y que satisfizerem essa equação, então os pontos de coordenadas 
(x, y, z) satisfarão também a equação para valores arbitrários de z. Geometricamente, o 
ponto (x, y, z) situa-se na reta vertical pelo ponto (x, y, 0) no plano xy, o que significa que 
podemos obter o gráfico de y = x? em um sistema de coordenadas xyz fazendo, primeiro, o 
gráfico da equação no plano xy e, então, translandando esse gráfico paralelamente ao eixo 
z para obter o gráfico inteiro (Figura 11.1.6). 

O processo de gerar uma superfície transladando uma curva plana paralelamente a algu- 
ma reta é chamado de extrusão, e as superfícies que são geradas por extrusão são chamadas 
de superfícies cilíndricas. Um exemplo familiar é a superfície de um cilindro circular reto, a 
qual pode ser gerada transladando um círculo paralelamente ao eixo do cilindro. O teorema 
seguinte fornece informações básicas sobre como fazer gráficos de equações com duas variá- 
veis no espaço tridimensional. 


11.1.2 TEOREMA Uma equação que contém apenas duas das variáves x, y e z repre- 
senta uma superfície cilíndrica em um sistema de coordenadas xyz. A superfície pode ser 


obtida fazendo-se o gráfico da equação no plano coordenado das duas variáveis que apa- 
recem na equação e, então, transladando esse gráfico paralelamente ao eixo da variável 
que não aparece na equação. 


> Exemplo 3 Esboce o gráfico de x? + z? = 1 no espaço tridimensional. 


Solução Uma vez que y não aparece nessa equação, o gráfico é uma superfície cilíndrica 
gerada por extrusão paralelamente ao eixo y. No plano xz, o gráfico da equação x? + 22 = 1 é 
um círculo. Assim, no espaço tridimensional o gráfico é um cilindro circular reto ao longo do 
eixo y (Figura 11.1.7). < 


> Exemplo 4 Esboce o gráfico de z = sen y no espaço tridimensional. 


Solução (Ver Figura 11.1.8) < 


N 


z= sen y 


y= 
y= 


Espaço bidimensional Espaço tridimensional 


Wf EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.1 


1. A distância entre os pontos (1, —2,0) e (4,0,5) é 


2. O gráfico de (x — 32 + (y — 2} + (z+ 1} =16é 
de raio centrada em 


3. A menor distância do ponto (4, 0, 5) à esfera de equação 


&-1}+0+2}+z2=36é 


EXERCÍCIOS 11.1 Recurso Gráfico 


1. Em cada parte, encontre as coordenadas dos oitos cantos da 


caixa. 


a] 


(b) á 


(a) 


2. Um cubo de lado 4 tem seu centro geométrico na origem e suas 
faces paralelas aos planos coordenados. Esboce o cubo e dê as 


coordenadas dos cantos. 


4. 
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(Ver página 773 para respostas.) 


Seja S o gráfico de x? + z? + 6z = 16 no espaço tridimensional. 
(a) A interseção de S com o plano xz é um círculo de centro 
e raio 


(b) A interseção de S com o plano xy é o par de retas 
x= exz= 


(c) A interseção de S com o plano yz é o par de retas 
z= ez= 


7. (a) Considere uma caixa com lados de comprimento a, b e 
c. Use o Teorema de Pitágoras para mostrar que a diago- 
nal dessa caixa tem comprimento d = ya? + b? + c2. 
[Sugestão: Use o Teorema de Pitágoras para encontrar 
o comprimento de uma diagonal da base e, novamente, 
para encontrar o comprimento de uma diagonal da caixa.] 

(b) Use o resultado da parte (a) para deduzir a Fórmula (2). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


3. Suponha que uma caixa tenha suas faces paralelas aos pla- 
nos coordenados e os pontos (4, 2, —2) e (—6, 1, 1) sejam 
extremos de uma diagonal. Esboce a caixa e dê as coorde- 
nadas dos seis cantos restantes. 


4. Suponha que uma caixa tenha suas faces paralelas aos pla- 
nos coordenados e os pontos (x1, Y1, Z1) € (X2, Y2, Z2) sejam 
extremos de uma diagonal. 

(a) Determine as coordenadas dos seis cantos restantes. 
(b) Mostre que o ponto médio do segmento de reta unindo 
(x1, 1, Z1) e (x2, y2 22) É 


(iœ + 22), 501 + 22), 41 +22) 


5. Interprete o gráfico de x = 1 nos contextos 
(a) da reta numérica (b) do espaço bidimensional 
(c) do espaço tridimensional. 


6. Considere os pontos P(3, 1,0) e O(1,4, 4). 

(a) Esboce o triângulo de vértices P, Q e (1, 4,0). Sem cal- 
cular distâncias, explique por que esse triângulo é re- 
tângulo e, então, aplique o Teorema de Pitágoras duas 
vezes para encontrar a distância de P a Q. 

(b) Repita a parte (a) usando os pontos P, Q e (3, 4, 0). 

(c) Repita a parte (a) usando os pontos P, Q e (1, 1,4). 


8. (a) Faça uma conjectura sobre o conjunto dos pontos do es- 
paço tridimensional que são equidistantes da origem e do 
ponto (1, 0, 0). 
(b) Confirme sua conjectura na parte (a) usando a fórmula da 
distância (2). 
9. Determine o centro e o raio da esfera que tem (1, —2, 4) e 
(3, 4, —12) como extremos de um diâmetro. [Ver Exercício 4.] 
10. Mostre que (4, 5, 2), (1, 7,3) e (2, 4, 5) são vértices de um tri- 
ângulo equilátero. 
11. (a) Mostre que (2, 1, 6), (4, 7,9) e (8, 5, —6) são vértices de 
um triângulo retângulo. 
(b) Que vértice está no ângulo reto? 
(c) Determine a área do triângulo. 
12. Determine a distância do ponto (—5, 2, —3) ao 
(a) plano xy (b) plano xz (c) plano yz 
(d) eixo x (e) eixo y (f) eixo z 
13. Em cada parte, determine a equação padrão da esfera que satis- 
faça as condições dadas. 
(a) Centro (7,1, 1); raio = 4. 
(b) Centro (1,0, —1); diâmetro = 8. 
(c) Centro (—1,3, 2) e passa pela origem. 
(d) Um diâmetro cujos extremos sejam (— 1, 2, 1) e (0,2, 3). 
14. Determine as equações de duas esferas que estejam centradas na 
origem e sejam tangentes à esfera de raio 1 centrado em (3, —2, 4). 
15. Em cada parte, determine uma equação da esfera com centro 
(2, —1, —3) e que satisfaça a condição dada 
(a) Tangente ao plano xy. 
(b) Tangente ao plano xz. 
(c) Tangente ao plano yz. 
16. (a) Determine uma equação da esfera inscrita no cubo centra- 


do no ponto (—2, 1, 3) e de lados de comprimento 1 para- 
lelos aos planos coordenados. 
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17. 


18. 


Cálculo 


(b) Determine uma equação da esfera que está circunscrita ao 
cubo da parte (a). 

(c) Encontre uma equação da esfera inscrita no cubo determi- 
nado pelos planos x = 6, x = 2, y = 5, y = 9,z = Q0 e z = 4. 

(d) Encontre uma equação da esfera circunscrita ao cubo da 
parte (c). 


Uma esfera está centrada em um ponto do primeiro octante e é 
tangente a cada um dos três planos coordenados. Mostre que o 
centro dessa esfera é um ponto da forma (r, r, r), onde r é o raio 
da esfera. 


Uma esfera está centrada em um ponto do primeiro octante e é 
tangente a cada um dos três planos coordenados. A distância da 
origem à esfera é de 3 — «/3 unidades. Encontre uma equação 
dessa esfera. 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


19. 


20. 


21. 


22. 


Por definição, uma “superfície cilíndrica” é um cilindro circu- 
lar reto cujo eixo é paralelo a alguns dos eixos coordenados. 


O gráfico de x? + y? = 1 no espaço tridimensional é um círculo 
de raio 1 centrado na origem. 


Se um ponto pertencer a ambos os planos, xy e xz, então o pon- 
to estará no eixo x. 


Uma esfera de centro P(xo, yo, zo) e raio r consiste em todos os 
pontos (x, y, z) que satisfazem a desigualdade 


E= w + O- y HE m)<r 


23-28 Descreva a superfície cuja equação é dada. E 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


xX +y +Z +10 + 4y +2- 19=0 

2+y24+72-y=0 

22 + 2y? +22 —-2x—-3y4+572-2=0 
P+ys+2+2x-2y+22+43=0 

X +y +Z 3x + 4y- 8z+25=0 
X+y4+272-2x-6y-8241=0 

Em cada parte, esboce a parte da superfície que está situada no 


primeiro octante. 


(a) y=x (b) y=z (co) x=z 


Em cada parte, esboce o gráfico da equação no espaço tridi- 
mensional. 


(a) x=1 (b) y=1 


Em cada parte, esboce o gráfico da equação no espaço tridi- 
mensional. 
(a) 2 +y =25 


(co) z=1 


(b) y +2=25 (c) x+ 2=95 


Em cada parte, esboce o gráfico da equação no espaço tridi- 
mensional. 


(a) x=7? (b) z=% O yr 


Em cada parte, escreva uma equação da superfície. 

(a) O plano que contém o eixo x e o ponto (0, 1, 2). 

(b) O plano que contém o eixo y e o ponto (1, 0, 2). 

(c) O cilindro circular reto que tem raio 1 e está centrado so- 
bre a reta paralela ao eixo z que passa no ponto (1, 1, 0). 


34. 


(d) O cilindro circular reto que tem raio 1 e está centrado so- 
bre a reta paralela ao eixo y que passa no ponto (1, 0, 1). 


Determine as equações dos seguintes cilindros circulares retos. 
Cada cilindro tem raio a e é tangente a dois planos coordenados. 


(a) i (b) t (e) 4º 
ex | 
o (Oda, 
ela0,0) y | 5 O a 
z > ) > — do 


(a, a, 0) A 


35-44 Esboce a superfície no espaço tridimensional. E 


35. 
37. 
39. 
41. 
43. 
45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


y=senx 36. y= æ 
z=1-y 38. z=cosx 
2x+2=3 40. 2x +3y=6 
4x +92 — 36 42. z= s3 =x 
y — 4? =4 44. yz=1 


Use um recurso gráfico para gerar a curva y = x°/(1 + x°) no 
plano xy e, então, use o gráfico para ajudar a esboçar a superfí- 
cie z = y*/(1 + y?) no espaço tridimensional. 


Use um recurso gráfico para gerar a curva y = x/(1 + x?) no 
plano xy e, então, use o gráfico para ajudar a esboçar a superfí- 
cie z = y / (1 + ył) no espaço tridimensional. 


Se um besouro andar sobre a esfera 
L +y + +2x-2y-4&z-3=0 
quão perto e quão afastado poderá ficar da origem? 


Descreva o conjunto de todos os pontos do espaço tridi- 
mensional cujas coordenadas satisfaçam a desigualdade 
xX +y +z — 2x+ 8z 8. 


Descreva o conjunto de todos os pontos no espaço tridi- 
mensional cujas coordenadas satisfaçam a desigualdade 
y ++ 6y- 4z>3. 


A distância entre um ponto P(x, y, z) e o ponto A(1, —2, 0) é 
duas vezes a distância entre P e o ponto B(0, 1, 1). Mostre que 
o conjunto de todos esses pontos constitui uma esfera e deter- 
mine o centro e o raio da esfera. 


Conforme mostrado na figura a seguir, uma bola de boliche de 
raio R é colocada dentro de uma caixa grande o suficiente para 
contê-la exatamente; para ser transportada, a bola é calçada em 
cada canto da caixa por esferas de isopor. Encontre o raio da 
maior esfera de isopor que pode ser usada. [Sugestão: Tome a 
origem de um sistema cartesiano de coordenadas em um canto 
da caixa com eixos coordenados ao longo das arestas.) 


Figura Ex-51 
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52. Considere a equação 54. Em cada parte, use a ideia do Exercício 53(a) para deduzir uma 
fórmula da superfície de revolução dada. 


21421452 = 
xX ty tz +Gx+tHy+iz+J=0 (a) A superfície gerada fazendo girar a curva x = f(y) no pla- 


e seja K = @ + H +P- AJ. no xy em torno do eixo y. 

(a) Prove que a equação representa uma esfera se K > 0, um (b) A superfície gerada fazendo girar a curva y = f(z) no pla- 
ponto se K = 0 e não tem gráfico se K < 0. no yz em torno do eixo z. 

(b) No caso em que K > 0, determine o centro e o raio da esfera. (c) A superfície gerada fazendo girar a curva z = f(x) no pla- 


i Es - no xz em torno do eixo x. 
53. (a) A figura em anexo mostra uma superfície de revolução que 


foi gerada fazendo girar a curva y = f(x) no plano xy em 55. Mostre que, com quaisquer valores de 6 e $, o ponto 
torno do eixo x. Mostre que a equação dessa superfície é 
y +7 = FOP. [Sugestão: Cada ponto sobre a curva tra- 
ça um círculo quando é girado em torno do eixo x.] situa-se sobre a esfera x? + y? +2=a 
(b) Determine uma equação da superfície de revolução que é i 
gerada fazendo girar a curva y = e" no plano xy em torno 


(a sen ¢ġ cos 0, a sen ġ sen 0, a cos |) 


56. Texto Explique como pode ser determinado que um conjunto 
de pontos do espaço tridimensional seja o gráfico de alguma 


do eixo x. 
(c) Mostre que o elipsoide 3x? + 4y? + 4z? = 16 é uma super- equação que envolve no máximo duas das três variáveis x, y e z. 
fície de revolução em torno do eixo x determinando uma 57. Texto Discuta o que ocorre geometricamente quando equa- 


curva y = f(x) no plano xy que gere a superfície. ções em x, y e z são substituídas por desigualdades. Por exem- 
plo, compare o gráfico de x? + y? + z = 1 com o conjunto de 
pontos que satisfazem a desigualdade x? + y? + 2° < 1. 


Figura Ex-53 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.1 


1. 38 2. uma esfera: 4; (3,2,—1) 3. 38 — 6 4. (a) (0,0, —3); 5 (b)4; —4 (0)2; —8 


11.2 VETORES 


Muitas grandezas físicas, como a área, o comprimento, a massa e a temperatura, são descritas 
inteiramente sendo dada a magnitude da grandeza. Essas grandezas são denominadas 
“escalares”. Outras grandezas físicas, denominadas “vetores”, não estão determinadas 
inteiramente enquanto não sejam especificados não só a magnitude mas também a direção 
e o sentido. Por exemplo, os ventos são, geralmente, descritos por sua velocidade, direção 
e sentido, digamos, um vento de 70 km/h do Nordeste. Juntos, a velocidade, a direção e o 
sentido do vento formam uma quantidade chamada simplesmente de velocidade do vento. 
Outros exemplos de vetores são a força e o deslocamento. Nesta seção, desenvolveremos as 
propriedades matemáticas básicas dos vetores. 


E VETORES NA FÍSICA E ENGENHARIA 


Uma partícula que se move ao longo de uma reta pode mover-se apenas em dois sentidos, por- 
tanto o sentido do movimento pode ser descrito tomando um dos sentidos como sendo positivo 
e o outro como sendo negativo. Desse modo, o deslocamento ou a variação da posição de um 
ponto pode ser descrito por um número real com sinal. Por exemplo, um deslocamento de 3 
(= +3) descreve uma variação da posição de 3 unidades no sentido positivo, enquanto que um 
deslocamento de —3 descreve uma variação da posição de 3 unidades no sentido negativo. En- 
tretanto, para uma partícula que se move no espaço bi ou tridimensional, um sinal de mais ou 
menos não é suficiente para especificar a direção e o sentido do movimento, sendo necessários 
outros métodos. Um método é utilizar uma seta, denominada vetor, que aponte na direção e 
sentido do movimento e cujo comprimento represente a distância do ponto inicial até o ponto 
final da seta; esse vetor é denominado vetor deslocamento do movimento. Por exemplo, a Fi- 
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A 


Um vetor deslocamento 


(a) 


Um vetor força agindo 
sobre um bloco 


(b) 


Dois vetores velocidade que 
afetam o movimento de um barco 


(c) 
Figura 11.2.1 


PP g 


Figura 11.2.2 


b) 


Figura 11.2.3 


gura 11.2.1a mostra o vetor deslocamento de uma partícula que se move do ponto A ao ponto 
B ao longo de um caminho curvilíneo. Note que o comprimento da seta descreve a distância 
entre os pontos inicial e final, e não a verdadeira distância percorrida pela partícula. 

As setas não se limitam apenas a descrever deslocamentos, podendo ser usadas para 
descrever quaisquer grandezas físicas que envolvam tanto magnitude quanto direção e sen- 
tido. Dois exemplos importantes são forças e velocidades. Por exemplo, a seta da Figura 
11.2.1b mostra um vetor força de 10 kgf agindo numa certa direção e sentido sobre um bloco, 
e as setas da Figura 11.2.1c mostram os vetores velocidade de um barco cujo motor o impul- 
siona a 2 km/h paralelamente ao litoral e o vento que age num ângulo de 45° com o litoral. A 
intuição sugere que os dois vetores velocidade serão combinados para formar alguma velo- 
cidade líquida para o barco a um certo ângulo com o litoral. Assim, nosso primeiro objetivo 
nesta seção será definir matematicamente as operações com vetores que possam ser usadas na 
determinação do efeito combinado de vetores. 


E VETORES DO PONTO DE VISTA GEOMÉTRICO 
No espaço bi e tridimensional, os vetores podem ser representados geometricamente por se- 
tas: a direção e sentido da seta especificam a direção e sentido do vetor, e o comprimento da 
seta descreve a magnitude do vetor. A cauda da seta indica o ponto inicial do vetor e a ponta 
da seta indica o ponto final do vetor. Denotaremos os vetores com letras minúsculas em ne- 
grito, como a, k, v, w e x. Quando discutirmos vetores, estaremos nos referindo aos números 
reais como escalares. Os escalares serão denotados por letras minúsculas em itálico, como a, 
k, v, w e x. Dois vetores v e w são considerados iguais (ou então, equivalentes) se tiverem o 
mesmo comprimento, a mesma direção e o mesmo sentido, caso em que escrevemos V = W. 
Geometricamente, dois vetores são iguais se forem translações um do outro; assim, os três 
vetores da Figura 11.2.2a são iguais, mesmo que estejam em posições diferentes. 

Como os vetores não são afetados por translação, o ponto inicial de um vetor v pode 
ser movido para qualquer ponto conveniente A através de uma translação apropriada. Se o 
ponto inicial de v for A e o ponto final for B, então escreveremos v = AB quando quisermos 
enfatizar esses pontos inicial e final (Figura 11.2.2b). Se os pontos inicial e final de um vetor 
coincidirem, o vetor terá comprimento nulo; esse vetor é denominado vetor nulo ou vetor 
zero e denotado por 0. Ao vetor zero não estão associados quaisquer direção e sentido, motivo 
pelo qual podemos convencionar que, dependendo do problema, o vetor nulo tem a direção e 
o sentido que for mais conveniente. 

Há varias operações algébricas que são efetuadas com vetores, todas originadas na Físi- 
ca. Começaremos com a adição de vetores. 


11.2.1 DEFINIÇÃO Sev ew forem vetores, então a soma v + w é o vetor do ponto ini- 


cial de v ao ponto final de w quando os vetores estiverem posicionados de tal forma que o 
ponto inicial de w é o ponto final de v (Figura 11.2.3a). 


Na Figura 11.2.3b, construímos duas somas, v + w (flecha mais escura) e w + v (flecha 
mais clara). É evidente que 


V+tW=>W+vV 


e que a soma coincide com a diagonal do paralelogramo determinado por v e w, quando esses 
vetores estiverem posicionados de tal forma que tenham o mesmo ponto inicial. 
Como os pontos inicial e final de O coincidem, segue que 


0O+v=v+0=v 


11.2.2 DEFINIÇÃO Sev for um vetor não nulo e k for um número real não nulo (um es- 
calar), então o múltiplo escalar kv é definido como sendo o vetor cujo comprimento é |k] 


vezes o comprimento de v, cuja direção é a mesma de v e cujo sentido é o mesmo de v se 
k > 0 e o oposto a v se k < 0. Definimos kv = 0 se k = 0 ou v = 0. 


Figura 11.2.4 


(vi, v2) 


y= 


(vi v2, v3) 


x 


Figura 11.2.7 


Repare na diferença de notação entre 
um ponto (v1, v2) e um vetor (v1, v2). 


Capítulo 11 / Espaço tridimensional; vetores 775 


A Figura 11.2.4 mostra a relação geométrica entre um vetor v e vários múltiplos esca- 
lares dele. Observe que se k e v forem não nulos, então os vetores v e kv situam-se na mesma 
reta se seus pontos iniciais coincidirem e, caso contrário, em retas paralelas ou coincidentes. 
Assim, dizemos que v e ky são vetores paralelos. Observe, também, que o vetor (—1)v tem o 
mesmo comprimento de v, porém com sentido oposto. Dizemos que (—1)v é o negativo de v, 
que denotamos por —v (Figura 11.2.5). Em particular, —0 = (—1)0 = 0. 

A subtração de vetores é definida em termos da adição e da multiplicação escalar por 


v—w=v+H(—w) 


A diferença v — w pode ser obtida geometricamente, construindo primeiro o vetor —w e, 
então, somando v e —w, pelo método do paralelogramo (Figura 11.2.6a). Contudo, se v e w 
forem posicionados de tal forma que os pontos iniciais coincidam, então v — w pode ser for- 
mado mais diretamente, como mostra a Figura 11.2.6b, traçando o vetor do ponto final de w 
(segundo termo) até o ponto final de v (o primeiro termo). No caso especial em que v = wW, os 
pontos finais dos vetores coincidem, logo a sua diferença é 0; isto é, 


var(=-m=v=v=l 


Figura 11.2.5 Figura 11.2.6 


E VETORES EM SISTEMAS DE COORDENADAS 

Os problemas envolvendo vetores são, frequentemente, melhor resolvidos introduzindo um 
sistema de coordenadas retangulares. Se um vetor v está posicionado com seu ponto inicial na 
origem de um sistema de coordenadas retangulares, então seu ponto final terá as coordenadas 
da forma (v1, v2) ou (v1, v2, v3), dependendo se estiver no espaço bidimensional ou no espaço 
tridimensional (Figura 11.2.7). Chamaremos essas coordenadas de componentes de v e escre- 
vemos v em termos de componentes usando uma notação especial como 


v = (v1, v2) ou V= (v1, v2, v3) 


Espaço bidimensional Espaço tridimensional 


Em particular, os vetores zero nos espaços bi e tridimensional são 
0= (0,0) e (0= 0,0,0) 


respectivamente. 

Os componentes fornecem uma maneira simples de identificar vetores equivalentes. 
Por exemplo, considere os vetores v = (vi, v2) e w = (w1, w2) no espaço bidimensional. Se 
v = w, então os vetores têm mesmo comprimento, direção e sentido, e isso significa que seus 
pontos finais coincidem quando seus pontos iniciais são colocados na origem. Segue que 
vı = W| € vz = w7; portanto, mostramos que os vetores equivalentes têm os mesmos compo- 
nentes. Reciprocamente, se vı = wW; € vz = w7, então os pontos finais dos vetores coincidem 
quando os seus pontos iniciais estiverem localizados na origem. Segue que os vetores têm 
mesmo comprimento, direção e sentido; portanto, mostramos que vetores com os mesmos 
componentes são equivalentes. Um argumento análogo é válido no espaço tridimensional, de 
modo que temos o resultado seguinte. 
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(v; +w], v + w3) 


Figura 11.2.8 


pp Px) 
PQ) PiP, 


O 
Figura 11.2.9 


11.2.3 TEOREMA Dois vetores são equivalentes se, e somente se, seus componentes 
correspondentes são iguais. 


Por exemplo, 
(a, b, c) = (1, —4, 2) 


se e somente se a = 1, b = — 4e c =2. 


E OPERAÇÕES ARITMÉTICAS COM VETORES 
O próximo teorema mostra como usar componentes para efetuar operações algébricas 
com vetores. 


11.2.4 TEOREMA Sev = (v, v2) e w = (w1, w2) forem vetores no espaço bidimensio- 
nal e k for um escalar qualquer, então 


v +w = (vi + w, v + w2) (1) 
v w= (vi W1, V2 w2) (2) 
kv = (kv, kv2) (3) 


Analogamente, se v = (vi, V2, V3) e W = (w1, W2, W3) forem vetores no espaço tridimen- 
sional e k for um escalar qualquer, então 


vw = (v+ wi, v>+w>, va + w3) (4) 
y= = = i Db = W Va = Wa) (5) 
Ry = (kvi, kv2, kvs3) (6) 


Não provaremos esse teorema. Contudo, (1) e (3) deveriam ser evidentes a partir da Fi- 
gura 11.2.8. Figuras análogas no espaço tridimensional podem ser usadas para motivar (4) e 
(6). As Fórmulas (2) e (5) podem ser obtidas escrevendo v + w = v + (—1)w. 


> Exemplo 1 Sev = (—2,0, 1) ew = (3, 5, —4), então 
v+w= (-2,0, 1) + (3,5, —4) = (1, 5, —3) 
3v = (—6, 0, 3) 
—w = (-3, —5, 4) 
w-— 2v = (3, 5, —4) — (—4, 0, 2) = (7,5, —6) < 


E VETORES COM PONTO INICIAL NÃO NA ORIGEM 

Lembre-se de que definimos os componentes de um vetor como as coordenadas de seu ponto 
final, quando o ponto inicial estiver na origem. Consideraremos agora o problema de en- 
contrar os componentes de um vetor cujo ponto inicial não esteja na origem. Para sermos 
específicos, suponha que Pi(x,, y1) e P2(%2, y2) sejam pontos no espaço bidimensional e que 
estejamos interessados em encontrar os componentes do vetor PB). Conforme ilustrado na 
Figura 11.2.9, podemos escrever esse vetor como 


> > > 
PP, = OP, — OP, = (x2, y2) — (x1, y1) = (x2 — x1, Y2 — 1) 


Segue, da parte (b) do Teorema 11.2.6, 
que a expressão 


ut+v+w 


não é ambígua, uma vez que resulta 
o mesmo vetor, independentemente 
da maneira em que os termos são 
agrupados. 


Observe que, na Figura 11.2.10, os 
vetores u, v e w estão colocados um 
após o outro, e que a soma 


ut+v+w 


é o vetor do ponto inicial de u (a pri- 
meira parcela) ao ponto final de w 
(a última parcela). Isso também vale 
para quatro ou mais vetores (Figura 
11.211). 
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. > ; = 
Assim, mostrarmos que os componentes do vetor PP} podem ser obtidos pela subtração das 
coordenadas de seu ponto inicial das coordenadas de seu ponto final. Contas análogas valem 
no espaço tridimensional, de modo que estabelecem o resultado seguinte. 


—> 
11.2.5 TEOREMA Se PiP, for um vetor no espaço bidimensional com ponto inicial 
Pi(x1, y1) e ponto final Pa(x2, y2), então 


—> 
Tese = G= i No — SM) (7) 


— 
Analogamente, se PP) for um vetor no espaço tridimensional com ponto inicial 
P(x, y1, z1) e ponto final Pa(x2, y2, z2), então 


—> 
Ja = Co > SM > Vila — ih (8) 


> Exemplo 2 No espaço bidimensional, o vetor de P,(1,3) a P2(4, —2) é 


—> 
PiP = (4 — 1, —2 — 3) = (3, —5) 


z 


e no espaço tridimensional, o vetor de A(0, —2, 5) a B(3, 4, —1) é 


AÈ = (3 — 0,4 — (—2), —1 — 5) = (3,6, —6) < 


E REGRAS DA ARITMÉTICA VETORIAL 


O seguinte teorema mostra que muitas das regras familiares da aritmética comum também 
são válidas na aritmética vetorial. 


11.2.6 TEOREMA Dados quaisquer vetores u, v e w e quaisquer escalares a e b, as 
seguintes relações são válidas: 
(a) u+v=v+u (e) a(bu) = (ab)u 

(f) alu + v) = au + av 
(e) (a + bu = au + bu 
(h) lu=u 


(b) (u+vw+w=u+(v+w) 
()u+0=0+u=u 
(d) u+(-u)=0 


Os resultados nesse teorema podem ser provados algebricamente usando componentes 
ou geometricamente tratando os vetores como setas. Provaremos a parte (b) das duas manei- 
ras e deixaremos o restante das provas como exercícios. 


DEMONSTRAÇÃO (b) (Algébrica no espaço bidimensional) Sejam u = (u, u2), V = (v1, v2) 
e w = (w1, w2). Então 
(u +v) +w = ((u1, u2) + (v1, v2)) + (w1, w2) 
= (u; + v1, u2 + v2) + (w1, w2) 
= ((u + vi) + wi, (u2 + v2) + w2) 
= (u; + (vı + w1), u2 + (vz + w2)) 
= (u1, U2) + (vı + w1, vz + w2) 


=u+(v+w) 
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: : : + —> + 
DEMONSTRAÇÃO (b) (Geométrica) Sejam u, v e w representados por PQ, OR e RS, con- 


forme mostrado na Figura 11.2.10. Então, 
— > 
v+w=0S e u+(v+w)=PS 
—> => 
u+v=PR e (u+y-+w=PS 
Por consequência, 


(u+twy+w=u+(v+w) E 


E NORMA DE UM VETOR 

A distância entre os pontos inicial e final de um vetor v é chamada de comprimento, norma 
ou magnitude de v e é denotada por ||v|]. Essa distância não muda se o vetor for transladado; 
portanto, para propósitos de cálculo da norma, podemos supor que o vetor esteja posicionado 
com seu ponto inicial na origem (Figura 11.2.12). Isso torna evidente que a norma de um ve- 
tor v = (vi, vz) no espaço bidimensional é dada por 


Ivii = vvi + v; (9) 


À (vi, v2) 
E e a norma de um vetor v = (vi, V2, v3) no espaço tridimensional é dada por 


| 
ly, 
| 
ue a MERETET (10) 


> Exemplo 3 Determine a norma de v = (—2,3), 10v = (—20, 30) e w = (2, 3, 6). 
Solução De (9) e (10) 
Ivi = V2? + 3? = 13 
|10v|| = (-20)2 + 302 = 1.300 = 10,13 
Iwl = v22 +32? +6 = v49 =7 « 


Observe que ||L0v||=10]|v|| no Exemplo 3. Isso é consistente com a Definição 11.2.2, 


Figura 11.2.12 que estipulou que o comprimento de ky deve ser |k| vezes o comprimento de v; isto é, 


evil = Ikillvl (1) 


Assim, por exemplo 
vil = Blllvll = 31v 

|=2vll = |=2lvl = 2Ivll 
= vil = [= 1v = Iv 


Isso se aplica tanto a vetores no espaço bi quanto tridimensional. 


E VETORES UNITÁRIOS 

Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitário. Em um sistema de coordenadas xy, 
os vetores unitários ao longo dos eixos x e y são denotados por i e j, respectivamente e, em um 
sistema de coordenadas xyz, os vetores unitários ao longo dos eixos x, y e z são denotados por 
i, j e k, respectivamente (Figura 11.2.13). Desse modo, 


i=(1,0, JEN 
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k= (0,0,1) 


Figura 11.2.13 


As duas notações para vetores ilus- 
tradas no Exemplo 4 são completa- 
mente intercambiáveis, sendo a es- 
colha uma questão de conveniência 
ou de preferência pessoal. 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Muitos recursos computacionais po- 
dem realizar operações vetoriais, e 
alguns têm embutidas operações 
de norma e normalização. Se a sua 
calculadora tiver essas capacidades, 
use-a para verificar os cálculos nos 
Exemplos 1,3 e 5. 
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Todo vetor no espaço bidimensional pode ser expresso de maneira única em termos de i e 
j, enquanto que no espaço tridimensional pode ser expresso de maneira única em termos 
de i, j e k, como segue: 


v = (vı, v2) = (v1, 0) + (0, v2) = vı (1, 0) + v2 (0, 1) = vi + vj 


= (Oi U wa) = vi(1,0,0) + v>(0, 1,0) + v3(0,0,1) = o wa + v3k 


> Exemplo 4 A tabela a seguir dá alguns exemplos da notação vetorial nos espaços bi e 
tridimensional. 


ESPAÇO BIDIMENSIONAL ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 
(2,3)=21+3j (2,-3,4)=21-3]+4k 
(-4, 0) = —4i + 0j = —4i (0, 3,0) = 3j 
(0,0) =0i+0j=0 (0, 0, 0) = 0i + 0j + 0k = 0 
Gi+2j)+(4i+j)=7i+3j Gi +2j-k)- (4i -j + 2k) = -i + 3j - 3k 
5(6i— 2j) = 30i — 10j 2i +j-k)+4i-j) = 6i- 2j- 2k 
[2i-3;] = V2 + 3% = V13 li+2j-3kl| = V12 +2 + C37 = V14 
lvii+ vjl = Vu? + o3 Kvi va va) = Vu? + v3 + v3 


E NORMALIZANDO UM VETOR 


Um problema comum nas aplicações é encontrar um vetor unitário u que tenha a mesma di- 
reção e sentido de algum vetor v não nulo dado. Isso pode ser feito multiplicando-se v pelo 
recíproco de seu comprimento; isto é, 


1 v 


Uu— VD —— 
MI livi] 


é um vetor unitário com a mesma direção e sentido que o vetor v: a direção e o sentido são os 
mesmos, pois k = 1/||v|| é um escalar positivo, e o comprimento é 1, pois 


1 
lall = kvil = klllvll = lvl Ivi = 1 
M 


O processo de multiplicação de um vetor v pelo recíproco de seu comprimento para obter um 
vetor unitário com a mesma direção e sentido é chamado de normalização de v. 


> Exemplo 5 Determine o vetor unitário com a mesma direção e sentido que v = 2i + 2j — k. 
Solução O vetor v tem o comprimento 

Ivl = V2 F? FCI =3 
portanto, o vetor unitário u na mesma direção e sentido de v é 


= ly = Žj+ 2j—1 
u=;v=S+5)-5k 4 


E VETORES DETERMINADOS POR COMPRIMENTO E ÂNGULO 

Se v for um vetor não nulo com o seu ponto inicial na origem de um sistema de coordenadas 
xy, e se 6 for o ângulo entre o eixo x positivo e a reta radial através de v, então o componen- 
te x de v pode ser escrito como I|vicos 9, enquanto que I|vlsen 6 é o componente y (Figura 
11.2.14); portanto, v pode ser expresso na forma trigonométrica como 


v = ||vi|(cos 8, sen 6) ou v=lIlvikos 6i+vlsen 6 j (12) 
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Ay 


Figura 11.2.14 


Figura 11.2.15 


B(2,5,0) 


No caso especial de um vetor unitário u, isso simplifica para 


u=(cos0,send) ou u= cos ĝi + sen ð j (13) 


> Exemplo 6 
(a) Determine o vetor de comprimento 2 que faz um ângulo de 7 /4 com o eixo x positivo. 
(b) Determine o ângulo que o vetor v = —«/3i + j forma com o eixo x positivo. 


Solução (a) De (12) 
T, T., 5 
v=2cos 7i t2sen7i = 2i+ 25 


Solução (b) Vamos normalizar v, usar (13) para encontrar sen 0 e cos 6 e, então, usar esses 
valores para encontrar 6. Normalizando v, obtém-se 


v —-V3i+j 3, 1. 
= = itj 
ivil ar FE 2 2 


Assim, cos = —«/3/2 e sen 0 = 1/2, de onde concluímos que 0 = 57/6. «4 


E VETORES DETERMINADOS POR COMPRIMENTO E UM VETOR NA MESMA 
DIREÇÃO E SENTIDO 

É um problema comum em aplicações que a direção e o sentido nos espaços bi ou tridimen- 

sional sejam determinados por algum vetor unitário u e que queiramos encontrar os compo- 

nentes do vetor v que tenha a mesma direção e sentido que u e algum comprimento especifi- 

cado ||v||. Isso pode ser feito expressando v como 


v=Ivliu 


e então observando os componentes de ||v|ju. 


> Exemplo 7 A Figura 11.2.15 mostra um vetor v de comprimento «/5 que se estende ao 
longo da reta passando por A e B. Encontre os componentes de v. 


x E PEA z ; 
Solução Vamos encontrar, primeiro, os componentes do vetor AB, então normalizamos 
este vetor para obter um vetor unitário na direção de v e depois multiplicamos este vetor uni- 
tário por ||v|| para obter o vetor v. Os cálculos são os seguintes: 


—s 
AB = (2, 5, 0) — (0, 0, 4) = (2,5, —4) 


IAŻI = V2 4 5 + C4} = V45 = 3V5 


— 
AB -| 2 5 4 | 
IAÈI N35 345 345 


— 

AB 
v= |v | -= |) = 

148!) 


E RESULTANTE DE DUAS FORÇAS CONCORRENTES 

O efeito que uma força exerce sobre um objeto depende da magnitude, da direção e do sen- 
tido da força e do ponto na qual foi aplicada. Assim, as forças são consideradas como sendo 
grandezas vetoriais e, de fato, as operações algébricas com vetores que definimos nesta seção 
têm sua origem no estudo das forças. Por exemplo, é um fato da Física que se duas forças F; 


II 
(ua 
WIN 
ww 
wi e 
An 

A 


E a 


A única força F; + F tem 
o mesmo efeito do que as 
duas forças F; e F;. 


Figura 11.2.16 


A resultante de três ou mais forças 
concorrentes pode ser determinada 
trabalhando em pares. Por exemplo, a 
resultante de três forças concorrentes 
pode ser determinada descobrindo a 
resultante de quaisquer duas das três 
forças e, então, descobrindo a resul- 
tante daquela resultante com a tercei- 
ra força. 
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e F, forem aplicadas em um mesmo ponto de um objeto, então as duas forças têm o mesmo 
efeito sobre o objeto do que a única força F, + F, aplicada naquele ponto (Figura 11.2.16). 
Os físicos e engenheiros denominam F; + F; a resultante de F; e F, e dizem que as forças F; 
e F; são concorrentes, para indicar que elas foram aplicadas no mesmo ponto. 

Em muitas aplicações, são conhecidas as magnitudes de duas forças concorrentes e 
o ângulo entre elas, e o problema é encontrar magnitude, direção e sentido da resultante. 
Uma abordagem para resolver esse problema é usar (12) para encontrar os componentes 
das forças e, depois, usar (1) para encontrar os componentes da resultante. O próximo 
exemplo ilustra esse método. 


> Exemplo 8 Suponha que duas forças sejam aplicadas em uma argola, conforme a 
Figura 11.2.17. Encontre a magnitude da resultante e o ângulo 0 que ela faz com o eixo x 
positivo. 


Solução Observe que F; faz um ângulo de 30º com o eixo x positivo e que F; faz um ângu- 
lo de 30º + 40º = 70º com o eixo x positivo. Como sabemos que IF) = 200 N e |IF-]| = 300 N, 
segue de (12) que 


F; = 200(cos 30º, sen 30º) = (100N/3, 100) 


F> = 300(cos 70º, sen 70º) = (300 cos 70º, 300 sen 70º) 


Portanto, em componentes, a resultante F = F; + F; é dada por 


F = F; + F, = (10043 + 300 cos 70º, 100 + 300 sen 70º) 
= 100(N3 + 3 cos 70°, 1 + 3 sen 70°} = (275,8, 381,9) 


A magnitude dessa resultante é 


IF] = ioo (v3 + 3 cos m°) + (1 +3 sen 70º )' = 471 N 


Seja 6 o ângulo que F faz com o eixo x positivo quando o ponto inicial de F for colocado na 
origem. Usando (12) e igualando os componentes x de F, obtemos 


10073 + 300 70° 
IFllcos6 = 1003 + 300cos70° ou cos = vo a 


Como o ponto final de F está no primeiro quadrante, obtemos 


10073 + 300 cos 70º 
0 = arc cs( a o x 54,2º 


FI] 


(Figura 11.2.18). 4 


IF, + F,|] = 471 N 


F,|| = 300 N 
da IF;Il = 


F, || = 200 N 
40º AE 


30º 


y= 


y= 


Figura 11.2.17 Figura 11.2.18 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.2 (Ver página 785 para respostas.) 


1. Sev = (3, —1,7) e w = (4, 10 —5), então 4. Considere os pontos A(3, 4, 0) e B(0, 0, 5). 
(a) ISo b) v+tws 00000 (a) AÈ = 
EG) FM (d 2v = (b) Se v for um vetor com mesma direção e sentido que ABe 


2. O vetor unitário na direção e sentido de v = (3, —1, 7) é de comprimento igual a /2, então v = 


3. O vetor unitário do espaço bidimensional que faz um ângulo de 
7/3 com o eixo x positivo é 


EXERCÍCIOS 11.2 [Recurso Gráfico 


1-4 Esboce os vetores com seus pontos iniciais na origem. E 10. (a) Determine o ponto final de v = (7, 6) se o ponto inicial for 


(2, —1). 
1 (@) (2,5) (b) (—5, —4) (c) (2,0) (b) Determine o ponto final de v = i + 2j — 3k se o ponto ini- 


(® =5i+3j (e) 3i— 2j (D —6j cial for (—2, 1, 4). 
2. (a) (-3,7) (b) (6, —2) (c) (0,-8) 
(d) 4i+2j (e) -2i -j (f) 4i 11-12 Efetue as operações indicadas com os vetores u, v e w. E 
3. (a) (1, —2, 2) (b) (2,2, —1) 11. u= 3i- k, v=i—j+ 2k, w=3j 
(c) —i + 2j + 3k (d) 2i+3j— k (a) w-y (b) 6u + 4w 
(c) —v— 2w (d) 43u + v) 
4. (a) (-1,3, 2) (b) (3, 4, 2) (e) —8(v + w) + 2u € 3w-(v-w) 
(c) 2j — k (d) i— j+ 2k 
; : 12. u= (2, —1, 3), v=(4,0,-2), w = (1, 1, 3) 
5-6 Determine os componentes do vetor e esboce um vetor equiva- Waw b) 7v + 3w (6) -w+v 
lente com seu ponto inicial na origem. IB (d) 3(u — 7v) (e) —3v — 8w (f) 2v- (U+w) 
A) AZ 
5: Œ (b) 13-14 Determine a norma de v. E 
L o @ (5 (0, 0, 4) 
L 13. (a) v= (1, —1) (b) v=—i+/7j 
L (c) v=(—1,2,4) (d) v= —3i + 2j + k 
E id y 14. (a) v= (3,4) b) v=2i- 75 
+ GD (c) v= (0, —3, 0) (d) v=i+j+k 
ji ii | I > 
e (2,3,0) 15. Sejam u =i -— 3j + 2k, v =i + j e w = 2i +2j — 4k. Determine 
(a) [u+ vl] (b) Ijal] + [Iv] 
. y A: (c) ||-2ull+- 2I|vll (d) |[3u — 5v + wl] 
6. (a) (b) nog l l 
(e) —w (£) "| E 
(-3, 2,3) (3,0,4) will Iwil 
16. É possível ter llu — vl| = llu + vl| se u e v forem vetores não 
y nulos? Justifique sua conclusão geometricamente. 
X 
g m 17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. W 
. —> 
7-8 Determine os componentes do vetor P,P}. E 17. A norma da soma de dois vetores é igual à soma das normas 
7. (a) P1(3,5), P>(2,8) ©) Pi (7, -2, Pa (0,0) a 
(©) Pı (5, —2, 1), P2(2, 4,2) 18. Se traçarmos dois vetores v e w com um mesmo ponto ini- 
8. (a) Pı (—6,—2), Pa(—4,—1)(b) Pı (0,0,0). P) (—1,6, 1) cial, então o vetor traçando entre os pontos finais de v e w será 
(©) Pi(4,1,-3), P20, 1, —3) EE a 


19. Existem exatamente dois vetores unitários paralelos a um dado 


9. (a) Determine o ponto final de v = 3i — 2j se o ponto inicial º 
vetor não nulo. 


for (1, —2). 
(b) Determine o ponto inicial de v = (—3, 1,2) se o ponto fi- 20. Dados um escalar não nulo c e dois vetores b e d, a equação 
nal for (5,0, —1). vetorial ca + b = d tem uma única solução a. 


21-22 Determine os vetores unitários que satisfaçam as condi- 
ções dadas. E 


21. (a) Mesma direção e sentido que — i + 4j. 
(b) Sentido oposto a 6i — 4j + 2k. 
(c) Mesma direção e sentido que o vetor do ponto A(—1, 0,2) 
até o ponto B(3, 1, 1). 


22. (a) Sentido oposto a 3i — 4j. 
(b) Mesma direção e sentido que 2i — j — 2k. 
(c) Mesma direção e sentido que o vetor do ponto A(—3, 2) até 
o ponto B(1, — 1). 


23-24 Determine os vetores que satisfaçam as condições dadas. M 


23. (a) Sentido oposto a v = (3, —4) e a metade do tamanho de v. 
(b) Comprimento v17 e mesmo sentido e direção que 
v=(7,0,-—6). 


24. (a) Mesma direção e sentido que v = —2i + 3j e três vezes o 
comprimento de v. 
(b) Comprimento 2, direção igual e sentido oposto a 


v=-3i+4j+k 


25. Em cada parte, determine a forma em componentes do vetor v 
no espaço bidimensional que tenha o comprimento dado e faça 
o ângulo 6 dado com o eixo x positivo. 
(a) Ijvll=3;0=7/4 (b) Ilvll= 2; 0 = 90º 
(e) Ilvll= 5; 0 = 120º (d) Ilvll=1;0=7 


26. Determine a forma em componentes de v + w e v — w no espa- 
ço bidimensional, dado que ||v|| = 1, ||w]| = 1, v faz um ângulo 
de 7/6 com o eixo x positivo e w faz um ângulo de 37/4 com 
o eixo x positivo. 


27-28 Determine a forma em componentes de v + w, dado que v e 
w são vetores unitários. EE 


27. Ay 28. Ay 
WwW 
b 135° 
Ea v 
v 
S 120° g 
ão bam 


29. Em cada parte, esboce o vetor u + v + w e expresse-o em for- 
ma de componentes. 


(a) (b) 


30. Em cada parte do Exercício 29, esboce o vetor u — v + w e 
expresse-o em forma de componentes. 


31. Sejam u = (1, 3), v = (2, 1) e w = (4, — 1). Determine o vetor 
x que satisfaça 2u — v + x = 7x + W. 
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32. Sejam u = (—1, 1), v = (0, 1) e w = (3, 4). Determine o vetor 
x que satisfaça u — 2x = x — w + 3v. 


33. Determine u e v se u + 2v = 3i — k e 3u — v =i + j + k. 
34. Determine u e v se u + v = (2, —3) e 3u + 2v = (—1, 2). 


35. Use vetores para determinar o comprimento das diagonais do 
paralelogramo que tem lados adjacentes i + j e i — 2j. 


36. Use vetores para determinar o quarto vértice de um paralelo- 
gramo, três dos quais são (0, 0), (1, 3) e (2, 4). [Nota: Há mais 
de uma resposta. ] 


37. (a) Dado que ||v||= 3, determine todos os valores de k tais que 
llkyl|= 5. 
(b) Dado que k = —2 e ||kv|| = 6, determine ||v]||. 


38. O que sabemos sobre k e v se ||kv|| = 0? 


39. Em cada parte, determine dois vetores unitários no espaço bidi- 
mensional que satisfaçam a condição dada. 
(a) Paralelo à reta y = 3x + 2. 
(b) Paralela à reta x + y = 4. 
(c) Perpendicular à reta y = —5x +1. 


40. Em cada parte, determine dois vetores unitários no espaço tri- 
dimensional que satisfaçam a condição dada. 
(a) Perpendicular ao plano xy. 
(b) Perpendicular ao plano xz. 
(c) Perpendicular ao plano yz. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. Sejar = (x, y) um vetor arbitrário. Em cada parte, descreva 
o conjunto de todos os pontos (x, y) no espaço bidimensio- 
nal que satisfaçam a condição dada. 


(a) lel = 1 (b) Ilr = 1 (e) lel > 1. 


42. Sejam r = (x,y) e ro = (xo, yo). Em cada parte, descreva o 
conjunto de todos os pontos (x, y) no espaço bidimensional 
que satisfaçam a condição dada. 


(a) Ir —roll=1 (b) lr = ro <1 (o lr = roll > 1. 


43. Seja r = (x, y, z) um vetor arbitrário. Em cada parte, des- 
creva o conjunto de todos os pontos (x, y, z) no espaço tridi- 
mensional que satisfaçam a condição dada. 

(a) liri = 1 (b) Ilrll <1 © lel > 1. 


44. Sejam rı = (x1, y1), r2 = (%2, y2) er = (x, y). Supondo que 
k > ||r2 — ri], descreva o conjunto de todos os pontos (x, y) 
com os quais ||r — ri] + lr — rl| = k. 


45-50 Determine a magnitude da força resultante e o ângulo que 
ela faz com o eixo x positivo. E 


45. y 46. 
100 N 


60° 120 N 


xX 


784 


49. 


Cálculo 


48. A) 
2 Ib 
50º x 
> 
27º 
4Ib 
Ay 50. 
200 N 
40 N 60º 50 N 
TN -y x 
> 
30º 


51-52 Diz-se que uma partícula está em equilíbrio estático se a re- 
sultante de todas as forças aplicadas nela for zero. Nestes exercí- 
cios, determine a força F que deve ser aplicada no ponto para pro- 
duzir o equilíbrio estático. Descreva F especificando sua magnitude 
e o ângulo que ela faz com o eixo x positivo. E 


51. 


53. 


54. 


55. 


456. 


Ay 52. y 
10 Ib 


8 Ib 60° = 45º 


A figura a seguir mostra um sinal de tráfego de 250 lb susten- 
tado por dois cabos flexíveis. As magnitudes das forças que os 
cabos aplicam na argola são chamadas de tensões nos cabos. 
Encontre as tensões nos cabos se o sinal de tráfego estiver em 
equilíbrio estático (definido acima, no Exercício 51). 


Determine as tensões nos cabos mostrados na figura abaixo se 
o bloco estiver em equilíbrio estático (ver Exercício 53). 


30º 45º 


Figura Ex-53 


Figura Ex-54 


Um bloco pesando 300 lb está suspenso pelos cabos A e B, 
conforme a figura a seguir. Determine as forças que o bloco 
exerce ao longo dos cabos. 


Um bloco pesando 100 N está suspenso pelos cabos 4 e B, con- 

forme a figura a seguir. 

(a) Use um recurso computacional para traçar as forças que 
o bloco exerce ao longo dos cabos 4 e B como função da 
flecha d. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


63. Use vetores para provar que o segmento de reta que une o 


64. Use vetores para provar que os pontos médios dos lados de 


(b) Aumentando a flecha d, as forças nos cabos aumentam ou 
diminuem? 

(c) Qual é a flecha exigida se os cabos não toleram forças aci- 
ma de 150 N? 


Figura Ex-55 


Figura Ex-56 


Diz-se que um vetor w é uma combinação linear dos vetores 

V1€ v2 se w puder ser expresso como W = CV; + cov>, onde c; 

e c2 são escalares. 

(a) Determine escalares cı e c> para expressar o vetor 4j como 
combinação linear dos vetores v; = 2i — j e v2 = 4i + 2j. 

(b) Mostre que o vetor (3, 5) não pode ser expresso como uma 
combinação linear dos vetores vı = (1, —3) e v2 = (—2, 6). 


Diz-se que um vetor w é uma combinação linear dos vetores 
V1,V2 € V3 se w puder ser expresso como W = C1V1 + C2V2 + cava, 
onde c4, c2 e c3 são escalares. 

(a) Determine escalares c1, C2 € c3 para expressar (—1, 1,5) como 
combinação linear dos vetores vı = (1,0, 1), v2 = (3, 2, 0) e 
v3= (0, 1, 1). 

(b) Mostre que o vetor 2i + j — k não pode ser expresso como 
uma combinação linear dos vetores v; = i — j, V2 = 3i + k 
evs=4-j+k. 


Use um teorema da Geometria Plana para mostrar que se u e v 
forem vetores no espaço bi ou tridimensional, então 


lu + vil < lal] + vi 


que é chamada de desigualdade triangular para vetores. Dê 
alguns exemplos para ilustrar essa desigualdade. 


Prove algebricamente as partes (a), (c) e (e) do Teorema 11.2.6 
no espaço bidimensional. 


Prove algebricamente as partes (d), (g) e (h) do Teorema 11.2.6 
no espaço bidimensional. 


Prove geometricamente a parte (f) do Teorema 11.2.6. 


ponto médio de dois lados de um triângulo é paralelo ao ter- 
ceiro lado e mede a metade do comprimento do terceiro lado. 


um quadrilátero são os vértices de um paralelogramo. 


65. 


66. 


Texto Faça uma pesquisa e escreva alguns parágrafos sobre a 
pré-história do uso de vetores na Matemática. 


Texto Escreva um parágrafo discutindo algumas das seme- 
lhanças e diferenças entre as regras da aritmética vetorial e a 
dos números reais. 
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W“ RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.2 


1. (a) 59 (b) (7,9,2) 


4. (a) (-3,-4,5) (b) 1AB =( 


(©) (=1,—11, 12) 


1 3 To 27 
d) (6, —2, 14 2: = , , 
(6) 4 NEM (5 59 =) 


11.3 PRODUTO ESCALAR; PROJEÇÕES 


Em palavras, o produto escalar de 
dois vetores é formado pela multipli- 
cação de seus componentes corres- 
pondentes e pela soma dos produtos 
resultantes. Note que o produto esca- 
lar de dois vetores é um escalar. 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Muitos recursos computacionais têm 
à disposição a operação produto es- 
calar. Se sua calculadora tiver essa 
capacidade, use-a para verificar os 
cálculos do Exemplo 1. 


Observe a diferença entre os dois 
zeros que aparecem na parte (e) do 
Teorema 11.3.2 — o zero no lado es- 
querdo é o vetor zero (em negrito), 
enquanto que o zero no lado direito é 
o escalar zero (tipo fino). 


Na última seção, definimos três operações com vetores — adição, subtração e multiplicação 
por escalar. Na multiplicação por escalar, um vetor é multiplicado por um escalar e o 
resultado é um vetor. Nesta seção, definiremos um novo tipo de multiplicação na qual dois 
vetores são multiplicados para produzir um escalar. Essa operação de multiplicação tem 
muitos usos, alguns dos quais também discutiremos aqui. 


E DEFINIÇÃO DO PRODUTO ESCALAR 


11.3.1 DEFINIÇÃO Seu = (u, u2) e V = (v1, v2) forem vetores no espaço bidimensio- 
nal, então o produto escalar de u e v é escrito como u * v e é definido como 


u-v = uV] +uçv 


Analogamente, seu = (u1, 42, U3) € V = (vi, V2, V3) forem vetores no espaço tridimensio- 
nal, então seu produto escalar é definido como 


U ° V = U1 V1 + ug + U33 


> Exemplo 1 
35) (-LD=3H-D+50)=7 
(2, 3) - (—3, 2) = 2(—3) + 3(2) = 0 
(1, =3, 4) < (1, 5, 2) = D+ (—3)(5) +40) = —6 
Aqui estão os mesmos cálculos expressos de outra maneira: 
(Bi + 5j): (~i + 2j) = 3(—1) + 5(2) =7 
Qi+3) (3+2) = A-3) +30) =0 
G — 3j + 4k) - (i + 5j + 2k) = 1(1) + (—3)(5) + 4(2) = —6 4 


E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DO PRODUTO ESCALAR 
O teorema seguinte fornece algumas das propriedades algébricas básicas do produto escalar. 


11.3.2 TEOREMA Seu, v e w forem vetores no espaço bi ou tridimensional e a for um 
escalar, então 


(a) ucv=veu 
(b) u: (vtwW=(uv)tuw 


(c) a (u° v) = (au) * v = u (av) 
(d) v+ v= |v] 
(e) 0-v=0 


Provaremos as partes (c) e (d) para os vetores no espaço tridimensional e deixaremos 
outras partes como exercícios. 
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0 é o ângulo entre u e v. 


Figura 11.3.1 


Figura 11.3.2 


DEMONSTRAÇÃO (c) Sejam u = (u1, u2, u3) € V = (vi, V2, v3). Então 
a(u + v) = a(uvy + u2v2 + usv3) = (auı)vı + (au )v2 + (aus)va = (au) + v 


Analogamente, a(u * v) = u * (av) 
DEMONSTRAÇÃO (d) v+ v = viv + vzv + V303 = v? + v? + v4 = ||v||?. m 


A seguinte forma alternativa da fórmula na parte (d) do Teorema 11.3.2 fornece uma 
maneira útil de expressar a norma de um vetor em termos de um produto escalar: 


Ivi = vyv v (1) 


E ÂNGULO ENTRE DOIS VETORES 


Suponha que u e v sejam vetores não nulos no espaço bi ou tridimensional que estejam po- 
sicionados de modo que seus pontos iniciais coincidam. Definimos o ângulo entre u e v 
como sendo o ângulo 9 determinado pelos vetores que satisfaz a condição O < O < x (Figura 
11.3.1). No espaço bidimensional, 6 é o menor ângulo no sentido anti-horário que um dos 
vetores pode ser girado até se alinhar com o outro. 

O próximo teorema fornece uma maneira de calcular o ângulo entre dois vetores a partir 
de seus componentes. 


11.3.3 TEOREMA Seu ev forem vetores não nulos no espaço bi ou tridimenssional e 
se O for o ângulo entre eles, então 


uv 
0= 
ul hv]| 


(2) 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que os vetores u, v e v — u estejam posicionados para formar três 
lados de um triângulo, como mostrado na Figura 11.3.2. Segue da lei dos cossenos que 


Iv — ul? = ul? + Iv? — 2lul vI] cos O (3) 


Usando as propriedades do produto escalar do Teorema 11.3.2, podemos reescrever o lado 
esquerdo dessa equação como 


Iv- ul? = (v -u : (v -—u) 
=(v—u):v—-(v-u)'u 
=v'v—u'v—-v'u+u'u 
= IIv|? — 2u + v + llul? 

Substituindo de volta em (3), temos 
IVI? — 2u + v + lul? = al? + Ivi? — 2u Ivi] cos 6 
que podemos simplificar e reescrever como 
u ° v = |ju]] ||v]| cos O 


Finalmente, dividindo ambos os lados dessa equação por |jul| ||v||, obtemos (2). m 


> Exemplo 2 Determine o ângulo entre o vetor u = i — 2j + 2k e 
(a) v = —3i + 6j + 2k (b) w= 2i + 7j + 6k (c) z = —3i + 6j — 6k 
Solução (a) 
ds uv o = 0 MH 
lull DD 21 


cos = 


0 
u 
u.v>0 
v 
0 
u 
u.v<o 
v 
u 
u-v=0 
Figura 11.3.3 
OBSERVAÇÃO 


Figura 11.3.4 


Figura 11.3.5 
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Assim, 
6 = arc cos (-#) x 2,12 radianos = 121,6º 
Solução (b) 
uw (0) 
cos = = = 
lajiwi o Ihullw| 


Desse modo, 6 = 7/2, o que significa que os vetores são perpendiculares. 
Solução (c) 

uz —21 
lalz DO 


Logo, 0 = 7, o que significa que os vetores têm sentidos opostos. (Observe que poderíamos 
ter visto isso sem calcular 0, uma vez que z = —3u.) «4 


cos = 


E INTERPRETANDO O SINAL DO PRODUTO ESCALAR 
É frequentemente conveniente expressar a Fórmula (2) como 


u-v= Iulllv]cosó (4) 


que dá o produto escalar de u e v em termos dos comprimentos desses vetores e do ângulo 
entre eles. Uma vez que u e v são vetores não nulos, essa versão da fórmula torna claro que 
o sinal de u * v é o mesmo que o sinal de cos 0. Assim, do produto escalar podemos deduzir 
se o ângulo entre os dois vetores é agudo ou obtuso ou, então, se os vetores são ortogonais 
(Figura 11.3.3). 


Os termos “perpendicular”, “ortogonal” e “normal” são comumente usados para descrever os objetos geométri- 
cos que se encontram em ângulo reto. Por consistência, diremos que dois vetores são ortogonais, um vetor é 
normal a um plano e dois planos são perpendiculares. Além disso, embora o vetor zero não tenha um ângulo 
bem definido com os outros vetores, vamos considerar 0 ortogonal a todos os vetores. Essa convenção permite- 
-nos dizer que u e v são vetores ortogonais se, e somente se, u * v = 0 e torna a Fórmula (4) válida se u ou v 
(ou ambos) forem nulos. 


E ÂNGULOS DIRETORES 


Em um sistema de coordenadas xy, a direção e o sentido de um vetor não nulo v ficam com- 
pletamente determinados pelos ângulos œ e £ entre v e os vetores unitários i e j (Figura 
11.3.4); e em um sistema de coordenadas xyz, a direção e o sentido ficam completamente 
determinados pelos ângulos «, £ e y entre v e os vetores unitários i, j e k (Figura 11.3.5). Em 
ambos, os espaços, bi e tridimensional, os ângulos entre um vetor v e os vetores i, j e k são 
chamados de ângulos diretores de v, e os cossenos desses ângulos são chamados de cossenos 
diretores de v. As fórmulas para os cossenos diretores de um vetor podem ser obtidas a partir 
da Fórmula (2). Por exemplo, se v = vii + v2j + v3k, então 


vei v1 v'j v2 v-k V3 


= mm => cos P » Cosy = = 
Ivii vi dv vie tvi 


cosa 


Iv 


Assim, temos o resultado seguinte. 


11.3.4 TEOREMA Os cossenos diretores de um vetor não nulo v = vii + vj + v3k são 


cos 5 = osy = — 


Iv 


v2 v3 
v 


Ivii? 
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Figura 11.3.6 


A força da gravidade puxa o bloco contra 
a rampa e ao longo da rampa para baixo. 


Figura 11.3.7 


Os cossenos diretores de um vetor v = vii + v2j + v3k podem ser calculados normali- 
zando v e observando os componentes de v/||v|l, pois 
V vi., vi v3 
= 1+ j+ 
Ivi dvi vio lvl) 


Deixamos como exercício para o leitor mostrar que os cossenos diretores de um vetor satis- 
fazem a equação 


k = (cos œ)i + (cos 8) j + (cos y)k 


cos? œ + cos? 6 + cos? y = 1 (5) 


> Exemplo 3 Determine os cossenos diretores do vetor v = 2i — 4j + 4k e os ângulos di- 
retores aproximados até o grau mais próximo. 


Solução Vamos, primeiramente, normalizar o vetor v e, então, obter seus componenetes. 
Temos que ||v|| = V4 + 16 + 16 = 6, logo v/I|v| = ti — 4j + 4k. Assim, 


cosa = cos $ = —4, cosy = 5 


1 
3 $ 
Com a ajuda de um recurso computacional, obtemos 


æ = arc cos ($) = 71º, B = arc cos(—5) ~ 132º, y = arc cos (4) ~ 48° < 


> Exemplo 4 Determine o ângulo entre uma diagonal de um cubo e uma de suas arestas. 


Solução Suponha que o cubo tenha lado a e introduza um sistema de coordenadas como na 
Figura 11.3.6. Neste sistema de coordenadas, o vetor 


d = ai + aj + ak 


é a diagonal do cubo e os vetores unitários i, j e k estão ao longo das arestas. Por simetria, a 
diagonal forma ângulos iguais com cada lado, portanto é suficiente encontrar o ângulo entre 
d e i (o ângulo diretor œ). Assim, 

d-i a a 1 
lapi lal (302 v3 


cosa = 


e, portanto, 


1 
a = arc cos( ==) x 0,955 rad = 54,7º «4 
"3 


E DECOMPOSIÇÃO DE VETORES EM SEUS COMPONENTES ORTOGONAIS 


Em muitas aplicações, é desejável “decompor” um vetor em uma soma de dois vetores orto- 
gonais com direções convenientemente especificadas. Por exemplo, a Figura 11.3.7 mostra 
um bloco sobre um plano inclinado. A força F dirigida para baixo que a gravidade exerce 
sobre o bloco pode ser decomposta na soma 


F=F,+F, 


na qual a força F; é paralela à rampa e a força F, é perpendicular à rampa. As forças F; e F2 
são úteis, pois F; é a força que puxa o bloco ao longo da rampa e F; é a força que o bloco 
exerce contra a rampa. 

Assim, nosso próximo objetivo é desenvolver um procedimento computacional para de- 
compor um vetor em uma soma de vetores ortogonais. Com essa finalidade, sejam e, e e2 dois 
vetores unitários ortogonais no espaço bidimensional e suponha que desejemos expressar um 
dado vetor v como uma soma 


V=Wi +w 


el wi 


(a) 


lvl] cos 8 


(livi sen 0)e> 


e; (Iv cos 0)e, 
(b) 
Figura 11.3.8 


Observe que os componentes veto- 
riais de v ao longo de e; e e são ve- 
tores, enquanto os componentes es- 
calares de v ao longo de e; e e, são 
números. 


Observe que, no Exemplo 5, 
(v < eije: + (V * &2)e = (2,3) = v 


conforme garante (7). 
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na qual w; é um múltiplo escalar de e; e w é um múltiplo escalar de e, (Figura 11.3.8a); isto 
é, queremos encontrar escalares kı e k tais que 


v = kje; + ke, (6) 
Podemos encontrar kı tomando o produto escalar de v com e4. Isso dá 


v + e; = (kiei + k2€2) * € 
= kı (e; * e1) + k2 (e2 * €1) 
= kille |7 +0 = kı 


e, analogamente, 
2 2 
v+ e2 = (kie; + ke”) * e2 = ki(ey * e») + k2(e2 * e2) = O + kolles| É = k2 
Substituindo essas expressões para kı e k em (6), obtemos 
v = (v ; e1)e1 + (V ; e2)e2 (7) 
Nessa fórmula, chamamos (v * e;)e; e (v * e2 Je, de componentes vetoriais de v ao longo de e; 
e e», respectivamente, e chamamos v * e; e v + e; de componentes escalares de v ao longo de 
e; e e», respectivamente. Se 0 denotar o ângulo entre v e e;, então os componentes escalares 
de v podem ser escritos na forma trigonométrica como 
v-e = |ivl|cosð e v-e=Ivlsen6 (8) 
(Figura 11.3.8b). Além disso, os componentes vetoriais de v podem ser expressos como 
(v- ese; = (Ilvlcos0)e, e (v: e2)e2 = (Ivl|send)e, (9) 
e a decomposição (6) pode ser expressa como 


v = (Ilvilcos0)e; + (||vl|sen0)e,> (10) 


desde que o ângulo entre v e e, não seja maior do que 7/2. 


> Exemplo 5 Sejam 


v = (2,3), a=] E e=- z] 


Encontre os componentes escalares de v ao longo de e; e e e os componentes vetoriais de v 
ao longo de e; e es. 


Solução Os componentes escalares de v ao longo de e, e e» são 


v(a) 


portanto, os componentes vetoriais são 


edu = (5 5) al 
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Figura 11.3.9 


> Exemplo 6 Uma corda é amarrada em um bloco de 100 lb sobre uma rampa que tem 
uma inclinação de 30º em relação ao solo (Figura 11.3.94). Qual é a força que o bloco exer- 
ce contra a rampa e qual é a força que deve ser aplicada à corda na direção paralela à rampa 
para evitar que o bloco deslize? (Suponha que a rampa seja lisa, isto é, não há força de atrito.) 


Solução Seja F a força para baixo devido à gravidade sobre o bloco (assim ||F|| = 100 1b), 
e sejam F; e Fz os componentes vetoriais de F paralelos e perpendiculares à rampa (conforme 
mostra a Figura 11.3.9b). Os comprimentos de F; e F; são 
1 
IF: || = ||F||cos 60° = 100 (3) = 50 lb 


3 
F>| = ||F||sen 60º = 100 ($) ~ 86,6 lb 


Assim, o bloco exerce uma força de aproximadamente 86,6 lb contra a rampa, e se requer 
uma força de 50 lb para evitar que o bloco deslize rampa abaixo. < 


E PROJEÇÕES ORTOGONAIS 
Os componentes vetoriais do vetor v ao longo de e; e e2 em (7) são também chamados de 
projeções ortogonais de v sobre e; e e e, comumente, denotados por 


proje V = (v + ei)e; e proje V = (V > e2)e2 
Em geral, se e for um vetor unitário, então definimos a projeção ortogonal de v sobre e como 
sendo 
projev = (v- e)e (11) 


A projeção ortogonal de v sobre um vetor arbitrário não nulo b pode ser obtida normalizando 
b e, então, aplicando a Fórmula (11); isto é, 


TO V = (v Bi) (mi) 
Pet = (Y? Toy (Tb 


o que pode ser reescrito como 


; vb 

projpY = Pe” (12) 
Geometricamente, se b e v tiverem um ponto inicial comum, então projp V é o vetor de- 

terminado quando a perpendicular é baixada do ponto final de v sobre a reta que passa por b 


(ilustrado na Figura 11.3.10 em dois casos). 


V — projpY 


b projpY projpy b 
Ângulo agudo ângulo obtuso 
Figura 11.3.10 entre v e b entre v e b 


Além disso, é evidente da Figura 11.3.10 que se subtrairmos a projp v de v, então o ve- 
tor resultante 


v — projpy 


será ortogonal a b; vamos chamá-lo de componente vetorial de v ortogonal a b. 


Dito informalmente, a projeção orto- 
gonal projpvY é a “sombra” que v pro- 
duz na reta por b. 


Figura 11.3.11 


Note que, na Fórmula (14), a quanti- 
dade ||F||cos 6 é o componente esca- 
lar da força ao longo do vetor deslo- 
camento. Assim, no caso em que cos 
6 > 0, uma força de magnitude ||F|| 
agindo em um ângulo 9 realiza o mes- 
mo trabalho que uma força de magni- 
tude ||Fllcos 9 agindo na direção do 
movimento. 
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> Exemplo 7 Determine a projeção ortogonal de v = i + j + k sobre b = 2i + 2j e, então, 
encontre o componente vetorial de v ortogonal a b. 


Solução Temos 
veb=(6+j+b -Qi4+2)=2+2+0=4 
Ib? =2 +2 =8 


Assim, a projeção ortogonal de v sobre b é 


; y: F oea pa adi 
Bohrer 


e o componente vetorial de v ortogonal a b é 
v — projev = (i + j + k) — G + j) = k 


Esses resultados estão de acordo com a Figura 11.3.11. < 


E TRABALHO 

Na Seção 6.6, no Volume 1, discutimos o trabalho realizado por uma força constante agindo 
sobre um objeto que se move sobre uma linha reta. Definimos o trabalho W realizado sobre 
um objeto por uma força de magnitude constante F agindo na direção do movimento por uma 
distância d como sendo 


W = Fd = força x distância (13) 


Se denotarmos por F o vetor força de magnitude ||F|| = F agindo na direção do movimento, 
então podemos escrever (13) como 


W=IlFlld 
Além disso, supondo que o objeto se mova ao longo de uma reta de um ponto P a um ponto 
Q, então d = || PQ ||, de modo que o trabalho pode ser expresso inteiramente na forma veto- 
rial como 
— 
W = IIFIIIPQII 


x = 4, ; 
(Figura 11.3.124). O vetor PQ é chamado de vetor deslocamento do objeto. No caso em que 
a força F é constante e não está na direção do movimento, mas faz um ângulo 9 com o vetor 
deslocamento, definimos o trabalho W realizado por F como sendo 


W = (IFlcos6)IIPÓ] = F - PÔ (14) 


(Figura 11.3.12b). 


MM 
E 


po Q E 
|< PÓ] >| |< leol >| 


Trabalho = |F|] PĠ Trabalho = (||F]| cos 6) ||PÓ] 


(a) (b) 
Figura 11.3.12 


Segue da Fórmula (14) que o trabalho W pode ser dado por W = (||E||cos 0) PÓ ou 
W =F - PQ.Embora essas duas expressões sejam equivalentes matematicamente, na práti- 
ca pode ser mais conveniente usar uma em vez de outra. 
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> Exemplo 8 


(a) Um carrinho é puxado horizontalmente por meio de uma força constante de 10 1b na di- 
reção do cabo e a um ângulo de 60º com a horizontal. Qual é o trabalho realizado para 
mover o carrinho ao longo de 50 pés? 


(b) Uma força de F = 3i — j + 2k lb é aplicada em um ponto que move ao longo de uma reta de 
P(—1, 1,2) até O(3,0, —2). Se a distância for medida em pés, qual será o trabalho realizado? 


Š EER Ê 
Solução (a) Com ||F|| = 10,6 = 60º e || PQ || = 50, segue que o trabalho realizado é 


— 1 , 
W = (|Fllcoso0)|| PO] = 10- J - 50 = 250 pés-lb 


Solução (b) Como PÒ = (3 — (—1)i + (0 — 1)j + (—2 — 2)k = 4i — j — 4k, o trabalho 


realizado é 


—> 
W=F- PÓ = i — j+ 2k). (4i — j — 4k) = 12 + 1 — 8 = 5 pés:Ib <4 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.3 (Ver página 794 para respostas.) 


1. (3,1, -2)+(6,0,5) = 


2. Suponha que u, v e w sejam vetores no espaço tridimensional 
taisquelu|l=5,v=7eucw=-—3. 
(a) utu= (b) vcu= 
(c) u(v—w)= (d) u: Qw)= 


EXERCÍCIOS 11.3 [E] CAS 


1. Em cada parte, determine o produto escalar dos vetores e o 
cosseno do ângulo entre eles. 
(a) u=i+2j, v= 6i-— 8j 
(b) u=(—7,-3), v = (0, 1) 
(c) u=i-— 3j + 7k, v= 8i — 2j — 2k 
(d) u= (—3, 1,2), v = (4, 2, —5) 


2. Em cada parte, use a informação dada para encontrar u * v. 
(a) lul] = 1, ||v|| = 2, o ângulo entre u e v é 7/6. 
(b) Ilul| = 2, ||v|| = 3, o ângulo entre u e v é 135º. 


3. Em cada parte, determine se u e v fazem um ângulo agudo, um 
ângulo obtuso ou se são ortogonais. 
(a) u=7i + 3j + 5k, v = —8i + 4j + 2k 
(b) u= 6i +j+ 3k, v= 4i — 6k 
(c) u= (1,1, 1), v= (—1, 0, 0) 
(d) u= (4, 1,6), v= (—3, 0, 2) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


4. O triângulo no espaço tridimensional com vértices (—1, 2, 3), 
(2, —2, 0) e (3, 1, —4) tem um ângulo obtuso? Justifique sua 
resposta. 


5. A figura a seguir mostra oito vetores que estão espaçados 
igualmente em torno de um círculo de raio 1. Determine o 
produto escalar de vo com cada um dos outros sete vetores. 


6. A figura a seguir mostra seis vetores que estão igualmente 
espaçados em torno de um círculo de raio 5. Determine o 
produto escalar de vo com cada um dos outros cinco vetores. 


3. Para os vetores u e v do exercício precedente, se o ângulo entre 
u e v for 7/3, então ||v]|| = 


4. Os cossenos diretores de (2, —1,3) são cos œ = 
cos 8 = ecos y = 


5. A projeção ortogonal de v = 10i sobre b = —3i + j é 


VON 


Figura Ex-5 Figura Ex-6 


« (a) Use vetores para mostrar que A(2, —1, 1), B3, 2, —1) e 


C(7, 0, —2) são vértices de um triângulo retângulo. Em 
qual vértice está o ângulo reto? 

(b) Use vetores para encontrar os ângulos interiores do tri- 
ângulo com vértices (—1, 0), (2, —1) e (1, 4). Dê os 
ângulos até o grau mais próximo. 


. (a) Mostre que se v = ai + bj for um vetor no espaço bidi- 


mensional, então os vetores 
vi=-bi+aj e w=bi—aj 


são ambos ortogonais a v. 

(b) Use o resultado da parte (a) para determinar dois veto- 
res unitários que sejam ortogonais ao vetor v = 3i — 2j. 
Esboce os vetores V, V; € V2. 


. Explique por que cada uma das seguintes expressões não 


faz sentido. 
(a) u’ (v: w) (b) (uv) + w 
(œ) Ilu- vl| (d) a: (u+ v) 


10. 


Explique por que cada uma das seguintes expressões faz 
sentido 

(a) (ue v)w 
(Ju v+a 


(b) (ue v)(vew) 
(d) (au): v 


11. 


12. 


13. 


14. 


Verifique as partes (b) e (c) do Teorema 11.3.2 com os vetores 
u = 6i — j + 2k, v = 2i + 7j + 4k, w =i+j— 3kea= - 5. 


Sejam u = (1, 2), v = (4, —2) e w = (6, 0). Determine 
(a) u: (7v +w) (b) |u + w)w!]] 
(c) Ifull(v + w) (d) «Ilullv) + w 


Determine r tal que o vetor do ponto A(l, —1, 3) ao ponto 
B(3,0, 5) seja perpendicular ao vetor que parte de A ao pon- 
to P(r, r, 1). 


Determine dois vetores unitários no espaço bidimensional que 
façam um ângulo de 45º com 4i + 3j. 


15-16 Determine os cossenos diretores de v e confirme que eles sa- 
tisfazem a Equação (5). Então, use os cossenos diretores para apro- 
ximar os ângulos diretores até o grau mais próximo. W 


15. 
16. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


17. 


20 


18. 


19. 


(a) v=i+j-—k 
(a) v= 3i — 2j — 6k 


(b) v=2i—2j+k 
(b) v= 3i-— 4k 


Mostre que os cossenos diretores de um vetor satisfazem 
2 2 
cos?a-+cos?B-+cos?y=1 


Sejam 0 e À os ângulos mostrados na figura a seguir. Mostre 
que os cossenos diretores de v podem ser expressos como 


cosa = cos À cos 6 
cos 8 = cos A sen 0 
cos y = sen À 


[Sugestão: Expresse v em forma de componentes e nor- 
malize.] 


A figura abaixo mostra um cubo. 

(a) Determine o ângulo entre os vetores d e u até o grau 
mais próximo. 

(b) Faça uma conjectura sobre o ângulo entre os vetores d 
e v e confirme sua conjectura calculando o ângulo. 


Figura Ex-18 


Figura Ex-19 


. Mostre que os vetores não nulos v; e v2 são ortogonais se e 


somente se seus cossenos diretores satisfazem 


cos « cos 3 + cos Bj cos 2 + cos yı cos y = O 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Use o resultado do Exercício 18 para determinar os ângulos 
diretores do vetor mostrado na figura até o grau mais próximo. 


Figura Ex-21 


Determine, até o grau mais próximo, o ângulo agudo formado 
por duas diagonais de um cubo. 


Determine, até o grau mais próximo, os ângulos que uma 
diagonal de uma caixa com dimensões 10 cm por 15 cm por 
25 cm faz com as arestas da caixa. 


Em cada parte, determine o componente vetorial de v ao longo 
de b e o componente vetorial de v ortogonal a b. Então, esboce 
os vetores V, projp V € V — projp V. 

(a) v=2i-j, b=3i+ 4j 

(b) v= (4,5), b= (1, —2) 

(ce) v= —3i — 2j, b=2i +j 


Em cada parte, determine o componente vetorial de v ao longo 
de b e o componente vetorial de v ortogonal a b. 

(a) v=2i— j+ 3k, b=i+2j+ 2k 

(b) v= (4, —1, 7), b = (2, 3, — 6) 


26-27 Expresse o vetor v como a soma de um vetor paralelo a b e 
um vetor ortogonal a b. E 


26. 


27. 


(a) v=2i— 4j, b=i+j 
(b) v= 3i+j-— 2k, b= 2i — k 
(c) v= 4i — 2j + 6k, b = —2i + j — 3k 


(a) v= (—3, 5), b = (1, 1) 
(b) v= (—2, 1,6), b = (0, —2, 1) 
(O) v= (1,4, 1), b= (3, —2, 5) 


28-31 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


Se a * b = a ° c e a Æ 0, então b = c. 
Se v e w forem vetores ortogonais não nulos, então v + w Æ 0. 


Se u for um vetor unitário paralelo a um vetor não nulo v, então 
u v = lvl. 


Se v e b forem vetores não nulos, então a projeção ortogonal de 
v sobre b será um vetor paralelo a b. 


Se L for uma reta no espaço bi ou tridimensional que passa 
pelos pontos A e B, então a distância de um ponto P à reta L é 
igual ao comprimento do componente do vetor AP que é orto- 
gonal ao vetor AB (ver figura a seguir). Use esse resultado para 
determinar a distância entre o ponto P(1,0) e a reta que passa 
por A(2, —3) e B(5,1). 


794 Cálculo 


P 
43. Prove que 
E la + vl? + lu — vl? = 2IJulf? + 2]lvP 
A B i É 
Pigura Exa e interprete o resultado geometricamente, transladando-o 
33. Use o método do Exercício 32 para determinar a distância do para um teorema sobre paralelogramos. 
ponto P(—3, 1, 2) à reta que passa pelos pontos A(1, 1, 0) e ; 1 2 1 2 
B(-2,3,-4), 44. Prove: u v = zlu + vilt — zlu — vll“. 


34. Conforme mostrado na figura abaixo, uma criança com uma 
massa de 34 kg repousa sobre um escorregador liso (sem 


i paini A a a E 
atrito), que está inclinado em um ângulo de 27º com o chão. 45. Mostre que se vi, V2 e v3 forem vetores não nulos mutuamente 
Quanta força a criança exerce sobre o escorregador e quanta ortogonais no espaço tridimensional, e se um vetor v no espaço 
força deve ser aplicada na direção de P para evitar que a crian- tridimensional for expresso como 
ça deslize para baixo no escorregador? Tome a aceleração de- 
vido à gravidade como 9,8 m/s?. V = C1V1 + Covo + Cava 

35. Para a criança do Exercício 34, quanta força deve ser aplicada então os escalares c1, c2 e c3 são dados pelas fórmulas 
na direção e no sentido de Q (mostrado na figura) para evitar 2 3; 

a c= (v: v/v, i=1,2,3 


que a criança deslize para baixo no escorregador? 


46. Mostre que os três vetores 


vi=3i—j+2k, vw=i+j-k, v =i- 5j-— 4k 


são mutuamente ortogonais e, então, use o resultado do Exercí- 
cio 45 para determinar os escalares c1, C2 e c3 tais que 


Figura Ex-34 Figura Ex-35 


e civitcvo+oevs3=i-j+Kk 
36. Suponha que o escorregador do Exercício 34 tenha 4 m de com- 


primento. Dê uma estimativa para o trabalho efetuado pela gra- 1747 
vidade se a criança deslizar ao longo de todo o escorregador. 


« Dado x em (—%, +00), sejam u(x) o vetor que vai da origem ao 
ponto P(x, y) da curva y = x? + 1 e v(x) o vetor que vai da ori- 


37. Uma caixa é arrastada ao longo do chão por uma corda que gem ao ponto Q(x, y) da reta y = —x — 1. 
aplica uma força de 50 lb em um ângulo de 60º com o chão. (a) Use um CAS para determinar, até o grau mais próximo, o 
Quanto trabalho é realizado para movimentar a caixa 15 pés? ângulo mínimo entre u(x) e v(x) com x em (—00, +00). 


(b) Determine se existem valores reais de x com os quais u(x) 


38. Determine o trabalho realizado pela força F = — 3j (libras) e v(x) sejam ortogonais. 
aplicada a um ponto que se move sobre um reta de (1, 3) a 
(4, 7). Suponha que a distância seja medida em pés. c|48. Seja u um vetor unitário no plano xy de um sistema de coordena- 


das xyz e seja v um vetor unitário no plano yz. Sejam 0, o ângulo 
entre u e i, 02 0 ângulo entre v e k e seja 0 o ângulo entre u e v. 
(a) Mostre que cos 6 = + sen 6 sen 62. 


39. Uma força de F = 4i — 6j + k newtons é aplicada a um ponto 
que se move uma distância de 15 metros na direção e sentido 


do vetor i + j + k. Quanto trabalho foi realizado? (b) Determine 0 se 8 for agudo e 0; = 6, = 45º. 

40. Um barco viaja 100 metros exatamente para o norte enquanto o (c) Use um CAS para determinar, até o grau mais próximo, os 
vento exerce uma força de 500 newtons em direção ao nordes- valores máximo e mínimo de 6 se 9 for agudo e 6) = 26). 
te. Quanto trabalho o vento faz? 49. Prove as partes (b) e (e) do Teorema 11.3.2 com vetores no es- 


paço tridimensional. 


ENFOCANDO CONCEITOS 50. Texto Discuta algumas das semelhanças e das diferenças en- 


41. Sejam u e v lados adjacentes de um paralelogramo. Use tre as propriedades da multiplicação de números reais e as do 
vetores para provar que as diagonais do paralelogramo são produto escalar de vetores. 
perpendiculares se os lados forem de comprimentos iguais. 


51. Texto Discuta os méritos da seguinte afirmação: “Suponha 


42. Sejam u e v lados adjacentes de um paralelogramo. Use que uma identidade algébrica envolva apenas a adição, a sub- 
vetores para provar que o paralelogramo é um retângulo se tração e a multiplicação de números reais. Se os números fo- 
as diagonais tiverem os mesmos comprimentos. rem substituídos por vetores e a multiplicação pelo produto es- 


calar, resultará uma identidade envolvendo vetores.” 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.3 


A DE 


1.8 2. 25 (b) 7 10 (d) —6 za. A; 
(a) (b) 7 (© (d) E VR q 


5. 9i— 3j 
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11.4 PRODUTO VETORIAL 


Em muitas aplicações de vetores na Matemática, na Física e na Engenharia, existe a 
necessidade de determinar um vetor que seja ortogonal a dois vetores dados. Nesta seção, 
discutiremos um novo tipo de multiplicação de vetores que pode ser usada para esse fim. 


E DETERMINANTES 

Alguns dos conceitos que desenvolveremos nesta seção exigem ideias básicas sobre deter- 
minantes, que são funções que associam valores numéricos a arranjos quadrados de núme- 
ros. Por exemplo, se a1, a2, b1 e b2 forem números reais, então definimos um determinante 


2x2por 
prt ab — a2b1 (1) 


O propósito das flechas é ajudar a lembrar a fórmula — o determinante é o produto das en- 
tradas da flecha que vai para a direita menos o produto das entradas da flecha que vai para a 
esquerda. Por exemplo, 


p- GS) = C2(4) = 15 + 8 = 23 


Um determinante 3 x 3 é definido em termos de determinantes 2 x 2 por 


a a das 
bı b bi b bi b 

bi bh blsa alel talo (2) 
2 Ci C3 Cci C2 

Ci C3 €3 


O lado direito desta fórmula é facilmente lembrado notando que a1, az e a; são as entradas na 
primeira “linha” do lado esquerdo, e os determinantes 2 x 2 do lado direito surgem suprimin- 
do a primeira linha e uma coluna apropriada do lado esquerdo. O padrão é o seguinte: 


a a2 a3 asaz la asd lay az 
bı b2 b3/=aj|bi b2 b3|-a|bı b2 ba|+as|by b2 b3 
cy C2 C3 ci C3 c3 ci Cp c3 ci co ch 
Por exemplo, 
3 —2 —5 
4 —4 1 —4 l1 4 
14 -4| =3| -2| +9 | 
0 3 2 3 2 0 2 0 3 


= 3(20) + 2(2) — 5(3) = 49 


Há, também, definições para determinantes 4 x 4, 5 x 5 e ordens maiores, mas não 
precisaremos delas neste livro. As propriedades dos determinantes são estudadas em um ramo 
da Matemática chamado de Álgebra Linear, mas precisaremos apenas das duas propriedades 
dadas no teorema seguinte. 


11.4.1 TEOREMA 


(a) Se duas linhas do arranjo de um determinante são iguais, então o valor do determi- 
nante é Q. 


(b) Trocando entre si duas linhas do arranjo de um determinante, multiplicamos o valor 
desse determinante por — 1. 


796 


Cálculo 


Daremos as provas das partes (a) e (b) para determinantes 2 x 2 e deixaremos as provas 
para determinantes 3 x 3 como exercícios. 


DEMONSTRAÇÃO (a) 


a a 
" | = am -ma =0 
a a 
DEMONSTRAÇÃO (b) 
bi b q u 
= bja boa, = —(ajb; — abı) = 
do a 142 — b241 (aib — abı) bi b 


E PRODUTO VETORIAL 
Agora passamos para o conceito principal desta seção. 


11.4.2 DEFINIÇÃO Seu = (u, u2, U3) € V = (vi, V2, v3) forem vetores no espaço tridi- 
mensional, então o produto vetorial u x v é o vetor definido por 


(3) 


ou de modo equivalente, 


u X V = (uxv3 — uzv2)i — (u1v3 — u3v1) j + (uiv — uovi)k 


Observe que o lado direito da Fórmula (3) tem a mesma forma que o lado direito da Fór- 
mula (2), a diferença sendo a notação e a ordem dos fatores dos três termos. Assim, podemos 
reescrever (3) como 


1 o j k 
UX v=|uy V u3 (5) 
o ta w 


Entretanto, isso é somente um esquema mnemônico e, na verdade, não é um determinante, 
uma vez que as entradas em um determinante são números, não vetores. 


> Exemplo 1 Sejam u = (1, 2, —2) e v = (3, 0, 1), Determine 


(a) uxv (b) vxu 
Solução (a) 
i j k 
ux v=1 2 —2 
3 0 l 
2 -2 1 -2 1 2 
= a ; k=2i—7i— 6k 
1? p il o Ee 


Solução (b) Poderíamos usar o método da parte (a), mas não é realmente necessário efe- 
tuar qualquer conta. Precisamos apenas observar que, trocando u com v, trocamos a segunda 
com a terceira linha em (5), o que, por sua vez, troca entre si as linhas dos determinantes 
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2 x 2 em (3). Contudo, trocando as linhas de um determinante 2 x 2, invertemos o seu sinal, 
de modo que o efeito final da troca dos fatores em um produto vetorial é inverter o sinal dos 
componentes. Assim temos, simplesmente, 


vxu=-—(uxvwy=-2i+Tj+6k «4 


> Exemplo 2 Mostre que u x u = 0 com qualquer vetor u no espaço tridimensional. 


Solução Poderíamos tomar u = ui + u2j + u3k e aplicar o método da parte (a) do Exem- 
plo 1 para mostrar que 
i j k 
ux u=|u, Uu? Uu3| = 0 
Uui Uu? U3 


Entretanto, o cálculo efetivo é desnecessário. Precisamos somente observar que se os dois 
fatores no produto vetorial são os mesmos, então cada determinante 2 x 2 em (3) é zero, pois 
suas linhas são idênticas. Assim, u x u = 0 por inspeção. <4 


E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DO PRODUTO VETORIAL 


Nosso próximo objetivo é estabelecer algumas das propriedades algébricas básicas do pro- 
duto vetorial. No que segue, é conveniente que o leitor não esqueça as diferenças essenciais 
entre o produto vetorial e o produto escalar: 


e O produto vetorial está definido somente para vetores no espaço tridimensional, en- 
quanto que o produto escalar está definido para vetores no espaço bi e tridimensional. 


e O produto vetorial de dois vetores é um vetor, enquanto que o produto escalar de dois 
vetores é um escalar. 


As principais propriedades algébricas do produto vetorial estão listadas no teorema 
a seguir. 


11.4.3 TEOREMA Seu, ve w forem vetores no espaço tridimensional e a for um 
escalar, então 


Em multiplicações numéricas ordiná- (a) uxv=—(vxu) 


rias e produtos escalares, a ordem Es 
dos fatores não importa, mas no pro- (b) Rosi (v + w) m (u x v) e (u és w) 


duto vetorial ela é importante. A par- (c) (uU +v) x w= (u x w) + (v x w) 
te (a) do Teorema 11.4.3 mostra que, 

trocando a ordem dos fatores no pro- (d) a(u x v ) = (au) x v = u x (av) 
duto vetorial, invertemos o sentido do 

vetor resultante. (e) ux0=0xu=0 


f uxu=0 


As partes (a) e (f) foram tratadas nos Exemplos 1 e 2. As outras provas são deixadas como 
exercícios. 

Os seguintes produtos vetoriais ocorrem tão frequentemente que é útil familiarizar-se 
com eles: 


ixj=k jxk=i kxi=j © 


798 Cálculo 


i j 
Figura 11.4.1 


ADVERTÊNCIA 


Confirme que o vetor u x v no Exem- 
plo 3 é ortogonal a u e v calculando 
u. (u x v)e v: (ux v). 


Esses resultados são facilmente obtidos; por exemplo 


0 qi 0 


i j k 
i XxX j = 1 0 (0) == i 

O 1 0 
Entretanto, em vez de calcular esses produtos vetoriais cada vez que forem utilizados, é me- 
lhor usar o diagrama da Figura 11.4.1. Nesse diagrama, o produto vetorial de dois vetores 
consecutivos no sentido anti-horário é o próximo vetor a seguir, e o produto vetorial de dois 


vetores consecutivos no sentido horário é o negativo do próximo vetor a seguir. 


Podemos escrever um produto de três números reais como uvw, pois a lei associativa u(vw) = (uv)w garante o 
mesmo valor para o produto, não importa onde os parênteses forem colocados. Contudo, a lei associativa não é 
válida para os produtos vetoriais. Por exemplo, 

ix(xp=ix0=0 e (ixjxj=kxj=-i 


e, portanto, i x (j x j) (ix j) x j. Assim, não podemos escrever o produto vetorial de três vetores como 
u x y x w, uma vez que essa expressão é ambígua sem parênteses. 


E PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DO PRODUTO VETORIAL 

O seguinte teorema mostra que o produto vetorial de dois vetores é ortogonal a ambos os 
fatores. Essa propriedade do produto vetorial será utilizada seguidamente nas próximas 
seções. 


11.4.4 TEOREMA Seu e v forem vetores no espaço tridimensional, então 


(a) u: (u x v)=0 


(b) v- xv)=0 


(u x v é ortogonal a u) 


(u x v é ortogonal a v) 


Demonstraremos a parte (a). A prova da parte (b) é análoga. 


DEMONSTRAÇÃO (a) Sejam u = (u1, u2, U3) € V = (vi, v2, V3). Então, de (4), 
U X V = (U03 — U3V2, U3V] — U13, U1U2 — U201) (7) 
e, portanto, 


u(uxv)=ui(uovs— u3zv2) + ux(u3vı — usvs) + u3(uv2 — uv) = 0 E 


> Exemplo 3 Encontre um vetor que seja ortogonal aos vetores u = (2, —1,3) e 
v=(—7,2,-—1). 


Solução Pelo Teorema 11.4.4, o vetor u x v será ortogonal a u e v. Calculando, obtemos 


i j k 
uxv=| 2 -l1 3 
=7 2 -l1 
—1 ; 2 3s 2 =l : a 
= E pis i+ 7 p= Si 19) — 3k 
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uxv Pode se provar que se u e v forem vetores não nulos e não paralelos, então o sentido de 
T u x v relativo a u e v é determinado pela regra da mão direita;* isto é, se os dedos da mão 
direita estão postos em forma de concha, de tal forma que eles fecham de u para v no sentido 
de rotação que leva u em v com menos de 180°, então o polegar irá apontar grosseiramente na 
direção deu x v (Figura 11.4.2). Por exemplo, afirmamos em (6) que 


ixj=k jxk=i kxi=j 


que está de acordo com a regra da mão direita (verifique). 
O teorema a seguir lista mais algumas propriedades geométricas importantes do pro- 
duto vetorial. 


Figura 11.4.2 


11.4.5 TEOREMA Sejam u e v vetores não nulos do espaço tridimensional, e seja 0 o 
ângulo entre esses vetores quando estiverem posicionados de tal forma que os seus pontos 
iniciais coincidam. 

(a) lu x vil = llul] Ivi] sen O 


(b) A área A do paralelogramo que tem u e v como lados adjacentes é 


A=Iux v| (8) 


(c) u x v=0se, e somente se, u e v forem vetores paralelos, isto é, se e somente se eles 
forem múltiplos escalares um do outro. 


DEMONSTRAÇÃO (a) 


Iullivilseng = |ul|lv|iv4 — cos? 0 
(uv)? 
= Iulliviy! = Fav 


= VIulP Iv? — (uv? 
= vu? + us + us) (uv? + v2 + v$) — (uyvi + ugvz + u3v3)? 


= V uva — uzv)? + (uva — usvi)? + (uv — uzv)? 


= jux vl 


DEMONSTRAÇÃO (b) Com referência à Figura 11.4.3, o paralelogramo que tenha u e v como 
lados adjacentes pode ser visto como tendo base |jul| e altura ||v|| sen 6. Assim, sua área A é 


A = (base)(altura) = |jul lvl sen9 = |u x v| 


DEMONSTRAÇÃO (c) Supondo que u e v sejam vetores não nulos, segue da parte (a) que 
u x v = 0 se, e somente se, sen 6 = 0; isso é verdadeiro se, e somente se, 6 = 0 ou 0 = x (uma 
vez que O < 0 < 7). Geometricamente, isso significa que u x v = 0 se, e somente se, u e v 
forem vetores paralelos. E 


Figura 11.4.3 


> Exemplo 4 Determine a área do triângulo determinado pelos pontos P;(2, 2, 0), 
P(—1, 0, 2) e P3(0, 4, 3). 


* Lembre-se de que concordamos em considerar, neste livro, somente sistemas de coordenadas que satisfaçam a regra da mão direita. 
Se tivéssemos usado sistemas de coordenadas que satisfazem a regra da mão esquerda, usaríamos aqui uma “regra da mão esquerda.” 


800 Cálculo 
AZ 
P(—1, 0, 2) P3(0, 4, 3) 
y 
> 
P,(2,2,0) 


Figura 11.4.4 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Muitas calculadoras estão munidas 
das operações produto vetorial e de- 
terminante. Se você tiver uma calcu- 
ladora que tenha essa capacidade, 
use-a para conferir as contas dos 
Exemplos 1 e 5. 


Figura 11.4.5 


Segue da Fórmula (10) que 


TERT VAS EM 


O + ocorre quando u faz um ângulo 
agudo com v x we o — ocorre quan- 
do ele faz um ângulo obtuso. 


Solução A área A do triângulo é a metade da área do paralelogramo determinado pelos ve- 
— 5 —> —> 
tores P;P, e P;P3 (Figura 11.4.4). No entanto, PiP) = (—3, —2, 2) e P,P; = (—2, 2, 3), logo, 
—>_ —S 
PP, x P,P; = (—10,5, —10) 


(verifique) e consequentemente 


IIDE x PP 15 
A = 3l PP x PRI|=7 <4 


E PRODUTO MISTO 


Seu = (41,42, U3), V = (V1, V2, V3) € W = (W1, W2, w3) forem vetores no espaço tridimensional, 
então o número 


u(vxw) 
é chamado de produto misto de u, v e w. Não é necessário calcular o produto escalar e o veto- 


rial para calcular o produto misto — o valor pode ser obtido diretamente da fórmula 


ui U2 Us 
u: (vx wW=|v vw vu (9) 
wy W2 W3 


cuja validade pode ser vista escrevendo 


v v v V3 |. v v 
u- (vx w=u: 2 3 |e JU 3 fj+ 1 2 |k 
w2 w3 wi w3 w; w2 
v v v v v v 
= u 2 3l 1 3 us 1 2 
w2 W3 wi W3 wi w2 


> Exemplo 5 Calcule o produto misto u * (v x w) dos vetores 


u=3i-2)-5k, v=i+4j—4k, w=3]+2k 


Solução 
3 —2 -5 
u(vx wW= | 4 —4|=49 4 
0 3 2 


E PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DO PRODUTO MISTO 


Seu, v e w forem vetores não nulos no espaço tridimensional que estão posicionados de for- 
ma tal que os pontos iniciais coincidam, então esses vetores formam lados adjacentes de um 
paralelepípedo (Figura 11.4.5). O teorema seguinte estabelece uma relação entre o volume 
desse paralelepípedo e o produto misto de seus lados. 


11.4.6 TEOREMA Sejam u, v e w vetores não nulos no espaço tridimensional. 
(a) O volume V do paralelepípedo que tem u, v e w como arestas adjacentes é 


V=|u-(yvxw)| (10) 


(b) u: (v x w) = 0 se, e somente se, u, v e w estiverem situados no mesmo plano. 


w 
N 
A 

vV 

L—h = ||projyx wul] 


Figura 11.4.6 


Uma boa maneira de lembrar da Fór- 
mula (11) é observar que a segunda 
expressão nessa fórmula pode ser 
obtida da primeira deixando fixos os 
símbolos do produto escalar, do veto- 
rial e os parênteses, movendo-se para 
a direita os dois primeiros vetores e 
trazendo-se o terceiro vetor para a pri- 
meira posição. O mesmo procedimen- 
to produz a terceira expressão a partir 
da segunda e a primeira expressão a 
partir da terceira (verifique). 


Essa independência do sistema de 
coordenadas é importante em aplica- 
ções, pois nos permite escolher qual- 
quer sistema de coordenadas con- 
veniente para resolver um problema 
com plena confiança de que a esco- 
lha não afetará os cálculos que envol- 
vam produtos escalares ou vetoriais. 


Capítulo 11 / Espaço tridimensional; vetores 801 


DEMONSTRAÇÃO (a) Em referência à Figura 11.4.6, vamos considerar a base do paralele- 
pípedo com u, v e w como lados adjacentes como sendo o paralelogramo determinado por 
v e w. Assim, a área da base é Ivy x w|| e a altura A do paralelepípedo (mostrado na figura) 
é o comprimento da projeção ortogonal de u sobre o vetor v x w. Por consequência, da 
Fórmula (12) da Seção 11.3, temos 


Cu GxW) 


h = |iproj,, „ull ju e (v x w)| 
— Tr = = —————— 
PrOJyx w Iv x wl]? 


v x wl = 


Iv x wil 
Agora, segue que o volume do paralelepípedo é 


V = (área da base)(altura) = ||v x wlh= |u * (v x w)| 


DEMONSTRAÇÃO (b) Os vetores u, v e w situam-se no mesmo plano se, e somente se, o para- 
lelepípedo com esses vetores como lados adjacentes tiver volume zero (por quê?). Assim, da 
parte (a) os vetores situam-se no mesmo plano se, e somente se, u (vx w) = 0. E 


E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DO PRODUTO MISTO 


Observamos anteriormente, nesta seção, que a expressão u x v x w deve ser evitada, pois 
é ambígua sem parênteses. Entretanto, a expressão u - v x w não é ambígua — significa 
u (v x w), e não (u*v) x w, porque não podemos fazer o produto vetorial de um esca- 
lar com um vetor. Analogamente, a expressão u x v + w deve significar (u x v) + w, e não 
u x (vw). Desse modo, em uma expressão da forma u *v x w ou u x v* w, o produto ve- 
torial é feito primeiro e depois o produto escalar. 

Uma vez que trocando entre si duas linhas de um determinante, o seu valor fica multi- 
plicado por —1, fazendo-se duas trocas de linhas em um determinante não afeta o seu valor. 
Assim sendo, segue que 


u(vxw=w-(uxw=v:(wxu) (11) 


uma vez que os determinantes 3 x 3 que foram usados para calcular esses produtos mistos 
podem ser obtidos um do outro fazendo duas mudanças de linhas (verifique). 
Outra fórmula útil pode ser obtida reescrevendo a primeira igualdade em (11) como 


uc(vxw=(uxv)w 
e, então, omitindo os parênteses supérfluos para obter 


Uvxw=uXv:w (12) 


Em palavras, essa fórmula afirma que o produto escalar e vetorial no produto misto podem 
ser trocados (desde que os fatores sejam agrupados apropriadamente). 


E OS PRODUTOS ESCALAR E VETORIAL SÃO INDEPENDENTES DAS 
COORDENADAS 

Nas Definições 11.3.1 e 11.4.2, definimos o produto escalar e o vetorial de dois vetores em 

termos dos componentes daqueles vetores em um sistema de coordenadas. Assim, é teorica- 

mente possível que mudar o sistema de coordenadas poderia mudar u - v ou u x v, uma vez 

que os componentes de um vetor dependem do sistema de coordenadas que foi escolhido. 

Entretanto, as relações 


u-v=IulIjvicos 6 (13) 
Iv x wll = llull Ijvllsen O (14) 


que foram obtidas nos Teoremas 11.3.3 e 11.4.5 mostram que esse não é o caso. A Fórmula 
(13) mostra que o valor de u * v depende apenas do comprimento dos vetores e o ângulo entre 
eles — e não depende do sistema de coordenadas. Analogamente, a Fórmula (14), em combi- 
nação com a regra da mão direita e com o Teorema 11.4.4, mostra que u x v não depende do 
sistema de coordenadas (enquanto se mantenha a regra da mão direita). 
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World Perspectives/Getty Images 

Os astronautas usam ferramentas que 
foram projetadas para limitar forças 
que provocariam movimentos rota- 
cionais indesejados a um satélite. 


100G = j) 


(b) 


Figura 11.4.8 


E MOMENTOS E MOVIMENTO ROTACIONAL NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 

Os produtos vetoriais desempenham um papel importante na descrição do movimento rota- 
cional no espaço tridimensional. Por exemplo, suponha que um astronauta em uma missão 
para consertar um satélite no espaço aplique uma força F em um ponto Q da superfície de um 
satélite esférico. Se a força for dirigida ao longo de uma reta que passa pelo centro P do saté- 
lite, então a segunda lei do movimento de Newton implica que a força acelerará o satélite na 
direção e sentido de F. Entretanto, se o astronauta aplicar a mesma força a um ângulo 6 com o 
vetor PQ, então F tende a causar uma rotação bem como uma aceleração na direção e sentido 
de F. Para ver por que isso ocorre, vamos decompor F na soma de componentes ortogonais 
F=F,+F,, onde F; é a projeção ortogonal de F sobre o vetor PQ e F, é o componente de 
F ortogonal a PQ (Figura 11.4.7). Uma vez que a força F; age ao longo da reta que passa 
pelo centro do satélite, contribui para a acelereção linear do satélite, mas não causa nenhuma 
rotação. No entanto, a força F, é tangente ao círculo em torno do satélite no plano de Fe PQ, 
assim ela causa a rotação do satélite em torno do eixo que é perpendicular a esse plano. 


Figura 11.4.7 


Você sabe, de sua própria experiência, que a “tendência” para a rotação em torno de um 
eixo depende tanto do tamanho da força quanto de quão longe do eixo ela for aplicada. Por 
exemplo, é mais fácil fechar um porta empurrando-a perto da fechadura do que aplicar a mesma 
força perto das dobradiças. Assim, a tendência de rotação do satélite pode ser medida por 


—> 
IPÒINE» a5) 


Entretanto, ||F2|| = ||F|| sen 0, logo podemos reescrever (15) como 
—> —> 
IPOIIFlsend = || PQ x FI 


Isso é chamado de momento escalar ou torque de F sobre o ponto P. Os momentos escalares 
têm unidades de força vezes a distância — libra-pé ou newton-metro, por exemplo. O vetor 
PQ x Fé chamado de momento vetorial ou vetor torque de F sobre P. 

Lembrando que a direção e o sentido de PQ x F são determinados pela regra da mão 
direita, segue que a direção da rotação em torno de P que resulta aplicando a força F no ponto 
Q é anti-horária olhando de cima para baixo no eixo de PỌ x F (Figura 11.4.7). Assim, o 
momento vetorial PQ x F capta a informação essencial sobre o efeito rotacional da força — a 
magnitude do produto vetorial fornece o momento escalar da força e o vetor do produto veto- 
rial fornece o eixo e direção da rotação. 


> Exemplo 6 A Figura 11.4.8a mostra a força F de 100 N aplicada na direção z positiva, 
no ponto Q(1, 1, 1) de um cubo, cujos lados têm 1 m de comprimento. Admitindo que o 
cubo esteja livre para rodar em torno do ponto P(0,0,0) (a origem), determine o momento 
escalar da força sobre P e descreva a direção da rotação. 
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Solução O vetor força é F = 100k e o vetor de Pa Q é PÔ =i + j + k, logo o momento 


vetorial de F sobre P é 


— 1 
PÓxF=|1 1/1 
0 


j k 
= 100i — 100j 
0 100 


Assim, o momento escalar de F sobre P é ||100i — 100j|| = 100,2 = 141 N-m e a direção 
da rotação é anti-horária olhando ao longo do vetor 100i — 100j = 100(i — j) em direção a 
seu ponto inicial (Figura 11.4.8b). < 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.4 (Ver página 805 para respostas.) 


3 2 1 
Lol J- 6) |3 2 1l= 
S5 6 


2. (1,2,0) x (3,0,4) = 


3. Suponha que u, v e w sejam vetores no espaço tridimensional 
tais que u x v = (2, 7,3) e u x w = (—5, 4, 0). 
(a) uxu= (b) vxu= 


EXERCÍCIOS 11.4 CAS 


(c) ux(v+w)= 
(d) u x (Qw)= 


4. Sejam u = i — 5k, v = 2i — 4j + k e w = 3i — 2j + 5k. 
(a) u: (yv x w)= 
(b) O paralelepípedo de lados adjacentes u, v e w tem volume 
V = 


1. (a) Use um determinante para encontrar o produto vetorial 
ix(i+j+k) 


(b) Verifique sua resposta da parte (a) reescrevendo o produto 
vetorial como 


ix(i+j+tb=(xiD)+(ixj)+(ixk 
e calculando cada termo. 


2. Em cada parte, use os dois métodos do Exercício 1 para 
determinar 
(a) jx(i+j+k) (b) kx (1 +j+k) 

3-6 Determine u x v e verifique que é ortogonal au e a v. E 

u= (1,2, —3); v= (— 4, 1,2) 

u = 3i + 2j — k, v = —i — 3j + k 

u= (0, 1, —2), v = (3, 0, — 4) 

u= 4i +k, v=2i-j 


Jan Roy» 


Sejam u = (2, —1, 3), v = (0, 1, 7) e w = (1, 4, 5). Determine 
(a) u x (v x w) (b) (ux v) x w 
(c) (u x v) x (v x w) (d) (v x w) x (u x v) 


c|8. Use um CAS ou uma calculadora que possa calcular determi- 
nantes ou produtos vetoriais para resolver o Exercício 7. 


9. Determine os cossenos diretores de u x v com os vetores u e v 
na figura a seguir. 


Figura Ex-9 
10. Determine dois vetores unitários que sejam ortogonais a 
u= —7i+3j+k, v=2i+ 4k. 


11. Determine dois vetores unitários que sejam perpendiculares ao 
plano determinado pelos pontos A(0, —2, 1), B(1, —1, —2) e 
C(—1,1,0). 


12. Determine dois vetores unitários que sejam paralelos ao plano 
yz e perpendiculares ao vetor 3i — j + 2k. 


13-16 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


13. Se o produto vetorial de dois vetores não nulos for o vetor zero, 
então cada um dos dois vetores será um múltiplo escalar do outro. 


14. Dados quaisquer vetores a, b e c, temos a x (b x c) = 
(ax b) xc. 


15. Sev x u= v x we v + 0, então u = wW. 


16. Se u = av + bw, então u - v x w = 0. 
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17-18 Determine a área do paralelogramo que tem u e v como la- 
dos adjacentes. E 


17. u=i-j+2k v=3j)+k 

18. u=2i+3j, v=-—i+2j—-2k 

19-20 Determine a área do triângulo de vértices P, Q e R. E 
19. P(1,5, —2), Q(0, 0, 0) e R(3,5, 1) 

20. P(2,0, —3), 0(1,4,5) e R(7, 2, 9) 

21-24 Determine u - (v x w). E 

21. u=2i-3j+k, v=4+j-3k w=j+5k 

22. u = (1, —2, 2), v=(0,3,2), w = (— 4, 1, —3) 

23. u= (2, 1,0), v= (1, —3, 1), w = (4,0, 1) 

24. u=i, v=i+j,w=i+j+k 


25-26 Use um produto misto para determinar o volume do paralele- 
pípedo que tem u, v e w como arestas adjacentes. EH 

25. u= (2, —6, 2), v = (0, 4, —2), w= (2, 2, — 4) 

26. u=3i+j+2k, v=4+5j+k w=i+ 2j+ 4k 


27. Em cada parte, use um produto misto para determinar se os 
vetores situam-se no mesmo plano. 
(a) u= (1, —2, 1), v = (3, 0, —2), w= (5, —4, 0) 
(b) u= 5i-— 2j + k, v=4-j+k w=i-j 
(c) u= (4, —8, 1), v = (2, 1, —2)}, w = (3, —4, 12). 


28. Suponha que u (v x w) = 3. Determine 


(a) u. (w x v) (b) (vx wu 
(c) we(ux v) (d) v: (u x w) 
(e) (u x w)v (€) v- (wx w) 


29. Considere o paralelepípedo com as arestas adjacentes 


u=3i+2j+k 
v=i+j+2k 
w=i+3j+3k 


(a) Encontre o volume. 

(b) Encontre a área da face determinada por u e w. 

(c) Encontre o ângulo entre u e o plano contendo a face deter- 
minada por v e w. 


30. Mostre que, no espaço tridimensional, a distância d de um 
ponto P à reta L que passa pelos pontos A e B pode ser expres- 
sa como 


—> — 

IAP x AB 

d = — 5 
IAB || 


31. Use o resultado do Exercício 30 para determinar a distância 
entre o ponto P e a reta que passa pelos pontos A e B. 
(a) P(—3, 1, 2), A(1, 1,0), B(—2, 3, —4) 
(b) P(4,3), A(2, 1), B(0, 2) 


32. É um teorema da Geometria sólida que o volume de um tetrae- 
dro é l (área da base) - (altura). Use esse resultado para provar 
que o volume de um tetraedro cujas arestas são os vetores u, v 
ewéçiu: (vx w)]. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


33. Use o resultado do Exercício 32 para determinar o volume do 
tetraedro com vértices. 


P(-1,2,0), 002,1,-3), R(1,0,1), S(3,-—2,3) 


34. Seja do ângulo entre os vetores u = 2i + 3j — 6k e v = 2i + 
3j + 6k. 
(a) Use o produto escalar para determinar cos 0. 
(b) Use o produto vetorial para determinar sen 0. 
(c) Confirme que sen? 0 + cos? 0 = 1. 


35. Sejam 4, B, Ce D quatro pontos distintos no espaço tridi- 
mensional. Explique por que a reta que passa por A e B deve 
intersectar a reta que passa por Ce D se AB x CD £0€e 
> Do 
AC-(ABx CD) =0. 


36. Sejam A, Be C três pontos não colineares no espaço tridi- 
mensional. Descreva o conjunto, de todos os pontos P que 
satisfaçam a equação vetorial AP - (AB x AC) = 0. 


37. O que pode ser dito sobre o ângulo entre os vetores não nu- 
losuevseuv=Iju x vl)? 


38. Mostre que se u e v forem vetores no espaço tridimensio- 
nal, então 
la x vl? = llull]? — (uv? 


[Nota: Esse resultado, às vezes, é chamado de identidade 
de Lagrange.] 


39. A figura a seguir mostra uma força F de 10 lb aplicada na dire- 
ção y positivo ao ponto Q(1, 1, 1) de um cubo cujos lados têm 
um comprimento de 1 pé. Em cada parte, determine o momen- 
to escalar de F sobre o ponto P e descreva a direção de rotação, 
se houver, se o cubo estiver livre para rodar em torno de P. 

(a) P éo ponto (0, 0, 0) (b) P éo ponto (1, 0, 0) 
(c) P éo ponto (1, 0, 1) 


40. A figura a seguir mostra uma força F de 1.000 N aplicada no 
canto de uma caixa. 
(a) Determine o momento escalar de F sobre o ponto P. 
(b) Determine os ângulos diretores do momento vetorial de F 
sobre o ponto P até o grau mais próximo. 


xX 


Figura Ex-39 Figura Ex-40 


41. Conforme mostrado na figura a seguir, uma força de 200 N é 
aplicada em um ângulo de 18° no ponto próximo da ponta de 
uma chave inglesa. Encontre o momento escalar da força sobre 
o centro do parafuso. [Nota: Trate isso como um problema a 
duas dimensões. ] 
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46. (a) Use o resultado do Exercício 45 para mostrar que 
u x (v x w) situa-se no mesmo plano que v e w e que 


(u x v) x w situa-se no mesmo plano que u e v. 
(b) Use um argumento geométrico para justificar os resul- 
tados da parte (a). 


30 nr 


Figura Ex-41 
47. Em cada parte, use o resultado do Exercício 45 para provar a 
42. Prove as partes (b) e (c) do Teorema 11.4.3. identidade vetorial. 
(a) (axb)x(cxd)=(axb:dc-—-(axb-c)d 
43. Prove as partes (d) e (e) do Teorema 11.4.3. b) (axb)xe+bxe)xa+(exa)xb=0 
44. Prove a parte (b) do Teorema 11.4.1 para determinantes 3 x 3. 
[Nota: Dê a prova para as duas primeiras linhas.) Então use (b) 


para provar (a). 


48. Prove: Se a, b, c e d situam-se no mesmo plano quando posi- 
cionados com um ponto inicial comum, então 


(axb)x (cx d)=0 
ENFOCANDO CONCEITOS c|49. Use um CAS para aproximar a área mínima de um triângulo se 


dois de seus vértices estão em (2, —1, 0) e (3, 2, 2) e o terceiro 
vértice está sobre a curva y = In x no plano xy. 


45. As expressões da forma 

ux(vxw) e (uxv)xw ; ; E 
50. Se uma força F for aplicada a um objeto no ponto Q, então a 
são chamadas de produtos vetoriais triplos. Pode-se provar reta que passa por Q paralela a F é chamada de linha de ação 
com algum esforço que da força. Definimos o momento vetorial de F sobre o ponto 
P como sendo PQ x F. Mostre que se Q’ for qualquer ponto 

— 

sobre a linha de ação de F, então PÔ x F=PQ'x F;isto é, 
não é essencial usar o ponto de aplicação para calcular o mo- 


u x (v x w) = (u ° w)v — (u ° v)w 
(u x v) x w= (w' u)v — (w° v)u 


Essas expressões podem ser resumidas com a seguinte re- mento vetorial — qualquer ponto sobre a linha de ação serve. 
Ônica: SS SS —» . 

gra mnemônica: [Sugestão: Escreva PQ’ = PÔ + 00' e use as propriedades 

Produto vetorial triplo = (de fora + o remoto)adjacente do produto vetorial. ] 


= (de fora - adjacente)remoto 51. Texto Discuta algumas das semelhanças e das diferenças en- 


Tente descobrir o significado nesta regra de “de fora”, “re- tre a multiplicação de números reais e o produto vetorial de 
moto” e “adjacente” e, então, use a regra para encontrar os vetores. 
dois produtos vetoriais triplos dos vetores : dos aa ; x 

P P 52. Texto Discorra sobre o que significa dizer que a operação de 


u=i+3j-k v=i+j+2k w=3i-j+2k produto vetorial é “independente de coordenadas” e diga por 
que esse fato é relevante. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.4 


1. ()7 DO 2. 8i-4)-6k 3. (a) (0,0,0) (b) (-2,-7,-3) (c) (-3,11,3) (d) (-10,8,0) 4. (a) —58 (b)58. 


11.5 EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DE RETAS 


Nesta seção, discutiremos equações paramétricas de retas nos espaços bi e tridimensionais. 
No espaço tridimensional, as equações paramétricas de retas são especialmente 
importantes, pois fornecem, quase sempre, a forma mais conveniente de representação 
algébrica de retas. 


E RETAS DETERMINADAS POR UM PONTO E UM VETOR 
Uma reta no espaço bi ou tridimensional pode ser determinada de maneira única especifican- 
do um ponto da reta e um vetor não nulo paralelo à reta (Figura 11.5.1). Por exemplo, consi- 
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Uma única reta L passa 
por Po e é paralela a v. 


Figura 11.5.1 


OBSERVAÇÃO 


y= 


Figura 11.5.2 


dere uma reta L do espaço tridimensional que passe pelo ponto Po(xo, Yo, Zo) e seja paralela ao 
vetor não nulo v = (a, b, c). Então, L consiste precisamente naqueles pontos P(x, y, z) para os 
quais o vetor PoP é paralelo av (Figura 11.5.2). Em outras palavras, o ponto P(x, y, z) está na 
reta L se, e somente se, Po P é um múltiplo escalar de v, digamos 


PP = tv 
Essa equação pode ser escrita como 
(x — xo, Y — Yo, Z — Zo) = (ta, tb, tc) 
o que implica que 
x— xo= ta, y— y= tb, z—z=tc 
Assim, L pode ser descrita pelas equações paramétricas 
x=x+at, y=y+bt, z=z+ct 


Uma descrição análoga aplica-se a retas no espaço bidimensional. Resumimos essas descri- 
ções no seguinte teorema. 


11.5.1 TEOREMA 


(a) A reta no espaço bidimensional que passa pelo ponto Po(xo, Yo) e é paralela ao vetor 
não nulo v = (a, b) = ai + bj tem equações paramétricas 


= mari =w (1) 


(b) A reta no espaço tridimensional que passa pelo ponto Po(Xo, Yo, zo) e é paralela ao 
vetor não nulo v = (a, b, c) = ai + bj + ck tem equações paramétricas 


x=Xx+at, y= y +bt, z=zo+ct (2) 


Embora não esteja explicitado, entenda-se nas Equações (1) e (2) que —co < t < +æ, o que reflete o fato de que 
retas se estendem indefinidamente. 


> Exemplo 1 Encontre equações paramétricas da reta que passa 
(a) por (4,2) e é paralela a v = (—1,5); 
(b) por (1,2, —3) e é paralela a v = 4i + 5j — 7k; 


(c) pela origem do espaço tridimensional e é paralela a v = (1,1, 1). 


Solução (a) Por (1), com xo = 4, yo = 2, a = —1 e b = 5, obtemos 


x=4-t, y=2+5t 


Solução (b) Por (2), obtemos 
x=1+4t, y=2+5, z=—3- 7t 


Solução (c) Por (2), com xo = 0, yo = 0, zo = 0, a = 1, b = 1 e c = 1, obtemos 


x=íf, y=t, z=t 4 
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> Exemplo 2 
(a) Encontre equações paramétricas da reta L que passa pelos pontos P;(2, 4, —1) e P2(5, 0, 7). 
(b) Em que ponto essa reta intersecta o plano xy? 
Solução (a) O vetor PP; = (3, —4, 8) é paralelo a L, e o ponto P;(2,4, —1) está em L, de 
modo que, por (2), L tem equações paramétricas 
x=2+4+3t, y=4-—-4t, z=-—1+8t (3) 
Se tivéssemos utilizado P, como o ponto de L em vez de P}, teríamos obtido as equações 
x=5+3t y=—4t, z=7+8t 


Embora essas equações pareçam diferentes das obtidas usando P4, os dois conjuntos de equa- 
ções realmente são equivalentes, no sentido de que ambos geram a mesma reta L quando t 
varia de —oo a +o. Para ver isso, observe que se tı fornecer um ponto 


(x, y, z) = (2 + 3t, 4 — 4t, —1 + 8t1) 
de L usando o primeiro conjunto de equações, então t = tı — 1 dará o mesmo ponto 
(x, y, z) = (5 + 3h, —4h, 7 + 8t2) 
= (5+ 3(t — 1), —4(tı — 1), 7 + 8(tı — 1)) 
= (2 + 34, 4 — 4t, —1 + 8t) 


de L usando o segundo conjunto de equações. Reciprocamente, se t2 fornecer um ponto de L 
usando o segundo conjunto de equações, então tı = t2 + 1 fornecerá o mesmo ponto usando 
o primeiro conjunto. 


Solução (b) Segue de (3) na parte (a) que a reta intersecta o plano xy no ponto em que 
z= —1 + 8t = 0, ou seja, com t = t. Substituindo esse valor de t em (3), obtemos o ponto de 


interseção (x, y, z) = (5, 4,0). < 


> Exemplo 3 Sejam L; e L; as retas 
Lyx=1+4, y=5-4t, z=-1+5 
Lo:x=2+8t, y=4-3, z=5+t 
(a) As retas são paralelas? 
(b) As retas se intersectam”? 


Solução (a) Areta L; é paralela ao vetor 4i — 4j + 5k e areta Ly é paralela ao vetor 8i — 3j + k. 
Esses vetores não são paralelos, uma vez que nenhum é um múltiplo escalar do outro. Desse 
modo, as retas não são paralelas. 


Solução (b) Para L, e Ly intersectar em algum ponto (xo, yo, Zo), essas coordenadas teriam 
que satisfazer as equações de ambas as retas. Em outras palavras, teriam que existir valores tı 
e tħ para os parâmetros tais que 


xo = 1+4h, yo = 5 — 4t, mw=—1+5t 


w=2+8t, y=4-3th, w=5+tb 
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Os planos paralelos contendo 

retas reversas Lı e L podem ser 
determinados transladando cada 
reta até que uma intersecte a outra. 


Figura 11.5.3 


Isso leva a três condições em tj e tp, 
l+44=2+8t 
5—4 =4- 3h (4) 
-1 +54 =5+h 


Assim, as retas intersectam se houver valores de tj e t> que satisfaçam todas as três equações, 
e as retas não intersectam se não houver tais valores. O leitor deve estar familiarizado com os 
métodos para resolver sistemas de duas equações lineares com duas incógnitas. Porém, esse 
é um sistema de três equações lineares com duas incógnitas. Para determinar se esse sistema 
tem solução, resolveremos as duas primeiras equações para tı e h e, então, verificamos se es- 
ses valores satisfazem a terceira equação. 

Resolveremos as duas primeiras equações pelo método de eliminação. Podemos elimi- 
nar a incógnita t; somando as equações. Disso resulta a equação 


6=6+5t 


da qual obtemos t = 0. Podemos encontrar t; substituindo esse valor de t ou na primeira 
equação ou na segunda. Disso resulta t = L, Entretanto, os valores t, = t e to = O não satis- 
fazem a terceira equação em (4), logo as retas não intersectam. <4 


Duas retas no espaço tridimensional que não sejam paralelas e não intersectem (como 
as do Exemplo 3) são chamadas de retas reversas. Conforme ilustrado na Figura 11.5.3, 
quaisquer duas retas reversas situam-se em planos paralelos. 


E SEGMENTOS DE RETAS 


Às vezes, não estamos interessados na reta inteira, mas mais exatamente em algum segmento 
de uma reta. As equações paramétricas de um segmento de reta podem ser obtidas determi- 
nando as equações paramétricas para a reta inteira e, então, restringindo o parâmetro apro- 
priadamente de modo que seja gerado somente o segmento desejado. 


> Exemplo 4 Determine as equações paramétricas para o segmento de reta que une os 
pontos P;(2,4, —1) e P2 (5,0, 7). 


Solução Do Exemplo 2, a reta que passa pelos pontos P, e P> tem as equações paramétri- 
cas x = 2 + 3t, y = 4 — 4t, z = —1 + 8t. Com essas equações, o ponto Pı corresponde a t = 0 
e P, corresponde a t = 1. Assim, o segmento de reta que une P; e P2 é dado por 


x=2+3t, y=4-4t, z=-1+8t (O<t<l) 4 


E EQUAÇÕES VETORIAIS DAS RETAS 


Agora, mostraremos como a notação vetorial pode ser usada para expressar as equações pa- 
ramétricas de uma reta mais compactamente. Como dois vetores são iguais se, e somente se, 
seus componentes forem iguais, (1) e (2) podem ser escritos na forma vetorial como 


(x, y) = (xo + at, yo + bt) 
(x, y, zZ) = (xo + at, yo + bt, zo + ct) 
ou, de modo equivalente, como 
(x, y) = (xo, yo) + t(a, b) 5) 
(x, y, 2) = (xo, Yo, Zo) + Ha, b, c) (6) 


y= 


r=rọ+tv 


Figura 11.5.4 


Capítulo 11 / Espaço tridimensional; vetores 809 


Para a equação no espaço bidimensional, definimos os vetores r, ro e V como 


r= (x, y), ro = (Xo, Yo), v= (a, b) (7) 


e para a equação no espaço tridimensional, definimo-los como 


r= (17,2), To= (Xo, yo, Zo), V= (a, b,c) (8) 


Substituindo (7) e (8) em (5) e (6), respectivamente, obtém-se a equação 
r=r9+tv (9) 


em ambos os casos. Chamaremos essa equação de equação vetorial da reta no espaço bi ou 
tridimensional. Nessa equação, v é um vetor não nulo paralelo à reta e ro é um vetor cujos 
componentes são as coordenadas de um ponto da reta. 

Podemos interpretar a Equação (9) geometricamente posicionando os vetores ro e v com 
seus pontos iniciais na origem e o vetor ty com seu ponto inicial em Po (Figura 11.5.4). O vetor 
ty é um múltiplo escalar de v e, portanto, é paralelo a v e L. Além disso, uma vez que o pon- 
to inicial de ty é o ponto Po em L, esse vetor, de fato, está em L; portanto, o vetor r = ro + tv 
pode ser interpretado como o vetor que parte da origem a um ponto em L. Quando o parâmetro 
t varia de O a +%, o ponto final de r descreve a parte de L que se estende de Po na direção de 
v, e quando ż varia de O a —%, o ponto final de r descreve a parte de L que se estende de Po no 
sentido oposto a v. Assim, a reta inteira é traçada quando t varia sobre o intervalo (—oo, +00), 
sendo traçada na direção e sentido de v quando t cresce. 


> Exemplo 5 A equação 

(x, y, z} = (—1, 0, 2} + t(1, 5, —4) 
é da forma (9) com 

ro = (—1,0,2) e v= (1,5, —4) 


Desse modo, a equação representa a reta no espaço tridimensional que passa pelo ponto 
(—1, 0, 2) e é paralela ao vetor (1,5, — 4). 4 


> Exemplo 6 Determine uma equação da reta no espaço tridimensional que passa pelos 
pontos P;(2, 4, — 1) e P2(5, 0, 7). 


Solução O vetor 
—> 
PP = (3, —4, 8) 


é paralelo à reta, logo pode ser usado como vetor v em (9). Para ro, podemos usar o vetor que 
vai da origem a P; ou o vetor que vai da origem a P2. Usando o primeiro, obtém-se 


ro = (2, 4, —1) 
Assim, uma equação vetorial da reta que passa em P4 e P2 é 
(x, y, z) = (2, 4, —1) +43, —4, 8) 


Caso necessário, podemos expressar a reta parametricamente igualando os correspondentes 
componentes dos dois lados dessa equação vetorial; nesse caso, obtemos as equações para- 
métricas do Exemplo 2 (verifique). < 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.5 (Ver página 812 para respostas.) 


1. Seja L a reta que passa por (2, 5) e que é paralela a v = (3, —1). 
(a) Equações paramétricas de L são 


x= y= 


(b) Uma equação vetorial de L é (x, y) = 


2. Equações paramétricas da reta que passa por (5, 3, 7) e é para- 
lela à reta x = 3 — t, y = 2, z = 8 + 4t são 


XD y= š Z= 


EXERCÍCIOS 11.5 [Recurso Gráfico [E] CAS 


3. Equações paramétricas do segmento de reta ligando os pontos 
(3, 0, 11) e (2, 6, 7) são 


ka „y= sZ= ( ) 


4. A reta que passa pelos pontos (—3, 8, —4) e (1, 0, 8) intersecta 
o plano yz no ponto 


1. (a) Determine equações paramétricas das retas que passam 
pelo canto do quadrado unitário mostradas na parte (a) da 
figura a seguir. 

(b) Determine equações paramétricas das retas que passam 
pelo canto do cubo unitário mostradas na parte (b) da figu- 
ra a seguir. 


(a) 
Figura Ex-1 


2. (a) Determine equações paramétricas dos segmentos de reta do 
quadrado unitário mostrados na parte (a) da figura a seguir. 
(b) Determine as equações paramétricas dos segmentos de 
reta no cubo unitário, mostrados na parte (b) da figura a 

seguir. 


(a) 
Figura Ex-2 


3-4 Obtenha equações paramétricas para a reta que passa pelos pontos 
Pı e P3 e também para o segmento de reta ligando esses pontos. E 


3. (a) P;(3,-2), P+(5,1) 


4. (a) Pi(0,1), Pí(—3, —4) 
(b) P(—1,3,5), P(—1, 3,2) 


(b) Pi(5, —2, 1), P2(2, 4,2) 


5-6 Obtenha equações paramétricas para a reta cuja equação veto- 
rial é dada. E 


5. (a) (x,y) = (2, —3) + t (1, —4) 
(b) xi+yj+zk=k+zrá-j+k) 


6. (a) xi+yj=Bi-—4j)+ri+j) 
(db) (x,y,z) = (—1,0, 2) + t (—1, 3, 0) 


7-8 Sem fazer contas, obtenha um ponto P da reta e um vetor v 
paralelo à reta. E 


7. (0) Ni+yj=0Ci-D+H4-) 
©) (x,y,z) = (—1, 2, 4) +t (5,7, —8) 


8. (a) (x,y) = (—1, 5) + t (2, 3) 
(b) xi + yj + zk =(i + j + 2k) + tj 


9-10 Expresse as equações paramétricas dadas da reta na forma veto- 
rial usando a notação com (, ) e também usando a notação i, j, k. E 


9. (a) x=—3 +t, y=4+5t 
(b) x=2-t, y=—3+5t,z=t 


10. (a) x=t, y=—2+t 
(b) x=1+ty=—-7+3t 2=4—5t 


11-14 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. Nestes exercícios, Lo e Lı são 
retas no espaço de equações paramétricas 


Lo: Xx =xX0 + aof, y= yo + bof, Z= Zo + Cot 
Lux=x+at, y=y +bıt, z=u+ct E 
11. Por definição, se Lı e Lz não intersectarem, então Lı e Lz são 
paralelas. 


12. Se L; e Ly forem paralelas, então vo = (ao, bo, c0) será um múl- 
tiplo escalar de vı = (a, bi, c1). 


13. Se L; e L intersectarem num ponto (x, y, z), então existe exata- 
mente um valor de t tal que valham 


Lox=x+Hao, y= yo + bot, z= Zo + Cot 


Lix=x+at, y=y +bıt, z=z +t 


14. Se Lo passar pela origem, então os vetores (ao, bo, co) e (xo, Yo, Zo) 
serão paralelos. 


15-22 Obtenha equações paramétricas da reta que satisfaz as con- 
dições dadas. EB 


15. A reta que passa por (—5, 2) e é paralela a 2i — 3j. 


16. A reta que passa por (0, 3) e é paralela à reta x = —5 + t, 
y=1-2U. 


17. A reta que é tangente ao círculo x? + y? = 25 no ponto (3, —4). 
18. A reta que é tangente à parábola y = x? no ponto (—2, 4). 

19. A reta que passa por (—1,2, 4) e é paralela a 3i — 4j + k. 

20. A reta que passa por (2, —1, 5) e é paralela a (— 1,2, 7). 


21. A reta que passa por (—2, 0, 5) e é paralela à reta x = 1 + 2t, 
y=4-tz=6+21. 


22. A reta que passa pela origem e é paralela à reta x = t, y = — 1+ t, 
z= 2, 


23. Em que ponto a reta x = 1 + 3t, y = 2 — t intersecta 
(a) o eixo x (b) o eixo y 
(c) a parábola y = x°? 


24. Em que ponto a reta (x, y) = (4t, 3t) intersecta o círculo 
X2 +y =25? 

25-26 Encontre as interseções das retas com o plano xy, o plano xz 

e o plano yz. E 

25. x=-2, y=4+2t, z= —3+t 

26. x=—1 +2t, y=3+t, z=4-t 


27. Em que ponto a reta x = 1 + t, y = 3 — t, z = 2t intersecta o 
cilindro x? + y? = 16? 


28. Em que ponto a reta x = 2 — t, y = 3t, z = —1 + 2t intersecta o 
plano 2y + 3z = 6? 
29-30 Mostre que as retas L; e L, intersectam e determine seu pon- 


to de interseção. W 


29. L: x=2+t, y=2+3t, 2=3+t 
Lz x=2+t, y=3+ 4t, z=4+2t 


30. L:x+1=4,y-3=t, 2—-1=0 
Lxx +13 = 12t, y- 1=6t, 2—-2=3t 
31-32 Mostre que as retas Lı e Lz são reversas. E 


31. L:x=1+7t, y=3+t, z=5-3t 
Lzx=4-t, y=6,z=7+2t 


32. L: x=2 + 8t, y=6-— 8t, z= 10t 
Lb:x=3+8t y=5-— 3t, z=6+t 
33-34 Determine se as retas L; e L são paralelas. E 


33. L:x=3-— 2t, y=4+t,z=6-t 
Lxzx=5-— 4t, y= —2 + 2t, z=7-—2t 

34. L:x=5+3t, y=4-—2t, z= —2 + 3t 
Lb:x=-1+9% y=5-— 6t, z=3+ 8t 


35-36 Determine se os pontos P; e P2 e P3 situam-se na mesma 
reta. W 
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35. Pı (6,9,7), P:(9, 2, 0), P3(0, —5, —3) 

36. Pı (1,0, 1), Po(3, —4, —3), P3(4, —6, —5) 

37-38 Mostre que as retas Lı e L2 são iguais. E 


37. L:x=3-— t, y=1+2 
Lbix=-1+3t y=9-— 6t 


38. L:x=1+3t, y=—2+t,z=2t 
Lx: x=4-— 6t, y=—1 — 2t, z= 2 — 4t 


ENFOCANDO CONCEITOS 


39. Esboce os vetores rọ = (—1,2) e v = (1, 1) e depois es- 
boce os seis vetores ro + V, ro + 2v, ro + 3v. Trace a reta 
L: x= —1 + t, y = 2 + t e descreva a relação entre Le os 
vetores esboçados. Qual é a equação vetorial de L? 


40. Esboce os vetores ro = (0, 2, 1) e v = (1,0, 1) e depois 
esboce os vetores ro + V, ro + 2v e rọ + 3v. Trace a reta 
L: x= t, y = 2, z = 1 + t e descreva a relação entre Le os 
vetores esboçados. Qual é a equação vetorial de L? 


41. Esboce os vetores rọ = (—2, 0) er; = (1,3) e depois es- 
boce os vetores 

1 2 1 1 2 1 

3ro + 5r, zot 5r  §ro +31 
Trace o segmento de reta (1 — t)ro + tri (0 < t < 1). Sen 
for um inteiro positivo, qual é a posição do ponto desse seg- 
mento de reta que corresponde a t = 1/n, relativamente aos 
pontos (—2, 0) e (1,3)? 


42. Esboce os vetores ro = (2, 0, 4) er; = (0, 4, 0) e depois 
esboce os vetores 


1 3 1 1 3 1 

aro Hari, sro+5r, aqro+ah 

Trace o segmento de reta (1 — ro + tr; (0 < t < 1). Sen 
for um inteiro positivo, qual é a posição do ponto desse seg- 
mento de reta que corresponde a t = 1/n, relativamente aos 


pontos (2, 0, 4) e (0, 4,0)? 


43-44 Descreva o segmento de reta representado pela equação 
vetorial. E 


43. (xy) = (1, 0} + t (—2, 3) 
44. (x,y,z) = (—2, 1, 4) + t (3,0, —1) 


(0<i=<2) 
(O<it<3) 


45. Determine o ponto do segmento que une P;(3, 6) e Pa(8, —4) 
que está a Z do caminho de P} a P2. 


46. Determine o ponto do segmento que une P,(1, 4, —3) e 
P(1, 5, —1) que está a E do caminho de P, a P2. 


47-48 Use o método do Exercício 32 da Seção 11.3 para determinar 
a distância do ponto P à reta Le, então, confira sua resposta usando 
o método do Exercício 30 da Seção 11.4. EH 


47. P(-2,1,1) 
Lix=3-ty=tz=1+2% 


48. P(1,4, —3) 
Lix=2+ty=-1l-t, 2=3 
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49-50 Mostre que as retas Lı e Lz são paralelas e determine a dis- 
tância entre elas. EH 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


L:x=2—-t, y=2t z=1+t 
Lo:x=14+21,y=3-44, z=5-—2t 


L:x=2t, y=3+ 4t, z=2-— 6t 
Lb:x=1+3t y=6t, z= —9t 


(a) Obtenha equações paramétricas da reta que passa pelos 
pontos (xo, Yo, Zo) € X1, Yı, Z1). 

(b) Obtenha equações paramétricas da reta que passa pelo 
ponto (x1, y1, Z1) e é paralela à reta 


x=xo+at, y=yo+bt, z= Zzo+ ct 
Seja L a reta que passa pelo ponto (xo, yo, zo) e é paralela ao 
vetor v = (a, b, c), onde a, b e c são não nulos. Mostre que um 


ponto (x, y, z) situa-se na reta L se e somente se 


XxX — X0 y — yo Z — Z0 
a b c 


Essas equações, que são chamadas de equações simétricas de 
L, fornecem uma representação não paramétrica de L. 


(a) Descreva a reta cujas equações simétricas são 


x-1 y+3 
= =g=5 
2 4 


[Ver Exercício 52.] 
(b) Obtenha equações paramétricas para a reta da parte (a). 


Considere as retas L; e L cujas equações simétricas são 


3 
Le Sed = 
2 1 2 
—4 —3 4 
Ex x Z y 2 z+ 
—1 —2 2 
[Ver Exercício 52.] 


(a) Lı e L são paralelas? Perpendiculares? 
(b) Obtenha equações paramétricas para L; e Lo, 
(c) Li e Ly intersectam”? Em caso afirmativo, em que ponto? 


Sejam L; e L2 as retas cujas equações paramétricas são 


Li:x=1+2t, 
L:x=9+t, 


z=4-2t 
z=—4-t 


y=2-1, 
y=5+3, 


(a) Mostre que L e Lz intersectam no ponto (7, —1, —2). 

(b) Determine, até o grau mais próximo, o ângulo agudo entre 
L; e L em seu ponto de interseção. 

(c) Obtenha as equações paramétricas para a reta que é perpen- 
dicular a L; e L e que passa no seu ponto de interseção. 


56. 


Sejam L; e L2 as retas cujas equações paramétricas são 


Li:x=4t, 
L:x=1+t, 


z=2+2t 
z=-—1+4t 


y=1-2, 
y=1-t1, 


(a) Mostre que L; e Ly intersectam no ponto (2, 0, 3). 

(b) Determine, até o grau mais próximo, o ângulo agudo entre 
L; e L em seu ponto de interseção. 

(c) Obtenha equações paramétricas para a reta que é perpendi- 
cular a L; e L, e que passa no seu ponto de interseção. 


57-58 Encontre equações paramétricas da reta que contém o pon- 
to P e intersecta a reta L em um ângulo reto e encontre a distância 
entre Pe L. E 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.5 


P(0,2,1) 
Lix=U4, y=1l-t z=2+t 


P(3, 1, —2) 
L:x=—2+ 2t, y=4+21, z=2+t 


Dois besouros estão andando sobre retas no espaço tridimen- 
sional. No instante t, o besouro 1 está no ponto (x, y, z) sobre a 
reta 


x=4-t, y=1+2t, z=2+t 


e, no mesmo instante £, o besouro 2 está no ponto (x, y, z) sobre 
areta 


x=t, y=1+% z=142 


Suponha que a distância esteja em centímetros e o tempo, em 

minutos. 

(a) Determine a distância entre os besouros no instante t = 0. 

(b) Use um recurso gráfico para fazer o gráfico da distância en- 
tre os besouros como uma função do tempo de t = 0 a t = 5. 

(c) O que o gráfico nos diz sobre a distância entre os besouros? 

(d) Quão perto ficam os besouros? 


Suponha que a temperatura T em um ponto (x, y, z) sobre a 
reta x = t, y = 1 + t, z = 3 — 2t seja T = 25 xºyz. Use um CAS 
ou uma calculadora com a capacidade de encontrar raízes para 
aproximar a temperatura máxima na parte da reta que se esten- 
de do plano xz ao plano xy. 


Texto Dê alguns exemplos de problemas geométricos que 
possam ser resolvidos usando as equações paramétricas de 
uma reta e descreva suas soluções. Por exemplo, como pode- 
ríamos encontrar os pontos de interseção de uma reta e uma 
esfera? 


Texto Discuta como a equação vetorial de uma reta pode ser 
usada para modelar o movimento no espaço tridimensional de 
um ponto com velocidade constante. 


1. (a) 2+3t,5— t 


di Board 25-3 T+A 


3.3-—t, 6t, 11—4;0<t<1 


4. (0,2,5) 
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11.6 PLANOS NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


d 

Ig 

O plano azul é determinado de 
modo único pelo ponto P e pelo 


vetor n perpendicular ao plano. 


Figura 11.6.2 


Figura 11.6.3 


O que a Equação (1) representa se 
n= (a, b), ro= (xo, yo), r = (x, y) 


forem vetores no plano xy do espaço 
bidimensional? Faça uma figura. 


Nesta seção, usaremos vetores para deduzir equações de planos no espaço tridimensional e, 
então, usaremos essas equações para resolver vários problemas geométricos. 


E PLANOS PARALELOS AOS PLANOS COORDENADOS 

O gráfico da equação x = a no sistema de coordenadas xyz consiste em todos os pontos da 
forma (a, y, z), onde y e z são arbitrários. Um desses pontos é (a, 0, 0), e todos os outros estão 
no plano que passa por esse ponto e é paralelo ao plano yz (Figura 11.6.1). Analogamente, o 
gráfico de y = b é o plano que passa por (0, b, 0) e é paralelo ao plano xz, e o gráfico de z = c 
é o plano que passa por (0, 0, c) e é paralelo ao plano xy. 


Figura 11.6.1 


E PLANOS DETERMINADOS POR UM PONTO E UM VETOR NORMAL 
Um plano no espaço tridimensional pode ser determinado de modo único especificando um 
ponto no plano e um vetor perpendicular ao plano (Figura 11.6.2). Um vetor perpendicular a 
um plano é chamado de normal ao plano. 

Suponha que queiramos determinar uma equação do plano que passa por Po(xo, Yo, Zo) € 
que seja perpendicular ao vetor n = (a, b, c). Definimos os vetores ro e r como 


ro = (xo, Yo, Zo) e r= (x,y,z) 


Deve ser evidente, a partir da Figura 11.6.3, que o plano consiste precisamente nos pontos 
P(x, y, z) com os quais o vetor r — ro é ortogonal a n; ou, expresso como uma equação, 


n: (r— ro) =0 (1) 
Se preferirmos, podemos expressar essa equação vetorial em termos dos componentes como 
(a, b, c) * (x — xo, y — yo, Z — 20) =0 (2) 

da qual obtemos 
a(x — xo) + bO — yo) + clz — zo) = 0 (3) 


Essa é a chamada forma ponto-normal da equação de um plano. As Fórmulas (1) e (2) são as 
versões vetoriais dessa fórmula. 


> Exemplo 1 Determine uma equação do plano que passa pelo ponto (3, —1, 7) e é per- 
pendicular ao vetor n = (4,2, —5). 


Solução De (3), uma forma ponto-normal da equação é 


4x- 3)+20+1)-5(z-7)=0 (4) 
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Há uma infinidade de 
planos contendo P e 
paralelos a v. 


Figura 11.6.4 


Se preferirmos, essa equação pode ser escrita na forma vetorial como 


(4,2, —5}) tx-3,y+1,z—-N)=0 4 


Observe que se efetuarmos a multiplicação indicada em (3) e simplificarmos, obtere- 
mos uma equação da forma 


ax+by+cz+d=0 5) 
Por exemplo, a Equação (4) do Exemplo 1 pode ser reescrita como 
4x + 2y — 5z+25=0 


O teorema a seguir mostra que toda equação da forma (5) representa um plano no espa- 
ço tridimensional. 


11.6.1 TEOREMA Sea, b,c ed forem constantes e se a, b e c não forem todas nulas, 
então o gráfico da equação 


ax+by+cz+d=0 (6) 


é um plano que tem o vetor n = (a, b, c) como normal. 


DEMONSTRAÇÃO Como a, b e c não são todas nulas, há, no mínimo, um ponto (xo, Yo, Zo) 
cujas coordenadas satisfaçam a Equação (6). Por exemplo, se a + 0, então um tal ponto é 
(—d/a, 0, 0), e analogamente se b # O ou c + 0 (verifique). Assim, seja (xo, Yo, Zo) um ponto 
qualquer cujas coordenadas satisfaçam (6); isto é, 


axo + byo + czo + d = 0 
Subtraindo essa equação de (6) obtemos 
alx — xo) + bO — yo) + clz— z) = 0 


que é a forma ponto-normal de um plano com normal n = (a, b, c). E 
A Equação (6) é denominada de forma geral da equação de um plano. 


> Exemplo 2 Determine se os planos 
3x — 4y+572=0 e —6x+8y-—-1072-4=0 
são paralelos. 


Solução E claro que, geometricamente, dois planos são paralelos se, e somente se, seus 
vetores normais forem paralelos. Um vetor normal para o primeiro plano é 


nı = (3, —4, 5) 
e um vetor normal para o segundo plano é 
m = (—6, 8, —10) 


Como n, é um múltiplo escalar de n, os vetores normais são paralelos e, portanto, os planos 
são paralelos. < 


Vimos que um plano único é determinado por um ponto no plano e um vetor não nulo 
normal ao plano. Em contrapartida, um plano não é determinado por um ponto no plano 
e um vetor não nulo paralelo ao plano (Figura 11.6.4). Contudo, um plano único é deter- 


Há um único plano que 
passa por P que é 
paralelo a v e w. 


Figura 11.6.5 


Há um único plano que 
passa por três pontos 
não colineares. 


Figura 11.6.6 
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minado por um ponto no plano e dois vetores não paralelos que sejam paralelos ao plano 
(Figura 11.6.5). Um plano único é determinado também por três pontos não colineares que 
se situem no plano (Figura 11.6.6). 


> Exemplo 3 Determine uma equação do plano que passa pelos pontos Pi(1, 2, —1), 
P(2,3, De P8, =1, 2). 


Solução Como os pontos Pı, P2 e P3 situam-se no plano, os vetores PP, = (1, 1, 2) e 
PP; = (2, —3, 3) são paralelos ao plano. Portanto, 


SS aiao 
PPa Xx PP, = 1 1 2| = 9i +j — 5k 
2 —3 3 


—> — 
é normal ao plano, uma vez que é perpendicular a PP, e P,P3. Usando este vetor normal e o 
ponto P;(1,2, —1) no plano, obtemos a forma ponto-normal 


9%x—- 1)+0-2)-5(z+1)=0 
que pode ser reescrita como 


9X +y—52—-16=0 < 


> Exemplo 4 Determine se a reta 
x=3+8t, y=4+5t, z=-3-t 
é paralela ao plano x — 3y + 5z = 12. 


Solução O vetor v = (8,5, — 1) é paralelo à reta, e o vetor n = (1, —3, 5) é normal ao plano. 
Para a reta e o plano serem paralelos, os vetores v e n devem ser ortogonais. Contudo, isso 
não acontece, uma vez que o produto escalar 


v:n = (81) + (53) + (= 1)5) = —12 


é não nulo. Assim, a reta e o plano não são paralelos. < 


> Exemplo 5 Encontre o ponto de interseção da reta e do plano do Exemplo 4. 


Solução Se tomarmos (xo, Yo, zo) como sendo o ponto de interseção, então as coordenadas 
desse ponto satisfazem a equação do plano e as equações paramétricas da reta. Assim, 


Xo — 3yo + 5zo = 12 (7) 
e para algum valor de t, digamos t = to, 
x)=3+8t%, Yo=4+5 Zo = —3 — to (8) 
Substituindo (8) em (7), obtemos 
(3 + 8t0) — 3(4 + 5t0) + 5(—3 — to) = 12 
Resolvendo para to, obtemos tọ = —3 e substituindo esse valor em (8), obtemos 


(xo, Yo, Zo) = (—21, —11, 0) < 
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Figura 11.6.7 


Plano 1 


Figura 11.6.8 


E PLANOS CONCORRENTES 

Dois planos distintos concorrentes determinam dois ângulos positivos de interseção — um 
ângulo (agudo) 0 que satisfaz a condição O < 6 < 7/2 e o suplementar desse ângulo (Fi- 
gura 11.6.7a). Se n; e n forem normais aos planos, então, dependendo do sentido de n; e 
no, O ângulo 0 é ou o ângulo entre n; e nọ ou entre n; e —no (Figura 11.6.7b). Em ambos 
os casos, do Teorema 11.3.3 resulta a seguinte fórmula para o ângulo agudo 0 entre os 
planos: 


ne |n; + n| (9) 


Ima || llmz || 


> Exemplo 6 Determine o ângulo agudo da interseção dos planos 


2x—- 4y+42=6 e 6x+2y—3z=4 


Solução Das equações dadas resultam os vetores normais n; = (2, — 4,4) e m = (6,2, 
—3). Desse modo, da Fórmula (9) resulta 
nn —8 4 
cosg = ™ Q I-88 


~ mlll 36/49 21 


da qual obtemos 


4 
0 = arc cos| — | ~ 79° 4 
21 


> Exemplo 7 Encontre uma equação para a reta L de interseção dos planos no Exemplo 6. 


Solução Primeiramente, calculamos v = n; x m = (2, —4, 4) x (6,2, —3) = (4,30, 28). 
Como v é ortogonal a n;, é paralelo ao primeiro plano, e como v é ortogonal a nz, é para- 
lelo ao segundo plano. Portanto, v é paralelo a L, que é a interseção dos dois planos. Para 
encontrar um ponto de L, observe que L deve intersectar o plano xy, ou seja, z = 0, pois 
v» (0,0, 1) = 28 Æ 0. Substituindo z = 0 na equação de ambos planos, obtemos 


2x— 4y=6 
6x+2y=4 
com solução x = 1, y = — 1. Assim, P(1, —1, 0) é um ponto de L. Uma equação vetorial de L é 


(x, y, z) = (1, —1, 0) + t(4, 30, 28) < 


E PROBLEMAS DE DISTÂNCIA ENVOLVENDO PLANOS 
A seguir, consideraremos três problemas de distância básicos no espaço tridimensional: 


e Determinar a distância entre um ponto e um plano. 
e Determinar a distância entre dois planos paralelos. 
e Determinar a distância entre duas retas reversas. 


Os três problemas estão relacionados. Se pudermos determinar a distância entre um ponto e 
um plano, então poderemos determinar a distância entre planos paralelos calculando a dis- 
tância entre um dos planos e um ponto arbitrário Pq do outro plano (Figura 11.6.8a). Além 
disso, podemos determinar a distância entre duas retas reversas calculando a distância entre 
os planos paralelos que as contêm (Figura 11.6.8h). 


n 


proi, DT Po) 


Ox, 91, 21) 


Figura 11.6.9 


Existe um análogo da Fórmula (10) 
no espaço bidimensional que pode 
ser usado para calcular a distância 
entre um ponto a uma reta (ver Exer- 
cício 52). 
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11.6.2 TEOREMA A distância D entre um ponto Po(xo, Yo, zo) e o plano de equação 
geral ax + by + cz + d = 0 é dada por 


_ laxo + byo + czo + d| 
va? +b? +c? 


D 


(10) 


DEMONSTRAÇÃO Tome Q(x1, yı, z1) como um ponto qualquer do plano e posicione o vetor 
normal n = (a, b, c) de tal modo que seu ponto inicial esteja em Q. Conforme ilustrado na 
Figura 11.6.9, a distância D é igual ao comprimento da projeção ortogonal de QP, sobre n. 
Dessa forma, por (12) da Seção 11.3, 


QP, IQP, -n IQP, - n| 
ree o'n o'n o'n 
D = Ilproj, OPoll = = lnl = ——— 
ü |n|]? |n|]? ilal] 

No entanto, 

—> 

QPo = (xo — x1, Yo — Y1, Zo — Z1) 

=> 

QPo :n = a (xo — x1) + b(yo — y1) + clzo — z1) 

all = va? + b? + c? 
Assim, 


= la(xo — x1) + b(yo — y1) + clzo — 21) | 
Va? +b +? 


Como o ponto Q(x, y1, Z1) situa-se no plano, suas coordenadas satisfazem a equação do pla- 
no; isto é, 


D 


(1) 


axı +by+ca +d=0 
ou 
d= —axı — by, — cz 


Substituindo essa expressão em (11), obtemos (10). m 


> Exemplo 8 Determine a distância D entre o ponto (1, —4, —3) e o plano 

2x — 3y + 6z = —1 
Solução A Fórmula (10) requer que o plano seja reescrito na forma ax + by + cz + d = 0. 
Desse modo, reescrevemos a equação do plano dado como 


2x — 3y+6z+1=0 


da qual obtemos a = 2, b = —3, c = 6 e d = 1. Substituindo esses valores e as coordenadas 
do ponto dado em (10), obtemos 
2)(1 —3)(—4) + 6(—3 1 —3 3 
p ODEDA I-3] 3 


V2? + (3) +6? 7T 1 


> Exemplo 9 Os planos 
x+2y—-22=3 e 2x+4+4y—-47=7 


são paralelos, tendo em vista que seus vetores normais (1, 2, —2) e (2,4, —4) são vetores pa- 
ralelos. Determine a distância entre esses planos. 
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Q0, 5, -1) 


Figura 11.6.10 


Solução Para determinar a distância D entre os planos, podemos escolher um ponto arbi- 
trário em um dos planos e calcular sua distância ao outro plano. Pondo y = z = 0 na equação 
x + 2y — 2z = 3, obtemos o ponto Po(3, 0, 0) nesse plano. De (10), a distância de Po ao plano 
2x + 4y—4z=7é 


_ (2)(3) + 4(0) + (—4)(0) — 7| = 1 r 


V2+424(-4) 6 


D 


> Exemplo 10 Mostrou-se, no Exemplo 3 da Seção 11.5, que as retas 
Ly:ix=1+4, y=5-— 4t, z=-1+5 
Lb:x=2+8t y=4-3t, z=5+t 
são reversas. Determine a distâncias entre elas. 


Solução | Denotemos por P; e Pz dois planos paralelos contendo L; e Lz, respectivamente 
(Figura 11.6.10). Para determinar a distância D entre L; e Lo, calcularemos a distância de um 
ponto em P, ao plano P2. Uma vez que L; situa-se no plano P1, podemos determinar um pon- 
to em Pı determinando um ponto da reta L4; podemos fazer isso substituindo qualquer valor 
conveniente de í nas equações paramétricas de Lı. A escolha mais simples é t = 0, da qual 
resulta o ponto Q(1, 5, —1). 

O próximo passo é determinar uma equação do plano P3. Para fazer isso, observe que o 
vetor u; = (4, — 4,5) é paralelo à reta L; e, por conseguinte, também paralelo aos planos P4 e 
P3. Analogamente, u2 = (8, —3, 1) é paralelo à reta L e, portanto, paralelo a P; e P2. Assim, 
o produto vetorial 


i j k 
n=u X W4 = |4 —4 5| = 11i + 36j + 20k 
8 —3 1 


é normal a P; e P2. Usando esse vetor normal e o ponto Q2(2, 4, 5), encontrado colocando t = 
O na equação de L2, obtemos uma equação para P3: 


11x -— 2) + 360 — 4) + 20z -— 5)= 0 
ou 
11x + 36y + 20z — 266 = 0 
A distância entre O,(1, 5, —1) e esse plano é 
p = HPO + GOS) + COI) — 266] _ _95 


v11? + 362 + 20? 1.817 


que também é a distância entre Lı e Lp. 4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.6 (Ver página 821 para respostas.) 


1. A forma ponto-normal da equação do plano por (0, 3, 5) e per- 4. O ângulo agudo da interseção dos planos x + y — 2z = 5 e 
pendicular a (—4, 1,7) é 3y— 42=6é 
2. Um vetor normal ao plano 4x — 2y + 7z — 11 = 0 é 5. A distância entre o ponto (9,8, 3) e o plano x + y — 27=5 é 


3. Um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (2, 5, 1), 


(3,7,0)e (2,5, 2) é 


EXERCÍCIOS 11.6 
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1. Determine equações dos planos Pı, P2 e P3 que são paralelos 
aos planos coordenados e passam pelo canto (3, 4, 5) da caixa 
mostrada na figura a seguir. 


2. Determine equações dos planos Pı, P2 e P3 que são paralelos 
aos planos coordenados e passam pelo canto (xo, yo, Zo) da cai- 
xa mostrada na figura a seguir. 


AZ 


x 


Figura Ex-1 


3-6 Determine uma equação do plano que passa pelo ponto P e tem 


|4, 5) 


n como um vetor normal. E 


3. P(2,6, D;n= (1,4,2) 


4. P(—1, —1, 2); n = (—1, 7, 6) 


5. P(1, 0,0); n = (0, 0, 1) 


6. P(0, 0, 0); n = (2, —3, —4) 


7-10 Determine uma equação do plano indicado na figura. E 


x 


11-12 Determine uma equação do plano que passa pelos pontos da- 


dos. E 


11. (—2, 1, 1), (0, 2, 3) e (1,0, —1) 
12. (3,2, 1), (2, 1, —1) e (—1, 3, 2) 


Figura Ex-2 


13-14 Determine se os planos são paralelos, perpendiculares ou ne- 
nhum dos dois. E 


13. (a) 2x— 8y — 62—-2=0 (b) 3x— 2y+z=1 
—x + 4y +3z-5=0 4x + 5y- 2z=4 
(c) x-y+372-2=0 
2x+z=1 


14. (a) 3x—2y+z=4 (b) y=4x-2z+3 
6x — 4y+37=7 x=}y+4z 
(c) x+4y+772=3 
5x — 3y+z=0 


15-16 Determine se a reta e o plano são paralelos, perpendiculares 
ou nenhum dos dois. E 


15. (a) x=4+21, y= —t, z=—1— 4t, 
3x +2y+z-7=0 
(b) x=t, y= 2t, z= 3t; 
x=y+t2z=5 
() x=-1 +2t, y=4+t, 2=1—t 
4x +2y—-272=7 


16. (a) x=3-t, y=2+t, 2=1-—3t; 
2x+2y—-5=0 
(b) x=1-2t, y=t z=-—t; 
6x — 3y + 3z=1 
(c) x=t, y=1l-t z=2+tft, 
x+y+z=1 


17-18 Determine se a reta e o plano intersectam; caso afirmativo, 
determine as coordenadas da interseção. E 


17. (a) x=t, y=t, 2=t; 
Sn = 27 5=0 
(b) x=2-t y=3+t, z=t 
2x+y+7z=1 


18. (a) x=3t, y=5t, 2=—t; 
2x—-y+z+1=0 
(b) x=1 +t, y=-1+31, z=2 + 4t, 
x—y+472=7 
19-20 Determine o ângulo agudo da interseção dos planos até o 
grau mais próximo. EH 


19. x=0e2x—-y+7z-4=0 
20. x+2y—-22=5 e 6x—-3y+27=8 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


21. Cada plano tem exatamente dois vetores normais unitários. 


22. Se um plano for paralelo a um dos planos coordenados, então 
seu vetor normal será paralelo a um dos vetores i, j ou k. 


23. Se uma reta L for a interseção de dois planos, então L será 
paralela ao produto vetorial dos vetores normais dos dois 
planos. 
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24. Sea + b? +c? =, então a distância de P(xo, Yo» Zo) ao plano 
ax + by + cz = 0 será | (a, b, c) * (xo, Yo, 20) |. 


25-34 Determine uma equação do plano que satisfaça as condições 
enunciadas. E 


25. O plano pela origem que é paralelo ao plano de equação 
4x — 2y + 7z + 12 =0. 


26. O plano que contém a reta x = —2 + 3t, y= 4 + 2t, z=3 — t 
e é perpendicular ao plano x — 2y + z = 5. 


27. O plano que passa pelo ponto (—1, 4, 2) e que contém a reta de 
interseção dos planos 4x — y + z — 2 = 0e 2x + y — 2z — 3 = 0. 


28. O plano que passa por (—1, 4, —3) e é perpendicular à reta 
x-2=ty+3=2U,27=-t. 


29. O plano que passa por (1, 2, —1) e é perpendicular à reta de 
interseção dos planos 2x + y + z=2ex+2y+7=3. 


30. O plano que passa pelos pontos P;(—2, 1, 4), P2(1, 0, 3) que é 
perpendicular ao plano 4x — y + 3z = 2. 


31. O plano que passa pelo ponto (—1, 2, —5) que é perpendicular 
aos planos 2x — y+ z= lex+ y- 2z =3. 


32. O plano que contém o ponto (2, 0, 3) e a reta x = —1 +t, y = t, 
z=—4+2t. 


33. O plano cujos pontos são equidistantes de (2, —1, 1) e (3, 1, 5). 


34. O plano que contém a reta x = 3t, y = 1 + t, z = 2t e é paralelo 
à interseção dos planos y + z = —1 e 2x — y+ z = 0. 


35. Determine equações paramétricas da reta que passa pelo pon- 
to (5, 0, —2) e que é paralela aos planos x — 4y + 2z = 0 e 
2x+3y—-z+1=0. 


36. Seja La reta x = 3t + 1, y = —5t,z = t. 
(a) Mostre que L está no plano 2x + y — z= 2. 
(b) Mostre que L é paralela ao plano x + y + 2z = 0. A reta 
está acima, abaixo ou exatamente no plano? 


37. Mostre que as retas 


x=-2+t, 
x=3-t, 


z=4-t 
z=t 


y=3+2, 
y=4-2, 


são paralelas e obtenha uma equação do plano que elas deter- 
minam. 
38. Mostre que as retas 


Li:ix+1= 4t, y 
Lo:x+13=12t, y-l=6t, 


3=t, z—-1=0 
z—-2=3t 


intersectam e obtenha uma equação do plano que elas determinam. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


39. Os pontos (1,0, —1), (0, 2, 3), (—2, 1, 1) e (4,2, 3) estão 
no mesmo plano? Justifique sua resposta de duas formas 
diferentes. 


40. Mostre que se a, b e c são não nulos, então o plano cujos 
cortes com os eixos coordenados são x = a,y=bez=cé 
dado pela equação 

) 


x z 
>+2 +=] 
a c 


` 


41-42 Obtenha equações paramétricas da reta de interseção dos 
planos. E 


41. —2x + 3y +7z+2=0 
x+2y—3z+5=0 


42. 3x — 5y +2z=0 
z=0 


43-44 Determine a distância entre o ponto e o plano. EH 

43. (1,-2,3);2x — 2y +z = 4 

44. (0, 1,5); 3x + 6y — 2z- 5=0 

45-46 Determine a distância entre os planos paralelos dados. E 


45. —2x+y+z=0 
6x — 3y- 3z- 5= 0 


46. x+y+z=1 
xty+z=—1 


47-48 Determine a distância entre as retas reversas dadas. EE 


47. x=1+7t, y=3+t, 2=5-3t 
x=4-—1,y=6,2=7+2t 


48. x=3-t, y=4+4t, z=1+2t 
HE toys ns 2t 


49. Determine uma equação da esfera com centro (2, 1, —3) que é 
tangente ao plano x — 3y + 27 = 4. 


50. Localize o ponto de interseção do plano 2x + y — z = 0 coma 
reta que passa por (3, 1, 0) que é perpendicular ao plano. 


51. Mostre que a reta x = —1 + t, y = 3 + 2t, z = —t e o plano de 
equação 2x — 2y — 2z + 3 = 0 são paralelos e determine a dis- 
tância entre eles. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


52. As Fórmulas (1), (2), (3), (5) e (10), que se aplicam a pla- 
nos no espaço tridimensional, têm versões análogas para 
retas no espaço bidimensional. 

(a) Desenhe um análogo da Figura 11.6.3 no espaço bi- 
dimensional para ilustrar que a equação da reta que 
passa pelo ponto P(xo, yo) e é perpendicular ao vetor 
n = (a, b) pode ser expressa como 


n'(r— ro =0 


onde r = (x, y) e ro = (xo, Yo). 
(b) Mostre que a equação vetorial da parte (a) pode ser ex- 
pressa como 


a(x — xo) +b — y) =0 


Isso é chamado de a forma ponto-normal de uma reta. 

(c) Usando a prova do Teorema 11.6.1 como guia, mos- 
tre que se a e b não forem nulas, então o gráfico da 
equação 


ax+by+c=0 


é uma reta que tem n = (a, b) como um vetor normal. 

(d) Usando a prova do Teorema 11.6.2 como guia, mostre 
que a distância D entre um ponto Po(xo, yo) e a reta 
ax+by+c=0é 


pz [axo + byo + c| 
va? +b? 


53. (a) Mostre que a distância D entre os planos paralelos 


ax+by+cz+dl=0 


(b) Use a fórmula da parte (a) para resolver o Exercício 45. 
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54. Texto Explique por que qualquer reta no espaço tridimensio- 


(e) Use a fórmula da parte (d) para determinar a distância nal deve estar contida em algum plano vertical. Será verdade 
entre o ponto P(—3, 5) e a reta y = —2x + 1. que qualquer reta no espaço tridimensional deve estar contida 


em algum plano horizontal? 


55. Texto Dados dois planos, discuta as várias possibilidades 
para o conjunto dos pontos que esses planos têm em comum. 


ax + by + cz + d2 =0 Em seguida, considere o conjuntos dos pontos comuns a três 
é planos. 
ldy — do | 
va? +b +e? 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.6 


1. —4x + y- 3)+ 7z- 5)=0 


11 
2. (4, —2,7) 3. (2,—1,0) 4. arccos —= ~ 26° 5. v6 


5/6 


11.7 SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 


Uma sela de macaco 


Figura 11.7.1 


A parte com parênteses da Equação 
(2) é um lembrete de que a coordena- 
da z de todos os pontos sobre o traço 
é z = k. Isso necessita ser afirmado 
explicitamente, pois a variável z não 
aparece na equação x? + y? = k. 


Nesta seção, estudaremos uma importante classe de superfícies que são os análogos 
tridimensionais das seções cônicas. 


E TRAÇO DE SUPERFÍCIE 

Embora a forma geral de uma curva no espaço bidimensional possa ser obtida plotando os 
pontos, esse método não é geralmente útil para superfícies no espaço tridimensional, pois 
requer demasiados pontos. É mais comum construir a forma de uma superfície com entre- 
laçamento de malhas de curvas, que são curvas obtidas cortando-se a superfície por planos 
adequadamente escolhidos. Por exemplo, a Figura 11.7.1, gerada por um CAS, mostra o grá- 
fico de z = x° — 3xy? obtido com uma combinação de malhas de curvas e colorização para 
produzir detalhes da superfície. Essa superfície é chamada de “sela de macaco”, pois um ma- 
caco sentado na superfície tem lugar para suas duas pernas e o rabo. 

A curva da malha que resulta quando uma superfície for cortada por um plano é chama- 
da de traço da superfície no plano (Figura 11.7.2). Uma maneira de deduzir o formato de uma 
superfície é examinando os traços em planos paralelos aos planos coordenados. Por exemplo, 
considere a superfície 


=" +y (1) 


Para encontrar o traço dessa superfície no plano z = k, substituímos esse valor de z em (1), 
obtendo 


C+P=ko Q=) (2) 


Se k < 0, essa equação não terá soluções reais, portanto, não haverá traço. Contudo, se k > 0, 
então o gráfico de (2) será um círculo de raio ~/k centrado no ponto (0, 0, k) do eixo z (Figura 
11.7.3a). Assim, com valores não negativos de k, os traços paralelos ao plano xy formam uma 
família de círculos centrados no eixo z, cujos raios começam em zero e crescem com k. Isso 
sugere que a superfície tem o formato mostrado na Figura 11.7.3b. 

Para obter informação mais detalhada sobre o formato dessa superfície, podemos exa- 
minar os traços de (1) em planos paralelos ao plano yz. Tais planos têm equações da forma 
x = k, logo substituímos isso em (1) para obter 


= +y @=k 
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Figura 11.7.2 


me 
x y x Bi 
(a) (b) 
Figura 11.7.3 
que podemos reescrever como 
z=-kěř =y @=k) (3) 


Por simplicidade, vamos começar com o caso em que k = O (o traço no plano yz), caso em 
que o traço tem a equação 
=) (=0) 

O leitor deve reconhecer que isso é uma parábola no plano x = 0 que tem seu vértice na ori- 
gem, é aberta na direção z positiva e é simétrica em relação ao eixo z (a parábola mais clara 
na Figura 11.7.49). O leitor também deve reconhecer que o termo —Jê em (3) tem o efeito de 
transladar a parábola z = y? na direção z positiva, de modo que o novo vértice, no plano x = k 
fica em (k, 0, k?). Essa é a parábola em azul mais forte na Figura 11.7.4a. Assim, os traços 
paralelos ao plano yz formam uma família de parábolas cujos vértices movem-se para cima 
quando kº cresce (Figura 11.7.4h). Analogamente, os traços nos planos paralelos ao plano xz 
têm equações da forma 


z-R=2 Q=k) 
que, novamente, é uma família de parábolas cujos vértices movem-se para cima quando k? 
cresce (Figura 11.7.4c). 


N 


(k, 0, K?) 


Figura 11.7.4 (a) 


E AS SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 
Na discussão da Fórmula (2) da Seção 10.5, observamos que uma equação de segundo grau 


AX +By+Cy+Dx+Ey+F=0 


representa uma seção cônica (possivelmente degenerada). A equação análoga em um sistema 
de coordenadas xyz é 


AX + By+C2+Dx+Ex+Fy+G+Hy+I+J=0 (4) 
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que é chamada equação de segundo grau em x,y e z. Os gráficos de tais equações são deno- 
minados superfícies quádricas ou, simplesmente, quádricas. 

Seis tipos comuns de superfícies quádricas são mostrados na Tabela 11.7.1 — elip- 
soides, hiperboloides de uma folha, hiperboloides de duas folhas, cones elípticos, para- 
boloides elípticos e paraboloides hiperbólicos. (Supõe-se que as constantes a, b e c que 
aparecem nas equações na tabela sejam positivas.) Observe que nenhuma das superfícies 
quádricas na tabela tem os termos com produto misto em suas equações. Isso ocorre devido 
às suas orientações em relação aos eixos coordenados. Posteriormente, nesta seção, discu- 


Os traços nos planos coordenados 
são elipses, como também são 
elipses os traços em planos 
paralelos aos planos coordenados, 
que intersectam a superfície em 
mais de um ponto. 


A 
N 


Tabela 11.7.1 
SUPERFÍCIE EQUAÇÃO SUPERFÍCIE EQUAÇÃO 
ELIPSOIDE CONE ELÍPTICO 
Z Z 2 2 
A 2. y: 
x2 2 2 a TON 
DE a E GEN a b 
+ + =1 Vivi; 
a P e DA 
VS < 
X O traço no plano xy é um 


ponto (a origem), e os traços em 
planos paralelos ao plano xy são 
elipses. Os traços nos planos yz 
e xz são pares de retas que se 
intersectam na origem. Os traços 
em planos paralelos a esses são 
hipérboles. 


HIPERBOLOIDE 
DE UMA FOLHA 


N 


S3 
N 
ar 

N 


2 
gu Êo = 
2 


O traço no plano xy é uma 
elipse, como são os traços nos 
planos paralelos ao plano xy. 
Os traços nos planos yz e xz são 
hipérboles, bem como os traços 
nos planos paralelos a eles que 
não passam pelos cortes com os 
eixos x e y. Nesses pontos, os 
traços são pares de retas 


N 
N 


ty 
z= = 
o 


ajs 
19 


O traço no plano xy é um ponto 
(a origem), e os traços em planos 
paralelos e acima dele são 
elipses. Os traços nos planos yz 
e xz, bem como em planos 
paralelos a eles, são parábolas. 


concorrentes. 

2 2 

z X y, a2 z e EA a 

Z P Pea i b? a? 

Poe 2a P 
CN O traço no plano xy é um par 
EA Não há traço no plano xy. Em de retas que se cruzam na origem. 
gal ço no plano xy q g 


planos paralelos ao plano xy 

que intersectam a superfície em 
mais do que um ponto, os traços 
são elipses. Os traços nos planos 
yz e xz, bem como em planos 
paralelos a eles, são hipérboles. 


1) 
Ih 
[| Im 
ly 
my 

Uyi 


Os traços em planos paralelos ao 
plano xy são hipérboles. As 
hipérboles acima do plano xy 
abrem-se na direção y e as 
abaixo, na direção x. Os traços 
nos planos yz e xz, bem como 
em planos paralelos a eles, 

são parábolas. 
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(0,0,-3) 
Esboço grosseiro 


Figura 11.7.5 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.6 


tiremos outras possíveis orientações que produzem equações das superfícies quádricas sem 
termos com produto misto. No caso especial em que as seções transversais elípticas de um 
cone elíptico ou de um paraboloide elíptico são círculos, são usados os termos cone circular 
e paraboloide circular. 


E TÉCNICAS PARA FAZER GRÁFICOS DE SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 
Para gráficos precisos de superfícies quádricas, faz-se necessário o uso de um recurso gráfico 
computacional. Entretanto, as técnicas que discutiremos agora podem ser usadas para gerar 
esboços grosseiros dessas superfícies que são úteis para vários fins. 

Um esboço grosseiro de um elipsoide 


Es ami (a = (0,7 = 0,6 = (0) (5) 


pode ser obtido plotando, primeiro, as interseções com os eixos coordenados, então esboçan- 
do os traços elípticos nos planos coordenados. O Exemplo 1 ilustra essa técnica. 


> Exemplo 1 Esboce o elipsoide 


2 

z 

==] 6 
E (6) 


X 
4 


SIS 
(e N 


+ 


Solução Os cortes com o eixo x podem ser obtidos tomando y = 0 e z = O em (6). Disso 
resulta x = +2. Analogamente, os cortes com o eixo y são y = +4 e os cortes com o eixo z 
são z = +3. Esboçando os traços elípticos nos planos coordenados, obtemos o gráfico da 
Figura 11.7.5. 4 


Um esboço grosseiro de um hiperboloide de uma folha 
x 
— +=- =l (a>0,b>0,c>0) (7) 


pode ser obtido esboçando, primeiro, o traço elíptico no plano xy, então os traços elípticos 
nos planos z = +c e, depois, as curvas hiperbólicas que unem os extremos dos eixos dessas 
elipses. O exemplo a seguir ilustra essa técnica. 


> Exemplo 2 Esboce o gráfico do hiperboloide de uma folha 


xX+y-*=1 (8) 


Solução O traço no plano xy, obtido tomando z = O em (8), é 
XZ+y=1 0 (2=0) 


que é um círculo de raio 1 centrado no eixo z. Os traços nos planos z = 2 e z = —2, obtidos 
tomando z = + 2 em (8), são dados por 


X+y7=2 (z = +2) 


que são círculos de raio «/2 centrados no eixo z. Unindo esses círculos por traços hiperbólicos 
nos planos coordenados verticais, obtemos o gráfico da Figura 11.7.6. < 


A 


Z 
(02/32) —ÇE? 


(0,2/3, 2) 


03.0,2)7,6,0,1) 


y 
7“ 


(0,0,-1) 


La 
o (9248/58) 


3,0,-2) 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.7 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.8 


Nos casos especiais de (11) e (13) 
em que a = b, os traços paralelos ao 
plano xy são círculos. Nesses casos, 
chamamos (11) de um cone circular 
e (13) de um paraboloide circular. 
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Um esboço grosseiro do hiperboloide de duas folhas 


aoa DT (a>0,b>0,c>0) E 
pode ser obtido plotando, primeiramente, as interseções com o eixo z, depois esboçando os 
traços elípticos nos planos z = +2c e, então, esboçando os traços hiperbólicos que conectam 
as interseções com o eixo z e os extremos dos eixos das elipses. (Não é essencial usar os pla- 
nos z = +2c, mas essas são boas escolhas, uma vez que simplificam ligeiramente os cálculos 
e dão um espaçamento certo para um bom esboço.) O próximo exemplo ilustra essa técnica. 


> Exemplo 3 Esboce o gráfico do hiperboloide de duas folhas 


222 
-xº-2 =1 10 
Rs (10) 
Solução Os cortes com o eixo z, obtidos tomando x = 0 e y = 0 em (10), são z = + 1. Os 
traços nos planos z = 2 e z = —2, obtidos tomando z = + 2 em (10), são dados por 
2 y 
— +> =1 = EE), 
To (z ) 


Esboçando essas elipses e os traços hiperbólicos nos planos coordenados, obtemos a Fi- 
gura 11.7.7. 4 


Um esboço grosseiro do cone elíptico 


» 42 y 
CR (a>0,b>0) (11) 
pode ser obtido esboçando, primeiro, os traços elípticos nos planos z = +1 e, então, esbo- 


cando os traços lineares que conectam os extremos dos eixos das elipses. O exemplo a seguir 
ilustra essa técnica. 


> Exemplo 4 Esboce o gráfico do cone elíptico 


2 
Pe (12) 


Solução Os traços de (12) nos planos z = +1 são dados por 


y 
x+ =1 (z = 1) 
4 
Esboçando essas elipses e os traços lineares nos planos coordenados verticais, obtemos o 


gráfico da Figura 11.7.8. < 


Um esboço grosseiro do paraboloide elíptico 


2 y 
1-2 (a>0,b>0) (13) 
pode ser obtido esboçando, primeiro, o traço elíptico no plano z = 1 e, então, esboçando os 
traços parabólicos nos planos coordenados verticais para conectar a origem com os extremos 


dos eixos da elipse. O exemplo a seguir ilustra essa técnica. 
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Esboço grosseiro 


Figura 11.7.9 


Fada emz \ 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.10 


OBSERVAÇÃO 


> Exemplo 5 Esboce o gráfico do paraboloide elíptico 


2 y 
Ao (14) 
Solução O traço de (14) no plano z = 1 é 
x2 y 
—+= =] =1 
1ta (z=1) 


Esboçando essa elipse e os traços parabólicos nos planos coordenados verticais, obtemos o 
gráfico da Figura 11.7.9. < 


Um esboço grosseiro do paraboloide hiperbólico 
y? 2 


P A (a > 0,b > 0) (15) 
a 


TOE 


pode ser obtido esboçando, primeiro, os dois traços parabólicos que passam pela origem (um 
no plano x = 0 e o outro no plano y = 0). Depois que os traços parabólicos estiverem dese- 
nhados, esboce os traços hiperbólicos nos planos z = +1 e, então, preencha qualquer aresta 
que esteja faltando. O exemplo a seguir ilustra essa técnica. 


> Exemplo 6 Esboce o gráfico do paraboloide hiperbólico 


2 2 
y x 
E 16 
“2479 ro) 
Solução Pondo x = 0 em (16), obtemos 
2 
z= Z (x =0) 


que é uma parábola no plano yz com vértice na origem abrindo na direção z positiva (pois 
z > 0) e, pondo y = 0, obtemos 


que é uma parábola no plano xz com vértice na origem abrindo na direção z negativa. 
O traço no plano z = 1 é 


que é uma hipérbole que se abre ao longo de uma reta paralela ao eixo y (verifique), e o traço 
no plano z = —1 é 


que é uma hipérbole que se abre ao longo de uma reta paralela ao eixo x. Combinar todas as 
informações acima nos leva a esboçar a Figura 11.7.10. < 


O paraboloide hiperbólico da Figura 11.7.10 tem um comportamento interessante na origem — o traço no plano xz 
tem um máximo relativo em (0, 0, 0), e o traço no plano yz tem um mínimo relativo em (0, 0, 0). Assim, um be- 
souro andando sobre a superfície pode considerar a origem como o ponto mais alto se percorrer um caminho ou 
pode considerar a origem como o ponto mais baixo se percorrer outro caminho. Um ponto com essa propriedade 
é comumente chamado de ponto de sela ou ponto de minimax. 


Ay 


(0,0) 


A 
(b) 


Figura 11.7.12 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.13 
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A Figura 11.7.11 mostra duas versões do paraboloide hiperbólico do Exemplo 6 ge- 
radas por computador. A primeira versão, que está muito próxima do esboço rudimentar na 
Figura 11.7.10, tem cortes no topo e na base que são traços hiperbólicos paralelos ao plano 
xy. Na segunda versão, o topo horizontal tem cortes omitidos; isso ajuda a enfatizar os traços 
parabólicos paralelos ao plano xz. 
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Figura 11.7.11 


E TRANSLAÇÃO DE SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 

Na Seção 10.4, vimos que uma cônica no sistema de coordenadas xy pode ser transladada 
substituindo x — h em x e y — k em y em sua equação. Para entender como isso funciona, con- 
sidere os eixos xy como fixos e considere o plano como uma folha transparente de plástico na 
qual são desenhados todos os gráficos. Quando as coordenadas dos pontos são modificadas 
tomando (x — h, y — k) no lugar de (x, y), o efeito geométrico é transladar a folha de plástico 
(e, portanto, todas as curvas), de tal modo que o ponto sobre o plástico que estava inicialmen- 
te em (0, 0) acaba sendo movido para o ponto (h, k) (ver Figura 11.7.12a). 

Para o análogo no espaço tridimensional, considere os eixos xyz como fixos e con- 
sidere o espaço tridimensional como um bloco transparente de plástico no qual estão em- 
butidas todas as superfícies. Quando as coordenadas dos pontos são modificadas tomando 
(x — h, y — k, z — 1) no lugar de (x, y, z), o efeito geométrico é transladar o bloco de plástico 
(e, portanto, todas as superfícies) de tal modo que o ponto no bloco de plástico que estava 
inicialmente em (0, 0, 0) acaba sendo movido para o ponto (A, k, I) (ver Figura 11.7.12b). 


> Exemplo 7 Descreva a superfície z = (x — 1} + (y +22 + 3. 
Solução A equação pode ser reescrita como 
z—-3=(x-1ř+ 0+2? 
Essa superfície é o paraboloide obtido pela translação do paraboloide 
Z= y 


da Figura 11.7.3 de tal modo que o novo “vértice” esteja no ponto (1, —2, 3). Um esboço 
grosseiro desse paraboloide está mostrado na Figura 11.7.13. < 


> Exemplo 8 Descreva a superfície 


42 + 4y? + Z? + 8y — 4z = —4 


Solução Completando os quadrados, obtemos 
4x +40 +1? +- 2 =—4++4+4 
ou 


z— 2) 
totp 
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yx 


Esboço grosseiro 


Figura 11.7.14 


Na Figura 11.7.14, a seção transver- 
sal no plano yz é mostrada como sen- 
do tangente a ambos os eixos, y e z. 
Confirme que isso está correto. 


A 


S 
O 
Wi 


< 


MNN 


) Nu | 


Figura 11.7.18 


Assim, a superfície é o elipsoide que resulta quando o elipsoide 


2a o 
Es 
x yF z 
é transladado de tal modo que o novo “centro” esteja no ponto (0, —1, 2). Um esboço grossei- 
ro desse elipsoide é mostrado na Figura 11.7.14. «4 


E REFLEXÕES DE SUPERFÍCIES NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 

Lembre-se de que, em um sistema de coordenadas xy, um ponto (x, y) é refletido pelo eixo x 
se y for substituído por —y e é refletido pelo eixo y se x for substituído por —x. Em um sis- 
tema de coordenadas xyz, um ponto (x, y, z) é refletido pelo plano xy se z for substituído por 
—z, é refletido pelo plano yz se x for substituído por —x e é refletido pelo plano xz se y for 
substituido por —y (Figura 11.7.15). Segue que substituir uma variável pelo seu negativo na 
equação de uma superfície faz a superfície ser refletida por um plano coordenado. 


AZ 
-Aa di ES? 
(x, 3, 2) (1,7, z) 
(x, —), 2) 
y 
> > 
Plano 
x (x, y, —2) x y=x 
Figura 11.7.15 Figura 11.7.16 


Lembre-se, também, de que em um sistema de coordenadas xy um ponto (x, y) é refle- 
tido pela reta y = x se x e y forem trocados. Entretanto, em um sistema de coordenadas xyz, 
trocar x e y reflete o ponto (x, y, z) pelo plano y = x (Figura 11.7.16). Analogamente, trocar 
x e z reflete o ponto pelo plano x = z e trocar y e z reflete pelo plano y = z. Assim, segue que 
trocando duas variáveis na equação de uma superfície reflete a superfície por um plano que 
faz um ângulo de 45° com dois dos planos coordenados. 


> Exemplo 9 Descreva as superfícies 


()yP=2+20 b) z=- +y) 


Solução (a) O gráfico da equação y? = x? + z? resulta da troca de y e z na equação 7? = xº + y’. 
Assim, o gráfico da equação y? = x? + z? pode ser obtido refletindo o gráfico de z? = x° + y? 
pelo plano y = z. Como o gráfico 7? = x? + y? é um cone circular que se abre ao longo do eixo 
z (ver Tabela 11.7.1), segue que o gráfico de y? = x? + z? é um cone circular que se abre ao 
longo do eixo y (Figura 11.7.17). 


Solução (b) O gráfico da equação z = — (x? + y?) pode ser escrito como —z = x? + y2, 
o que pode ser obtido substituindo z por —z na equação z = x? + y?. Como o gráfico de 
z= x? + y? é um paraboloide circular que se abre na direção z positiva (ver Tabela 11.7.1), 
segue que o gráfico de z = — (x? + y?) é um paraboloide circular que se abre na direção z 
negativa (Figura 11.7.18). < 
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E UMATÉCNICA PARA IDENTIFICAR SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 


As equações das superfícies quádricas da Tabela 11.7.1 têm certas características que tornam 
possível identificar as superfícies quádricas que são deduzidas dessas equações por reflexões. 
Essas características identificatórias, que estão mostradas na Tabela 11.7.2, são baseadas em 
escrever a equação da superfície quádrica de tal forma que todos os termos variáveis estejam 
no lado esquerdo da equação e que haja um 1 ou um O no lado direito. Essas características 
não mudam quando a superfície é refletida por um plano coordenado ou por planos da forma 
x = y, x = Z OU y = z, tornando possível identificar a superfície quádrica refletida a partir da 
forma de sua equação. 


Tabela 11.7.2 
IDENTIFICANDO UMA SUPERFÍCIE QUÁDRICA A PARTIR DE SUA EQUAÇÃO 
5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
x x X x x 
EQUAÇÃO dg E Z214 : X =1|z : X =0|z z Z =0|z X420 
a b e a b æ c2 a«a b a b a b bD a? 
Um termo linear; | Um termo linear; 
; ; EO uai dois termos dois termos 
CARACTERÍSTICA Nenhum sinal Um sinal de Dois sinais Nenhum termo ais x 
l quadráticos com | quadráticos com 
de menos menos de menos linear : Ea 
o mesmo sinal sinais opostos 
Hiperboloide Hiperboloide N Paraboloide Paraboloide 
CLASSIFICAÇÃO ipsoi one elíptico ae 
ç Elipsoide de uma folha de duas folhas C P elíptico hiperbólico 


> Exemplo 10 Identifique as superfícies 
(a) 3x — 4y + 122 + 12=0 (b) 4 -4y4+7=0 


Solução (a) A equação pode ser reescrita como 


Essa equação tem um 1 no lado direito e dois termos negativos no lado esquerdo, logo seu 
gráfico é um hiperboloide de duas folhas. 


Solução (b) A equação tem um termo linear e dois termos quadráticos com o mesmo sinal, 
logo seu gráfico é um paraboloide elíptico. <4 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.7 (Ver página 832 para respostas.) 


1. Na superfície 4x? + y? + z? = 9, classifique o traço indicado 4. Classifique cada superfície como elipsoide, hiperboloide de 
como elipse, hipérbole ou parábola. uma folha, hiperboloide de duas folhas, cone elíptico, parabo- 
(a) x=0 (b) y=0 (c) z=1 loide elíptico ou paraboloide hiperbólico. 
2 2 2 2 
2. Na superfície 4 +72 — y = 9, classifique o traço indicado (a) x + Pos RE (b) ae E J= Ls 
como elipse, hipérbole ou parábola. 36 25 36 25 
a) x=0 b =) c) z=1 x? a x? E 
(a) x ©) y (0) 2 U e n mE+É-2=1 
3. Na superfície 4x? + y? — z = 0, classifique o traço indicado 3 a z j 
como elipse, hipérbole ou parábola. (e) ae + X pie O 2 — Xoo y 


(a) x=0 bd) y=0 (QDz-1 36 25 36 25` 
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EXERCÍCIOS 11.7 


1-2 Idenfique a superfície quádrica como um elipsoide, um hiper- 
boloide de uma folha, um hiperboloide de duas folhas, um cone 
elíptico, um paraboloide elíptico ou um paraboloide hiperbólico, 
associando a equação com uma das formas dadas na Tabela 11.7.1. 
Forneça os valores de a, b e c em cada caso. E 


2 
X 

1. = — 
(a) z 4 


(0) 2 +y -z =16 
(e) 4z = x? + 4y? 


2 


7 2 
b = — 
@) z 25 E 


(d) L+y -z =0 
O ?-?-y =l 
2. (a) 6x? + 3y? +472 =12 (b) y -x -—z=0 


(co) 92 +y- 92 =9 (d) 4 +y- 
(e) 22 -— x — 4y =0 (f) 122 —- 32 = 4y 


2 
y 
ü 9 


3. Obtenha uma equação e esboce a superfície que resulta quando 
o paraboloide circular z = x? + y? for refletido pelo plano 
(a) z=0 (b) x=0 (c) y=0 
(d) y=x (e) x=z D y=z 


4. Obtenha uma equação e esboce a superfície que resulta quando 
o hiperboloide de uma folha x? + y? — z? = 1 for refletido pelo 


plano 
(a) z=0 (b) x=0 (c) y=0 
(d) y=x (e) x=z (D y=z 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. As equações dadas representam superfícies quádricas cujas 
orientações são diferentes daquelas da Tabela 11.7.1. Em 
cada parte, identifique a superfície quádrica e dê uma des- 
crição verbal de sua orientação (por exemplo, um cone elíp- 
tico que se abre ao longo do eixo z ou um paraboloide hi- 
perbólico assentado no eixo y). 


2 2 2 2, 2 ER 
Z y x x y Z 
Rima Mp A 
2 2 2 2 
z g 
© r=5+5 (d) Panta 
2 2 2 2 
Z X X z 
mran r O y=-(5+5) 


6. Para cada superfície do Exercício 5, obtenha a equação 
da superfície que resulta se a superfície dada for refletida 
pelo plano xz e essa superfície, então, for refletida pelo 
plano z = 0. 


7-8 Determine as equações dos traços nos planos coordenados e 
esboce os traços em um sistema de coordenadas xyz. [Sugestão: Se 
encontrar problemas ao esboçar um traço diretamente em três di- 
mensões, comece um esboço em duas dimensões colocando o plano 
coordenado no plano do papel; depois, transfira o esboço para três 
dimensões.) E 


=1 (b) z=x + 4y 


8. (a) yy +92 =x (b) 4x2 — y +42 = 4 


2 
© 2 =x+% 
4 
9-10 Nestes exercícios, os traços das superfícies nos planos são se- 
ções cônicas. Em cada parte, obtenha uma equação do traço e afir- 
me se é uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole. E 


9. (a) 42 +y + Z2 = 4; y=1 

b) 42 +y +=; It 
(0) 92 -— y- z2? = 16; x=2 
(d) 9x2 — y- z2 = 16; z=2 
(e) z= 9 + 4y; y=2 
O z=% + 4y; 2=4 


10. (a) 9) — y? + 42 =9; x=2 
b) 9 -— y +42 =9; y=4 
() 2+4-92=0;y=1 
(d) x2 + 4y -972=0; z=1 
(e) z=x — 4y; x=1 
D) z=x 4y; 2=4 


11-14 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


11. Uma superfície quádrica é o gráfico de uma equação polino- 
mial de grau quatro em x, y e z. 


12. Qualquer elipsoide intersecta o eixo z em exatamente dois 
pontos. 


13. Qualquer elipsoide é uma superfície de revolução. 


14. A interseção do paraboloide hiperbólico 


y? x2 
aI. 


com o plano xy é um par de retas que se intersectam. 


15-26 Identifique e esboce a superfície quádrica. E 


y? z2 
15. dio 16. 2 +47 +97 — 36 
x2 y? z2 
17. — pall 18. 2+y-2=9 
Fi Bg 9 16 Ay = E 
19. 42 =x + 4y 20. 9x? + 4y? — 3672 = 0 
2 2 
21. 92 — 4y? — 92 = 36 22. yy- -2 =1 
4 9 
23. z=y -x 24. 16z=y — x 
25. 4z =x + 2y? 26. z- 3x — 3y =0 


27-32 As equações dadas representam uma superfície quádrica, 
cuja orientação é diferente daquela da Tabela 11.7.1. Identifique e 
esboce a superfície. E 


27. 2 -— 3y — 32 =0 
29. 2y? -2 +22 =8 


28. x— y — 47? =0 
30. 2 — 3y — 32 =9 


N 


31. z= 32. 4x2 — y +42? = 16 


E 
4 9 
33-36 Esboce a superfície. EH 
3. z= y2 Fy? 34. z= 1- x-y? 
35. z= yx? +y -1 36. z= 1+ x+y? 


37-40 Identifique a superfície e faça um esboço grosseiro que mos- 
tre sua posição e orientação. E 


37. z= œ +2 +0-3% -9 
38. 4x2 — y? +16(z — 2} = 100 
39. 9 + y? +42 — 18x + 2y + 16z=10 
40. z2 = 4x +y? + 8x — 2y + 4z 


41-42 Nestes exercícios, use o elipsoide 4x? + 9y? + 187? = 72. E 


41. (a) Obtenha uma equação do traço elíptico no plano z = «/2. 
(b) Obtenha os comprimentos dos eixos maior e menor da 
elipse da parte (a). 
(c) Obtenha as coordenadas dos focos da elipse da parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da elipse da parte (a) 
relativamente aos eixos coordenados. 


42. (a) Obtenha uma equação do traço elíptico no plano x = 3. 
(b) Obtenha os comprimentos dos eixos maior e menor da 
elipse da parte (a). 
(c) Obtenha as coordenadas dos focos da elipse na parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da elipse da parte (a) 
relativamente aos eixos coordenados. 


43-46 Estes exercícios referem-se ao paraboloide hiperbólico 
z= y -x2 | 


43. (a) Obtenha uma equação do traço hiperbólico no plano 
z=4. 
(b) Obtenha os vértices da hipérbole da parte (a). 
(c) Obtenha os focos da hipérbole da parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da hipérbole da parte 
(a) relativamente aos eixos coordenados. 


44. (a) Obtenha uma equação do hipérbólico no plano z = — 4. 
(b) Obtenha os vértices da hipérbole da parte (a). 
(c) Obtenha os focos da hipérbole da parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da hipérbole da parte 
(a) relativamente aos eixos coordenados. 


45. (a) Obtenha uma equação do traço parabólico no plano x = 2. 
(b) Obtenha o vértice da parábola da parte (a). 
(c) Obtenha o foco da parábola da parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da parábola da parte 
(a) relativamente aos eixos coordenados. 


46. (a) Obtenha uma equação do traço parabólico no plano y = 2. 
(b) Obtenha o vértice da parábola da parte (a). 
(c) Obtenha o foco da parábola da parte (a). 
(d) Descreva a orientação do eixo focal da parábola da parte 
(a) relativamente aos eixos coordenados. 
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47-48 Esboce a região englobada pelas superfícies e descreva sua 
curva de interseção. E 


47. Os paraboloides z = 7 + y ez = 4- xX — y? 
48. O elipsoide 2x? + 2y? + z? = 3 e o paraboloide z = x? + y’. 


49-50 Obtenha uma equação para a superfície gerada fazendo girar 
a curva em torno do eixo y. E 


49. y=4% (z=0) 50. y=2x (z=0) 


51. Determine uma equação da superfície consistindo em todos os 
pontos P(x, y, z) que estão equidistantes do ponto (0, 0, 1) e do 
plano z = — 1. Identifique a superfície. 


52. Determine uma equação da superfície consistindo em todos os 
pontos P(x, y, z) que estão duas vezes mais afastados do plano 
z = —1 que do ponto (0, 0, 1). Identifique a superfície. 


53. Se uma esfera 


de raio a for comprimida na direção z, então a superfície resul- 
tante, chamada de esferoide oblato, tem uma equação da forma 


onde c < a. Mostre que o esferoide oblato tem um traço circu- 
lar de raio a no plano xy e um traço elíptico no plano xz com 
eixo maior de comprimento 2a ao longo do eixo x e eixo menor 
de comprimento 2c ao longo do eixo z. 


54. A rotação da Terra causa um achatamento nos polos, portan- 
to sua forma é frequentemente modelada como um esferoide 
oblato em vez de uma esfera (ver Exercício 53 para terminolo- 
gia). Um dos modelos usados pelos satélites de posicionamen- 
to global é o Sistema Geodésico Mundial de 1984 (WGS-84), 
que trata a Terra como uma esfera oblata, cujo raio equatorial é 
6.378,1370 km e cujo raio polar (a distância do centro da Terra 
aos polos) é 6.356,5231 km. Use o modelo WGS-84 para en- 
contrar uma equação para a superfície da Terra em relação ao 
sistema de coordenadas mostrado na figura a seguir. 


z 


Polo Norte 


Equador 

x Figura Ex-54 

55. Use o método do fatiamento para mostrar que é igual a $nabc 
o volume do elipsoide 
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56. Texto Discuta algumas das conexões entre seções cônicas e 57. Texto Forneça uma sequência de passos para a determinação 
traços de superfícies quádricas. da superfície quádrica associada a uma equação quadrática em 
x yez. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.7 


1. (a) elipse (b) elipse (c) elipse 2. (a) hipérbole (b) elipse (c) hipérbole 3. (a) parábola (b) parábola (c) elipse 
4. (a) paraboloide elíptico (b) elipsoide (c) paraboloide hiperbólico (d) hiperboloide de uma folha (e) cone elíptico 
(£) hiperboloide de duas folhas 


11.8 COORDENADAS CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 


Nesta seção, discutiremos dois novos tipos de sistemas de coordenadas no espaço 
tridimensional que são frequentemente mais úteis que o sistema de coordenadas retangulares 
no estudo de superfícies com simetrias. Esses novos sistemas de coordenadas têm também 
importantes aplicações na navegação, na Astronomia e no estudo do movimento rotacional 
em torno de um eixo. 


E SISTEMAS DE COORDENADAS CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 


São necessárias três coordenadas para estabelecer a localização de um ponto no espaço tridimen- 
sional. Já havíamos visto isso em coordenadas retangulares. Contudo, a Figura 11.8.1 mostra 
duas outras possibilidades: a parte (a) da figura mostra as coordenadas retangulares (x, y, z) de 
um ponto P, a parte (b) mostra as coordenadas cilíndricas (r, 6, z) de P e a parte (c) mostra as 
coordenadas esféricas (p, 0, 4) de P. Em um sistema de coordenadas retangulares, as coordena- 
das podem ser quaisquer números reais, mas no sistema de coordenadas cilíndricas e esféricas há 
restrições sobre os valores admissíveis das coordenadas (conforme indicado na Figura 11.8.1). 


Coordenadas cilíndricas Coordenadas esféricas 
Coordenadas regulares (1,8,2) (p. 8, $) 
œ yz) (1>0,0<0<27) (p>0,0<0<27,0<6<7) 
(a) (b) (c) 


Figura 11.8.1 


E SUPERFÍCIES CONSTANTES 
Em coordenadas retangulares, as superfícies representadas por equações da forma 


X=X0 Y=Y € Z=2 


onde xo, Yo € Zo são constantes, são planos paralelos ao plano yz, ao plano xz e ao plano xy, 
respectivamente (Figura 11.8.2). Em coordenadas cilíndricas, as superfícies representadas 
por equações da forma 


xX 


Figura 11.8.2 r=r, 0=0 e z=2% 
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onde ro, 0o € zo são constantes, estão mostradas na Figura 11.8.3: 


e À superfície r = ro é um cilindro circular reto de raio rọ centrado no eixo z. 


e À superfície 0 = 09 é um semiplano colado no eixo z e formando um ângulo 9, com 
O eixo x positivo. 


e À superfície z = zo é um plano horizontal. 


ig Em coordenadas esféricas, as superfícies representadas por equações da forma 


Figura 11.8.3 
p=p» 0=0 e = ġo 


onde pọ, 6o e do são constantes, estão mostradas na Figura 11.8.4: 


e A superfície p = po consiste em todos os pontos cuja distância p da origem é po. Su- 
pondo po não negativo, isso é uma esfera de raio po centrada na origem. 


e Como nas coordenadas cilíndricas, a superfície O = 09 é um semiplano colado no 
eixo z formando um ângulo 6 com o eixo x positivo. 


e A superfície ) = ġo consiste em todos os pontos dos quais um segmento de reta até a 
origem forma um ângulo dy com o eixo z positivo. Dependendo de O < do < 7/2 ou 
m/2 < po < x, isso será a folha de um cone abrindo-se para cima ou para baixo. (Se 
Po = 7/2, então o cone é plano e a superfície é o plano xy.) 


Figura 11.8.4 


E CONVERTENDO COORDENADAS 


Da mesma forma que convertemos entre coordenadas retangulares e polares no espaço bidi- 
mensional, precisaremos converter entre coordenadas retangulares, cilíndricas e esféricas no 
espaço tridimensional. A Tabela 11.8.1 dá fórmulas para fazer essas conversões. 


Tabela 11.8.1 
FÓRMULAS DE CONVERSÃO PARA SISTEMAS COORDENADOS 


CONVERSÃO FÓRMULAS RESTRIÇÕES 


Cilíndricas para retangulares (r, 0, z) > (x, y, z) x=rcos0, y=rsenð, z=z 
Retangulares para cilíndricas (x, y, z) > (r, 0, z) r=Nx2 +y, tg 0 =y/x, 2=2 


Esféricas para cilíndricas (p, 0, $) — (r,0,z) | r=psendb, 0=0, z= pcos o , 9 
< T 
Cilíndricas para esféricas (r,0,z) => (p, 0,ġ) | p= Vr? +22, 0=0, tg b=r/z OSST 


Esféricas para retangulares (p, 0, p) —> (x,y,z) | x= p seng cos 0, y= p seng sen, z = p cos o 


Retangulares para esféricas (x,y,z) > (p, 0, p) | p =Vx? +y? +z?, tg 0 = y/x, cos $ = z/Nx? +y? +z? 


Os diagramas da Figura 11.8.5 ajudam a entender como foram deduzidas as fórmulas 
na Tabela 11.8.1. Por exemplo, a parte (a) da figura mostra que, convertendo entre coordena- 
das retangulares (x, y, z) e coordenadas cilíndricas (r, 0, z), podemos interpretar (r, 0) como 
coordenadas polares de (x, y). Assim, as fórmulas de conversão de polares para retangulares 
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(x, y, 2) 
(r,0,2) 


(b) 


Comparação de sistemas coordenados 


Figura 11.8.5 


| 


AZ y 
x 


cilíndricas: (4, 7/3, —3) 
retangulares: (2, 2 V3, —3) 


“ 


Figura 11.8.6 


esféricas: (4, 71/3, 71/4) 
retangulares: (2, 6, 242) 


Figura 11.8.7 


e de retangulares para polares (1) e (2), respectivamente, da Seção 10.2, fornecem a fórmula 
de conversão entre coordenadas retangulares e cilíndricas na tabela. 

A parte (b) da Figura 11.8.5 sugere que as coordenadas esféricas (p, 0, )) de um ponto 
P podem ser convertidas em coordenadas cilíndricas (r, 0, z) pelas fórmulas de conversão. 


r=psend, 0=0, z=pcosp (1) 


Além disso, uma vez que as coordenadas cilíndricas (r, 0, z) de P podem ser convetidas em 
coordenadas retangulares (x, y, z) pela fórmula de conversão 


=r w=75MÔ, ask (2) 


podemos obter fórmulas de conversão direta das coordenadas esféricas para as coordenadas 
retangulares substituindo (1) em (2). Isso resulta em 


x = psengcos0, y=psendsend, z=pcosQ (3) 
As outras fórmulas de conversão da Tabela 11.8.1 são deixadas como exercícios. 
> Exemplo 1 


(a) Determine as coordenadas retangulares do ponto com coordenadas cilíndricas 


(r, 0, z) = (4, 7/3, —3) 


(b) Determine as coordenadas retangulares do ponto com coordenadas esféricas 
Co, 0, $) = (4, 7/3, 1/4) 


Solução (a) Aplicando a fórmula de conversão de cilíndricas para retangulares da Tabela 
11.8.1, 


x =r cos =4cos $ =2, y =rsenð =4sen Z = 2V3, Z="—3 


Assim, as coordenadas retangulares do ponto são (x, y, z) = (2, 24/3, —3) (Figura 11.8.6). 


Solução (b) Aplicando as fórmulas de conversão de esféricas para retangulares da Tabela 
11.8.1, obtemos 


x = p sen ġ cos 0 = 4sen T cos Z = 2 

y = p sen ġ send = 4sen Z sen $ = 6 
x 

= pcosp = Acos 7 SIVI 


As coordenadas retangulares do ponto são (x, y, z) = (V2, V6, 2/2) (Figura 11.8.7). < 


Como o intervalo O < 0 < 27 cobre dois períodos da função tangente, a fórmula de 
conversão tg 0 = y/x não determina completamente 9. O exemplo a seguir mostra como tratar 
essa ambiguidade. 


> Exemplo 2 Determine as coordenadas esféricas do ponto com coordenadas retangulares. 


(x, y, z) = (4, 4,446) 


Como devemos escolher O se x = 0? 
Como devemos escolher 0 se y = 0? 


8V2 


46 
z/6 


retangulares: (4, —4, 446) 
esféricas: (8V2, 77/4, 71/6) 


Figura 11.8.8 
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Solução Da fórmula de conversão de retangulares para esféricas da Tabela 11.8.1, obtemos 
p=vVx2+y2 +72 = V16 + 16 +96 = 128 = 842 
tg 0 = L 
x 
Z 4/6 v3 


cos ġo = 


VZ +y +2 8⁄2 2 


Da restrição O < 6 < 27 e do valor calculado de tg 0, as possibilidades para 0 são O = 37/4 
e 0 = 77/4. Contudo, o ponto dado tem uma coordenada y negativa, logo devemos ter O = 
77/4. Além disso, da restrição O < à < 7 e do valor calculado de cos &, a única possibilidade 
para é p= 7/6. Assim, as coordenadas esféricas do ponto são (p, 0, $) = (8/2, 717/4, 1/6) 
(Figura 11.8.8). < 


E EQUAÇÕES DE SUPERFÍCIES EM COORDENADAS CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 
As superfícies de revolução em torno do eixo z de um sistema de coordenadas retangulares 
têm, geralmente, equações mais simples nas coordenadas cilíndricas do que nas coordenadas 
retangulares, e as equações de superfícies com simetria em torno da origem são geralmente 
mais simples nas coordenadas esféricas do que nas coordenadas retangulares. Por exemplo, 
considere a folha superior do cone circular cuja equação em coordenadas retangulares é 


z=yvyx +y? 


(Tabela 11.8.2). A equação correspondente nas coordenadas cilíndricas pode ser obtida a par- 
tir da fórmula de conversão de cilíndricas para retangulares da Tabela 11.8.1. Isso dá 


z = y (r cos0)? + (r sen0)? = Vr? = |r] =r 


logo, a equação do cone nas coordenadas cilíndricas é z = r. Indo além, a equação do cone em 
coordenadas esféricas pode ser obtida da fórmula de conversão de esféricas para cilíndricas 
da Tabela 11.8.1. Isso resulta em 


p cos p= p sen ġ 


que, se p + 0, pode ser reescrita como 


x 
teg=1 ou = 


Geometricamente, isso nos diz que a reta radial que parte da origem para qualquer ponto do 
cone faz um ângulo de 7/4 com o eixo z. 


Tabela 11.8.2 


CONE CILINDRO ESFERA PARABOLOIDE HIPERBOLOIDE 
Zz z Ed 
E oi 
y ” y 
“st 
8 
y y 
x 
x x 
RETANGULARES z=Vx2 +y? x? +y? =1 x? +y? +z =1 |z=x +y 
CILÍNDRICAS z=r r=1 Z2=1-72 gsr 
ESFÉRICAS & = 1/4 p = cossec o p=1 p = cos b cossec?p 
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Confirme que estão corretas as equa- 
ções para o cilindro e o hiperboloide 
nas coordenadas esféricas e cilíndri- 
cas dadas na Tabela 11.8.2. 


Meridiano 
principal 


N 


Equador 
Figura 11.8.9 


Jon Arnold/Danita Delimont 

Os sistemas de navegação modernos 
usam representações coordenadas 
múltiplas para determinar a posição. 


> Exemplo3 Obtenha as equações do paraboloide z = x? + y? em coordenadas cilíndricas 
e esféricas. 


Solução Da fórmula de conversão de retangulares para cilíndricas da Tabela 11.8.1, obtém-se 
z=r (4) 


que é a equação em coordenadas cilíndricas. Agora, aplicando as fórmulas de conversão de 
esféricas para cilíndricas em (4), obtém-se 


Ee) 
p cos ġ =p sen? q 
que podemos reescrever como 
p = cos q cossec? À 


Alternativamente, poderíamos ter obtido esta equação diretamente da equação em coordenadas 
retangulares, aplicando as fórmulas de conversão de esféricas para retangulares (verifique). < 


E COORDENADAS ESFÉRICAS NA NAVEGAÇÃO 

As coordenadas esféricas estão relacionadas com as coordenadas em longitude e latitude usa- 
das na navegação. Para ver por quê, vamos construir um sistema de coordenadas retangulares 
satisfazendo a regra da mão direita, com a sua origem no centro da Terra, o seu eixo z positivo 
passando pelo Polo Norte e o seu eixo x positivo passando pelo meridiano principal (Figura 
11.8.9). Supondo que a Terra seja uma esfera de raio p = 4.000 milhas, então cada ponto so- 
bre a Terra tem coordenadas esféricas da forma (4.000, 6, 4), onde ¢ e O determinam a latitude 
e a longitude do ponto. É comum especificar longitudes em graus leste ou oeste do meridiano 
principal e latitudes em graus norte ou sul do Equador. Porém, o próximo exemplo mostra 
que é muito simples determinar ¢ e 6 a partir de tais dados. 


> Exemplo 4 A cidade de New Orleans, nos EUA, está localizada a 90º longitude oeste e 
30º latitude norte. Determine as coordenadas esféricas e retangulares relativas aos eixos co- 
ordenados da Figura 11.8.9. (Suponha que a distância esteja em milhas.) 


Solução Uma longitude de 90º oeste corresponde a 6 = 360º — 90º = 270º ou 6 = 37/2 
radianos; uma latitude de 30º norte corresponde a q = 90º — 30º = 60º ou À = 7/3 radianos. 
Assim, as coordenadas esféricas (p, 0, )) de New Orleans são (4.000, 37/2, 7/3). 

Para determinar as coordenadas retangulares, aplicamos as fórmulas de conversão de 
esféricas para retangulares da Tabela 11.8.1. Assim, obtemos 


3 3 
x = 4.000 sen n cos = 40002340) = Omilhas 


3 3 
y = 4.000 sen z Sen = = 4000351) = —2.000/3 milhas 


z = 4.000 cos Z = 4.000 (5) = 2.000 milhas < 


& EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.8 (Ver página 838 para respostas.) 


1. As fórmulas de conversão de coordenadas cilíndricas (r, 0, z) 2. As fórmulas de conversão de coordenadas esféricas (p, 0, 4) 
para coordenadas retangulares (x, y, Z) são para coordenadas retangulares (x, y, z) são 


X= y= 


Z7 = = P :,y= Z= 


3. As fórmulas de conversão de coordenadas esféricas (p, 0, 4) 
para coordenadas cilíndricas (r, 0, z) são 


r= ,0= ã= 


4. Seja P o ponto do espaço tridimensional de coordenadas retan- 
gulares (42, 42, 2/3). 
(a) As coordenadas cilíndricas de P são (r, 0,7) = 
(b) As coordenadas esféricas de P são (p, 6, &) = 


EXERCÍCIOS 11.8 Recurso Gráfico [E] CAS 
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5. Dê uma equação de uma esfera de raio 5 centrada na origem 
em coordenadas 
(a) retangulares; 
(b) cilíndricas; 
(c) esféricas. 


1-2 Converta as coordenadas de retangulares para cilíndricas. E 


1. (a) (4v3, 4, —4) (b) (—5,5,6) 
(c) (0, 2, 0) (d) (4, —44/3,6) 
2. (a) (V2, —v2, 1) (b) (0,1,1) 
(0) (— 4,4, —7) (d) (2,2, —2) 


3-4 Converta as coordenadas de cilíndricas para retangulares. E 


3. (a) (4,7/6,3) (b) (8, 37/4, —2) 
(c) (5,0,4) (d) (7, x, —9) 


4. (a) (6, 57/3, 7) (b) (1, 7/2, 0) 
(c) (3,7/2,5) (d) (4, 7/2, —1) 


5-6 Converta as coordenadas de retangulares para esféricas. EE 


5. (a) (1, v3, —2) (b) (1, —1, V2) 
(c) (0, 3v3, 3) (d) (5v3, 5, 0) 
6. (a) (4,4, 4v6) (b) (1, =v3, —2) 


(e) (2,0,0) (d) (v3, 1, 2/3) 


7-8 Converta as coordenadas de esféricas para retangulares. W 
7. (a) (5,7/6, 7/4) (b) (7, 0, 7/2) 

(c) (1,7,0) (d) (2, 37/2, 7/2) 
8. (a) (1, 27/3, 37/4) (b) (3, 77/4, 57/6) 

(c) (8, 7/6, 7/4) (d) (4, 7/2, 7/3) 
9-10 Converta as coordenadas de cilíndricas para esféricas. EB 
9. (a) (43,7/6,3) (b) (1, 7/4, —1) 

(c) (2, 37/4, 0) (d) (6, 1, —2,/3) 
10. (a) (4, 57/6, 4) (b) (2,0, —2) 

(c) (4, 7/2, 3) (d) (6, x, 2) 

11-12 Converta as coordenadas de esféricas para cilíndricas. E 
11. (a) (5,7/4,27/3) 
(c) (3,0,0) 

12. (a) (5,7/2,0) 
(c) (V2, 37/4, 7) 


[c] 13. Use um CAS ou uma calculadora programável para estabelecer 
as fórmulas de conversão da Tabela 11.8.1 e, então, use o CAS 
ou uma calculadora para resolver os problemas dos Exercícios 
1,3,5, 7,911. 


(b) (1, 77/6, 7) 
(d) (4, 7/6, 7/2) 


(b) (6,0, 37/4) 
(d) (5, 27/3, 57/6) 


[c] 14. Use um CAS ou uma calculadora programável para estabelecer 
as fórmulas de conversão da Tabela 11.8.1 e, então, use o CAS 
ou uma calculadora para resolver os problemas dos Exercícios 
2,4,6, 8, 10e 12. 


15-18 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


15. Nas coordenadas cilíndricas de um ponto, r é a distância do 
ponto ao eixo z. 


16. Nas coordenadas esféricas de um ponto, p é a distância do pon- 
to à origem. 


17. O gráfico de 0 = ĉo em coordenadas cilíndricas é igual ao grá- 
fico de 6 = 6 em coordenadas esféricas. 


18. O gráfico de r = f(0) em coordenadas cilíndricas sempre pode 
ser obtido pela extrusão do gráfico polar de r = f(0) no plano xy. 


19-26 Uma equação é dada em coordenadas cilíndricas. Expresse a 
equação em coordenadas retangulares e esboce o gráfico. E 


19. r=3 20. 0=7/4 21. z=r 
22. z=rcos6 23. r=4senô 24. r=2sec6 
25. P+72=1 26. 1 cos20=z 


27-34 Uma equação é dada em coordenadas esféricas. Expresse a 
equação em coordenadas retangulares e esboce o gráfico. E 


28. 0= 7/3 29. b=7/4 
31. p= 4 cos ġ 32. psenġ = 1 


27. p=3 
30. p= 2 sec 
33. p sen ġ = 2 cos 0 34. p-— 2 sen ¢ cos 0 = 0 


35-46 Uma equação de uma superfície é dada em coordenadas re- 
tangulares. Determine uma equação da superfície em (a) coordena- 
das cilíndricas e (b) coordenadas esféricas. EB 


35. 2=3 36. y=2 

37. z=32 + 3y? 38. z = 3x2 +3y2 
39. 2 +y =4 40. 2 +y — 6y=0 
41. +y +2 =9 42. =x -y 

43. 2x +3y+472=1 44. 2º+y-2=1 
45. X2 =16 -7z 46. L +y += Rz 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47-50 Descreva a região no espaço tridimensional que satisfaça 
as desigualdades dadas. E 


47. P<i<4 


48. O<r<2seno, 0O<z<3 


49. 1<p<3 50. 0<6<7/6, 0<p<2 
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51. 


52. 


Cálculo 


São Petersburgo (antiga Leningrado), na Rússia, está localiza- 
da a 30º de longitude leste e 60ºde latitude norte. Determine 
suas coordenadas esféricas e retangulares relativas aos eixos 
coordenados da Figura 11.8.9. Tome milhas como a unidade 
de distância e suponha que a Terra seja uma esfera de raio de 
4.000 milhas. 


(a) Mostre que a curva de interseção das superfícies z = sen 0 
e r = a (coordenadas cilíndricas) é uma elipse. 
(b) Faça um esboço da superfíce z = sen 0, com 0 < 0 < 7/2. 


. A figura abaixo mostra um cilindro circular reto de raio 10 cm 


que gira 3 rotações por minuto em torno do eixo z. No instante 

t = 0 s, um besouro no ponto (0, 10, 0) começa a andar direta- 

mente para cima na face do cilindro a uma taxa de 0,5 cm/min. 

(a) Determine as coordenadas cilíndricas do besouro depois 
de 2 min. 

(b) Determine as coordenadas retangulares do besouro depois 
de 2 min. 

(c) Determine as coordenadas esféricas do besouro depois de 
2 min. 


Wf RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 11.8 


Te 
» | 


x Figura Ex-53 


3 rot/min 


y 


(0, 10, 0) 


. Em referência ao Exercício 53, use um recurso gráfico compu- 


tacional para fazer o gráfico da distância do besouro à origem 
como uma função do tempo. 


. Texto Discuta algumas aplicações práticas nas quais sejam 


úteis sistemas de coordenadas não retangulares. 


. Texto Na navegação celeste, são utilizados os termos “zêni- 


te” e “azimute”. Quais são as relações desses termos com as 
coordenadas esféricas? 


1. rcos6; 
4. (a) (2, 77/4, 243) (b) (4, 17/4, 7/6) 


rsen6; z 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 11 


2. psengcos0; psengsend; pcos 
5. (a) X2 +y +z2=25 (b)P4+2=25 


3. psenġ; 0; pcos 


©) p=5 


1. 


(a) Qual é a diferença entre um vetor e um escalar? Dê um 
exemplo físico de cada um. 

(b) Como pode ser determinado se dois vetores são ou não 
ortogonais? 

(c) Como pode ser determinado se dois vetores são ou não 
paralelos? 

(d) Como pode ser determinado se três vetores com pontos 
iniciais em comum no espaço tridimensional situam-se no 
mesmo plano ou não? 


(a) Esboce vetores u e v com os quais u + ve u — v sejam 
ortogonais. 

(b) Como podem ser usados vetores para determinar se quatro 
pontos no espaço tridimensional situam-se no mesmo plano? 

(c) Se forças F; = i e F; = j forem aplicadas em um ponto no 
espaço bidimensional, quanta força deve ser aplicada nes- 
se ponto para cancelar o efeito combinado de F; e F}? 

(d) Escreva uma equação da esfera com centro (1, —2, 2) que 
passa pela origem. 


(a) Desenhe uma figura que mostre os ângulos diretores œ, B e 
y de um vetor. 

(b) Quais são os componentes de um vetor unitário no espaço 
bidimensional que formam um ângulo de 120º com o ve- 
tor i (duas respostas)? 

(c) Como podem ser usados vetores para determinar se um 
triângulo com vértices desconhecidos P4, P2 e P3 tem um 
ângulo obtuso? 

(d) Verdadeiro ou falso: O produto vetorial de vetores ortogo- 
nais unitários é um vetor unitário. Explique o seu raciocínio. 


(a) Faça uma tabela que mostre todos os possíveis produtos 
vetoriais dos vetores i, j e k. 

(b) Dê uma interpretação geométrica de ||u x vl]. 

(c) Dê uma interpretação geométrica de |u + (v x w)]. 

(d) Escreva uma equação do plano que passa pela origem e é 
perpendicular à reta x = t, y = 2t, z = —t. 


Em cada parte, determine uma equação da esfera com centro 
(—3, 5, —4) e que satisfaça a condição dada. 

(a) Tangente ao plano xy. 

(b) Tangente ao plano xz. 

(c) Tangente ao plano yz. 


Determine a maior e a menor distâcia entre o ponto P(1, 1, 1) e 
a esfera 


L +y +z- 2y+6z-6=0 


Dados os pontos P(3, 4), Q(1, 1) e R(5, 2), use métodos veto- 
riais para determinar as coordenadas do quarto vértice do para- 
lelogramo cujos lados adjacentes são PQ e QR. 


Sejam u = (3,5, —1) e v = (2, —2, 3). Encontre 


(a) 2u + 5v (b) A 
Iivi 
(c) lu (d) llu — vll. 


Sejam a = ci + j e b = 4i + 3j. Determine c tal que 
(a) ae b sejam ortogonais. 

(b) o ângulo entre a e b seja 7/4. 

(c) o ângulo entre a e b seja 7/6. 

(d) aeb sejam paralelos. 


10. Sejam ro = (xo, Yo, Zo) e r = (x, y, z). Descreva o conjunto de 
todos os pontos (x, y, z) com os quais 
(a) rero=0 (b) (r — ro) 'ro=0 


11. Mostre que se u e v forem vetores unitários e 0 for o ângulo 
entre eles, então ||u — v|| = 2 sen 50. 


12. Determine o vetor de comprimento 5 e ângulos diretores 
a = 60º, 8 = 120º, y = 135º. 


13. Supondo que a força esteja em libras e a distância esteja em 
pés, determine o trabalho realizado por uma força constante 
F = 3i — 4j + k agindo sobre uma partícula que se move sobre 
uma reta que vai de P(5, 7,0) a O(6, 6, 6). 


14. Supondo que a força esteja em newtons e a distância esteja 
em metros, determine o trabalho realizado pela resultante das 
forças constantes F; = i — 3j + k e F, = i + 2j + 2k agindo 
sobre uma partícula que se move sobre uma reta que vai de 
P(—1, —2, 3) a Q(0, 2, 0). 


15. (a) Determine a área de um triângulo com vértices A(1, 0, 1), 
B(0, 2, 3) e C(2, 1, 0). 
(b) Use o resultado da parte (a) para determinar o comprimen- 
to da altura do vértice C ao lado AB. 


16. Verdadeiro ou falso? Explique o seu raciocínio. 
(a) Seu. v= 0, então u = 0 ou v = 0. 
(b) Seu x v= 0, então u = 0 ou v = 0. 
(c) Seucv=0ecuxv=0, então u = 0 ou v = 0. 


17. Considere os pontos 
A(1,—1,2), BQ,-3,0), (—1,-2,0), D(Q,1,-1) 


(a) Determine o volume do paralelepípedo que tenha os veto- 
> = > : 
res AB, AC, AD como arestas adjacentes. 
(b) Determine a distância de D para o plano contendo A, B e C. 


18. Suponha que uma força F com uma magnitude de 9 1b seja apli- 
cada ao conjunto alavanca-haste mostrado na figura abaixo. 
(a) Expresse a força F na forma de componentes. 
(b) Determine o momento vetorial de F sobre a origem. 


Figura Ex-18 


19. Seja P o ponto (4, 1, 2). Encontre equações paramétricas da 
reta que passa por P que é paralela ao vetor (1, —1, 0). 


20. (a) Determine as equações paramétricas da interseção dos pla- 
nos2x+ty-—-z=3ex+2y+7=3. 
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(b) Determine o ângulo agudo entre os dois planos. 


21. Encontre uma equação do plano que é paralelo ao plano 
x + 5y — z + 8 = 0 e que contém o ponto (1, 1, 4). 


22. Encontre uma equação do plano que passa pelo ponto (4, 3, 0) 
e que é paralelo aos vetores i + k e 2j — k. 


23. Que condição devem satisfazer as constantes para que os planos 
axtby+ciz=demnxtby+oz=d 
sejam paralelos? 


24. (a) Liste os seis tipos básicos de superfícies quádricas e des- 
creva seus traços nos planos paralelos aos planos coorde- 
nados. 

(b) Dê as coordenadas dos pontos que resultam quando o pon- 
to (x, y, z) é refletido pelo plano y = x, pelo plano y = z e 
pelo plano x = z. 

(c) Descreva a interseção das superfícies r = 5 ez = 1 em co- 
ordenadas cilíndricas. 

(d) Descreva a interseção das superfícies ġ = 7/4 e 0 = 0 em 
coordenadas esféricas. 


25. Em cada parte, identifique a superfície completando os 
quadrados. 
(a) 2+42-2-6x+8y+47=0 
(b) 2 +y +2 + 6x 4y +12z=0 
© +y- z- 2x+4y+5=0 


26. Em cada parte, expresse a equação em coordenadas cilíndricas 
e esféricas. 


(a) X +y =z b) 2-7 -z7 =0 


27. Em cada parte, expresse a equação em coordenadas retangulares. 
(a) z= r° cos 20 (b) p° sen ġ cos ġ cos 0 = 1 


28-29 Esboce no espaço tridimensional o sólido descrito em coor- 
denadas cilíndricas pelas desigualdades dadas. E 


28. (a) I<r<2 


(c) 7/6<0<7/3 
(d) 1<r<2,2<z<3 e m/6<0<7m/3 


(b) 2<z<3 


29. (a) P+72<4 
(c) r+z<4er>l1l 


(b) r<1 


30-31 Esboce no espaço tridimensional o sólido descrito em coor- 
denadas esféricas pelas desigualdades dadas. E 


30. (a) 0<p<2 b) 0<gp<7/6 
(o) 0O<p<2e0O<gp<r/6 


31. (a) 0<p<5,0<g<m/2e 0<0<7m/2 
(b) 0O<p<r/3e0<p<2secyh 
(co) 0<p<2 en/6<p<m/3 


32. Esboce a superfície cuja equação em coordenadas esféricas é 
p= a(l — cos q). [Sugestão: A superfície tem a forma de uma 
fruta conhecida.] 
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CAPÍTULO 11 ESTABELECENDO CONEXÕES 


1. Defina um “operador rotação” R sobre os vetores do plano xy 


pela fórmula 
RGd + y) = —yi + x) 


(a) Verifique que R gira os vetores por 90º no sentido anti- 
-horário. 
(b) Prove que R tem as seguintes propriedades de linearidade: 


R(cv)=ckR(v) e R(v + w)= R(v)+ R(w) 


2. (a) Dado um triângulo no plano xy, associe a cada lado do tri- 


ângulo um vetor normal que aponte para fora e cujo com- 
primento seja igual ao do lado correspondente. Prove que 
a soma dos três vetores normais resultantes é o vetor zero. 

(b) Estenda o resultado da parte (a) para um polígono de n la- 
dos no plano xy. [Sugestão: Use os resultados do exercício 
precedente.] 


3. (a) Dado um tetraedro no espaço xyz, associe a cada face do 


tetraedro um vetor normal que aponte para fora e cujo 
comprimento seja numericamente igual à área da face 
correspondente. Prove que a soma dos quatro vetores 
normais resultantes é o vetor zero. [Sugestão: Use pro- 
dutos vetoriais.] 

(b) Estenda o resultado da parte (a) para uma pirâmide com 
uma base de quatro lados. [Sugestão: Divida a base em 
dois triângulos e use o resultado da parte (a) em cada te- 
traedro resultante.] 

(c) Podemos estender os resultados das partes (a) e (b) a ou- 
tros poliedros? 


4. Dado um tetraedro no espaço, escolha um vértice e denote por 


A, B e C as três faces que se encontram nesse vértice. Sejam a, 
b e c as respectivas áreas dessas faces e seja d a área da quarta 


face do tetraedro. Seja œ o ângulo (interno) entre as faces A e B, 
B o ângulo entre as faces Be C e y o ângulo entre as faces A e C. 
(a) Prove que 


d =a +b +c? — 2ab cos a — 2bc cos B — 2ac cos y 


Esse resultado é conhecido como a lei dos cossenos de 

tetraedros. [Sugestão: Use a parte (a) do exercício pre- 
cedente.] 

(b) Usando o resultado da parte (a) como motivação, enuncie 

e demonstre um “Teorema de Pitágoras para Tetraedros”. 


. Qualquer círculo que esteja contido em uma esfera pode ser 


dado pela interseção da esfera e algum plano. Se o plano pas- 
sar pelo centro da esfera, diremos que o círculo é um círcu- 
lo máximo. Dados dois pontos de uma esfera, a distância de 
círculo máximo entre esses dois pontos é o comprimento do 
menor arco de algum círculo máximo que contenha os dois 
pontos. Seja £ uma esfera de raio p centrada na origem do 
espaço. Se os pontos P e Q da esfera X tiverem coordenadas 
esféricas (p, 01, 41) e (p, 0», %2), respectivamente, prove que a 
distância de círculo máximo entre P e Q será dada por 


p arc cos(cos hı cos 4, + cos(6; — 65) sen ġı sen ġ2) 


. Um navio ao mar está no ponto A, que está a 60º de longitude 


oeste e 40º de latitude norte. O navio viaja ao ponto B, que está 
a 40º de longitude oeste e 20º de latitude norte. Supondo que 
a Terra seja uma esfera com raio de 6.370 quilômetros, deter- 
mine a menor distância que o navio pode viajar indo de A para 
B, dado que a menor distância entre os dois pontos sobre uma 
esfera está ao longo do arco do círculo máximo que une os pon- 
tos. [Sugestão: Introduza um sistema de coordenadas xyz como 
na Figura 11.8.9 e use o resultado do exercício precedente. ] 


O Krystian Janczyríski/iStockphoto 


O projeto de uma montanha- 
-russa requer o entendimento 

dos princípios matemáticos que 
governam o movimento de objetos 
de velocidade e posição variáveis. 


FUNÇÕES 
VETORIAIS 


Neste capítulo, consideraremos funções cujos valores são vetores. Tais funções fornecem uma 
maneira unificada de estudar curvas paramétricas nos espaços bi e tridimensional e são uma 
ferramenta básica para a análise do movimento de partículas ao longo de uma trajetória curva. 
Começaremos desenvolvendo o Cálculo dessas funções vetoriais — mostraremos como diferenciar 

e integrar tais funções e desenvolveremos algumas propriedades básicas dessas operações. 
Aplicaremos, então, essas ferramentas do Cálculo para definir três vetores fundamentais que podem 
ser usados para descrever características básicas de curvas, como tendências de curvatura e torção. 
Uma vez feito isso, desenvolveremos o conceito de velocidade e aceleração para tais movimentos e 
aplicaremos esses conceitos para explicar vários fenômenos físicos. Finalmente, usaremos o Cálculo 
das funções vetoriais para desenvolver princípios básicos da atração gravitacional e deduzir as leis 
do movimento planetário de Kepler. 


12.1 INTRODUÇÃO ÀS FUNÇÕES VETORIAIS 


Na Seção 11.5, discutimos equações paramétricas de retas no espaço tridimensional. 
Nesta seção, discutiremos curvas paramétricas mais gerais no espaço tridimensional e 
mostraremos como a notação vetorial pode ser usada para expressar equações paramétricas 
nos espaços bi e tridimensional em uma forma mais compacta. Isso nos conduzirá a um novo 
tipo de função, a saber, funções que associam vetores a números reais. Tais funções têm 
muitas aplicações importantes na Física e na Engenharia. 


E CURVAS PARAMÉTRICAS NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


Lembre-se de que, na Seção 10.1, foi visto que se fe g forem funções bem-comportadas, en- 
tão o par de equações paramétricas 


x=f0, y=a(0 (1) 


gera uma curva no espaço bidimensional que é traçada em um sentido específico à medida 
que o parâmetro t cresce. Definimos esse sentido como sendo a orientação da curva ou a dire- 
ção de crescimento do parâmetro, e chamamos a curva junto com a sua orientação de gráfico 
das equações paramétricas ou curva paramétrica representada pelas equações. Analogamen- 
te, se f, g e h forem três funções bem-comportadas, então as equações paramétricas 


x=f0), v=s0, z=h® (2) 


geram uma curva no espaço tridimensional que é traçada em um sentido específico à medida 
que 1 cresce. Como no espaço bidimensional, esse sentido é chamado de orientação ou sen- 
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AZ (0,3,2) 


x=1-t y=3, 2=2t 


Figura 12.1.1 


(=x) 


x=acost, y=asent, z=ct 


Figura 12.1.2 


Ken Eward/Biografx/Photo Researchers, Inc. 
A hélice circular descrita no Exemplo 
2 ocorre na natureza. Acima está uma 
representação computacional da héli- 
ce dupla da molécula de DNA (ácido 
desoxirribonucleico). Essa estrutura 
contém todas as instruções herdadas 
necessárias para o desenvolvimento 
de um organismo vivo. 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um CAS, use-o 
para gerar a tricuspoide na Figura 
12.1.3, e mostre que essa curva pa- 
ramétrica é orientada no sentido anti- 
-horário 


tido do parâmetro crescente, e a curva junto com a sua orientação é chamada de gráfico das 
equações paramétricas ou curva paramétrica representada pelas equações. Se nenhuma res- 
trição for enunciada explicitamente ou estiver implícita pelas equações, então será entendido 
que ź varia no intervalo (—%, +20). 


> Exemplo 1 As equações paramétricas 
x=1l-t y=3%, z=2t 


representam uma reta no espaço tridimensional que passa pelo ponto (1, 0, 0) e é paralela ao 
vetor (—1, 3, 2). Como x decresce à medida que t cresce, a reta tem a orientação mostrada na 
Figura 12.1.1. «4 


> Exemplo 2 Descreva a curva paramétrica representada pelas equações 
Xx=acost, y=asent, z=ct 
onde a e c são constantes positivas. 


Solução A medida que o parâmetro t cresce, também cresce o valor de z = ct; logo, (x, y, z) 
move-se para cima. Porém, à medida que t cresce, o ponto (x, y, z) também se move em uma 
trajetória diretamente acima do círculo 


x=acost, y=asent 


no plano xy. A combinação desses movimentos para cima e circular produz uma curva com 
o formato de saca-rolha que se enrola num cilindro circular reto de raio a centrado no eixo z 
(Figura 12.1.2). Esta curva é chamada de hélice circular. «4 


E CURVAS PARAMÉTRICAS GERADAS COM TECNOLOGIA 


Exceto nos casos mais simples, pode ser difícil visualizar e desenhar curvas paramétricas 
sem o auxílio de um recurso computacional. Por exemplo, a tricúspide é o gráfico das equa- 
ções paramétricas 


x=2cost+cos2t, y= 2 sen t — sen 2t 


Embora seja cansativo esboçar a tricúspide à mão, é fácil obter uma representação por com- 
putador e verificar o significado do nome dessa curva (Figura 12.1.3). No entanto, observe 
que a representação gráfica da tricúspide na Figura 12.1.3 é incompleta, por não exibir a 
orientação. Isso ocorre seguidamente com curvas geradas por recursos gráficos. (Alguns 
recursos gráficos traçam uma curva paramétrica suficientemente lenta para podermos ver a 
orientação, ou então fornecem algum recurso para esboçar os pontos ao longo da curva no 
sentido do parâmetro crescente.) 

As curvas paramétricas no espaço tridimensional podem ser de difícil visualização mes- 
mo com a ajuda de recursos computacionais. Por exemplo, a Figura 12.1.4a mostra o gráfico 
da curva paramétrica chamada de nó de toro, que foi produzida por um CAS. No entanto, 
mesmo esse gráfico é difícil de visualizar, pois não fica evidente se os pontos de superposição 
são interseções ou se uma parte da curva está na frente da outra. Para resolver esse problema 
de visualização, alguns recursos gráficos computacionais fornecem a capacidade de mergu- 
lhar a curva dentro de um tubo fino, como na Figura 12.1.4b. Esses gráficos são chamados de 
plotagem em tubos. 


E EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DE INTERSEÇÕES DE SUPERFÍCIES 


As curvas no espaço tridimensional ocorrem frequentemente como interseções de superfícies. 


Por exemplo, a Figura 12.1.5a mostra uma parte da interseção dos cilindros z = x° e y = x°. 


Um método para encontrar as equações paramétricas da curva de interseção é escolher uma 


x=Ly=P,z=? 
(a) 
0 y 
4 
8 
z 0 
—2 
= 0 = 
2 
(b) 
Figura 12.1.5 


Enquanto uma função vetorial no es- 
paço tridimensional, como a de (4), 
tem três componentes, uma função 
vetorial no espaço bidimensional tem 
somente dois componentes e, portan- 


to, tem a forma 
rie) = (x(t). y) 


(Di + yi)j 


Encontre a função vetorial do espaço 
bidimensional cujas funções compo- 
nentes são x(t) = t e y(t) = Č. 
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A tricúspide (a) 


Figura 12.1.4 


Figura 12.1.3 


das variáveis como parâmetro e usar as duas equações para expressar as duas variáveis res- 
tantes em termos daquele parâmetro. Em particular, se escolhermos x = t como parâmetro e 
substituirmos isso nas equações z = x? e y = x°, obtemos as equações paramétricas 


x=t, y=, z=Ê (3) 


Essa curva é chamada de cúbica torcida. A parte da cúbica torcida mostrada na Figura 
12.1.5a corresponde a t > 0; o gráfico da cúbica torcida gerado no computador para valores 
positivos e negativos de t está na Figura 12.1.5b. Alguns outros exemplos e técnicas para en- 
contrar interseções de superfícies são discutidos nos exercícios. 


E FUNÇÕES VETORIAIS 
A cúbica torcida, definida pelas equações em (3), é o conjunto de pontos da forma (t, t2, t°), 
com valores reais de t. Interpretando cada um desses pontos como ponto final de um vetor r 
cujo ponto inicial é a origem, 


r= (x,y, 2) = (t, Ê, P) = ti + Êj + rk 


obtemos r como uma função do parâmetro t, ou seja, r = r(t). Como essa função produz um 
vetor, dizemos que r = r(t) define r como uma função de valores vetoriais a uma variável 
real ou, mais simplesmente, uma função vetorial. Os vetores que consideramos neste livro 
são bi ou tridimensionais, portanto diremos que uma função vetorial é uma função no espaço 
bi ou tridimensional, de acordo com o tipo de vetores que produz. 

Se r(t) for uma função vetorial no espaço tridimensional, então, dado qualquer valor 
admissível de t, o vetor r = r(t) pode ser representado em termos de componentes por 


r = r(t) = (0,0, (0) = (Di + (Dj + zk (4) 


As funções x(t), y(t) e z(t) são denominadas funções componentes ou componentes de r(t). 


> Exemplo 3 As funções componentes de 


r(A = (t, P, P) = ti + Êj + Pk 


xX)=t H =f, (A= <4 


O domínio de uma função vetorial r(t) é o conjunto dos valores admissíveis de t. Se r(t) 
estiver definida em termos de funções componentes e o domínio não estiver explicitamente 
especificado, convencionamos que o domínio será a interseção dos domínios naturais das 
funções componentes e dizemos que esse é o domínio natural de r(t). 
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Mais precisamente, para sermos cla- 
ros deveríamos escrever (cos t)i e 
(sen t)j em vez de cos ti e sen tj. 
Contudo, é prática comum ignorar os 
parênteses em tais casos, já que não 
é possível interpretar essas expres- 
sões de outra maneira. Por quê? 


CD), VCD, 200) 


Quando ż varia, a ponta 
do vetor posição r(t) 
descreve a curva C. 


Figura 12.1.6 


> Exemplo 4 Encontre o domínio natural de 


r(t) = (ln |t — 1|, e, s/t) = (In |t — 1Di+e'j+ vtk 


Solução Os domínios naturais das funções componentes 

(0) =Inft-1| y0=e, z= vV 
são 

(—0, 1) U (1, +00), (—00, +00), [0, +00) 


respectivamente. A interseção desses conjuntos é 
IO, DU (1, +) 
(verifique), portanto o domínio natural de r(t) consiste em todos valores de t tais que 


O<t<l ou t>1 4 


E GRÁFICOS DE FUNÇÕES VETORIAIS 


Se r(t) for uma função vetorial no espaço bi ou tridimensional, então definimos o gráfico de 

r(t) como a curva paramétrica descrita pelas funções componentes de r(t). Por exemplo, se 
r( = (1 — t, 3t, 2 = (1 — i + 3tj + 2tk (5) 

então o gráfico de r = r(t) é o gráfico das equações paramétricas 

2=2t 


x=1-t y=3, 


Assim, o gráfico de (5) é a reta na Figura 12.1.1. 


> Exemplo 5 Descreva o gráfico da função vetorial 


r(t) = (cos t, sen t, t) = cos ti + sen tj + tk 


Solução As equações paramétricas correspondentes são 


x = cost, z=t 


y=sent, 


Assim, como vimos no Exemplo 2, o gráfico é uma hélice circular enrolada em torno de um 
cilindro de raio 1. < 


Até agora, consideramos curvas paramétricas como sendo caminhos traçados pelo 
movimento de pontos. Entretanto, se uma curva paramétrica for vista como o gráfico de 
uma função vetorial, então podemos imaginar, também, que o gráfico seja traçado pela 
ponta de um vetor em movimento. Por exemplo, se a curva C no espaço tridimensional for 
o gráfico de 


r) = x(Di + (Dj + 2()k 


e se posicionarmos r(t) com o seu ponto inicial na origem, então seu ponto final cai na curva 
C (como mostrado na Figura 12.1.6). Assim, quando r(f) é posicionado com seu ponto inicial 
na origem, seu ponto final descreve a curva C quando o parâmetro t varia, caso em que dize- 
mos que r(t) é o vetor posição de C. Por simplicidade, às vezes deixamos implícita a depen- 
dência t e escrevemos r em vez de r(t) para o vetor posição. 


> Exemplo 6 Esboce o gráfico e um vetor posição de 
(a) r(A = cos ti + sen tj, O<t<27 


(b) r(£) = cos ti + sen tj +2k, 0<t<2r 


ys 


r = cos ti + sen tj 


Figura 12.1.7 trados na Figura 12.1.8. < 


vetorial como 


r = cos ti + sen tj + 2k 


x= cost, 
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Ay Solução (a) As equações paramétricas correspondentes são 
x=cost, y=sent (O<t<27) 


logo o gráfico é um círculo de raio 1, centrado na origem, orientado no sentido anti-horário. 
O gráfico e um vetor posição são mostrados na Figura 12.1.7. 


Solução (b) As equações paramétricas correspondentes são 


y=sent, z=2 (0<t< 2r) 


A partir da terceira equação, a ponta do vetor posição traça uma curva no plano z = 2 e das 
duas primeiras equações, a curva é um círculo de raio 1 centrado no ponto (0, 0, 2) e traçado 
no sentido anti-horário, olhando para baixo do eixo z. O gráfico e um vetor posição são mos- 


E FORMA VETORIAL DE UM SEGMENTO DE RETA 

Lembre-se da Fórmula (9) da Seção 11.5 em que vimos que, se ro for um vetor no espaço bi 
ou tridimensional, com seu ponto inicial na origem, então a reta que passa pelo ponto final de 
ro e é paralela ao vetor v pode ser dada na forma vetorial como 


r = ro + tv 


Em particular, se rọ e rı são vetores no espaço bi ou tridimensional com seus pontos iniciais 
na origem, então a reta que passa pelos pontos finais desses vetores pode ser dada na forma 


r = ro +t (rı — ro) ou r = (1 — t)ro + tri (6-7) 


Figura 12.1.8 


como indicado na Figura 12.1.9. 
E comum chamar (5) ou (6) de forma vetorial de uma reta por dois pontos e, para sim- 
plificar, dizer que a reta passa pelos pontos rọ e rı (em vez de dizer que ela passa pelos pontos 


ir 


finais de rọ e rı). 


Deve ser entendido em (6) e (7) que t varia de —oo a +. Contudo, se restrigirmos a va- 
riação de t ao intervalo O < t < 1, então r variará de rọ a rı. Assim, a equação 


r=(1-Dro+tir (O<t<l) (8) 


r=(1-Drg+tr, representa o segmento de reta no espaço bi ou tridimensional que é traçado de ro a r4. 


Figura 12.1.9 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.1 (Ver página 847 para respostas.) 


1. (a) Expresse as equações paramétricas 


1 
r y="t, z=arcsent 


xX 


como uma só equação vetorial da forma 
r= (Di + (Dj + z(Ð)k 


(b) A equação vetorial na parte (a) define r = r(t) como uma 
função vetorial. O domínio de r(t) é e 


EXERCÍCIOS 12.1 Recurso Gráfico 


- Descreva o gráfico de r(t) = (1 + 2t, —1 + 3t). 
. Descreva o gráfico de r(t) = sen? ti + cos? tj. 


. Encontre uma equação vetorial para a curva de interseção das 


superfícies y = x? e z = y em termos do parâmetro x = t. 


1-4 Determine o domínio de r(t) e o valor de r(tọ). E 


1. r()=costi—-3tj; to=7 


2. r(t) = (vV3t +1, t); p=] 
3. r(t) = cos zti — lntj + vt — 2K; t =3 
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4. r(t) = (2e™, arc sen t, In(1 — À); t=0 


5-6 Expresse as equações paramétricas como uma única equação 
vetorial da forma 


r=x(i+yÐj ou r=x()i+ yj +z)k E 
5. x=3cost, y=t+sent 
6. x=2t, y=2sen3t, z= 5 cos 3t 


7-8 Determine as equações paramétricas que correspondam às 
equações vetoriais dadas. E 


7. r=32i-2j 
8. r= (2t — l)i 


34/t j + sen 3tk 

9-14 Descreva o gráfico da equação. Ei 
9. r= (3 — 2pi + 5tj 10. r= 2 sen 3ti — 2 cos 3t j 

11. r=2ti — 3j + (1 + 3f k 

12. r= 3i + 2 cos tj + 2 sen tk 

13. r= 2 cos ti — 3 sen tj +k 

14. r=—3i+(1-—P)j+tk 


15. (a) Obtenha a inclinação da reta no espaço bidimen- 
sional que está representada pela equação vetorial 
r=(1-2)i-0-30j. 

(b) Obtenha as coordenadas do ponto em que a reta 
r=Q+0+(1-20)j+ 3tk 
intersecta o plano xz. 

16. (a) Obtenha o corte com o eixo y da reta no espaço bidi- 
mensional que está representada pela equação vetorial 
r=(3+20i+ 5t. 

(b) Obtenha as coordenadas do ponto em que a reta 


r=ti+ (1 +2pj-— 3tk 
intersecta o plano 3x — y — z = 2. 


17-18 Esboce o segmento de reta representado pela equação veto- 

rial. W 

17. (a) r=(1—i+tj; O<t<l 
b) r=0-)ü+)) +- j); 

18. (a) r=1-9)i+)+k; 0<t<1 
(b) r= (0 -A G+j+k)+ +j); 


0<t<1 


0<t<1 


19-20 Escreva uma equação vetorial para o segmento de reta de P 
aQ. E 


19. 4y 20. 


Q 3 
21-30 Esboce o gráfico de r(t) e mostre o sentido de t crescente. E 


21. r()=2i+1) 22. r(t) = (3t — 4, 6t + 2) 


23. r(t) = (1 + cos i+ (3 — sen j; 0<t<2r 
0<t<2r 
26. r(t) = vti + (2t + Di 


27. r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + tk 


24. r(t) = (2 cost, 5 sen 1); 
25. r(t) = cosh fi + senh tj 


28. r(t) = 9 cos ti + 4 sen tj + tk 
29. r(t) = ti + j+ 2k 
30. r(A = ti + tj + sen tk; O<t<27 


31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


31. O domínio natural de uma função vetorial é a união dos domí- 
nios de suas funções componentes. 


32. Se r(t) = (x(t), y(t)) for uma função vetorial no espaço bidi- 
mensional, então o gráfico de r(t) será uma superfície no espa- 
ço tridimensional. 


33. Se rọ er; forem vetores do espaço tridimensional, então o grá- 
fico da função vetorial 
r0)=(1-dro+tr (O<t<1) 
será o segmento de reta que liga os pontos finais de rọ e rı. 


34. O gráfico de r(t) = (2 cos t, 2 sen t, t) é uma hélice circular. 


35-36 Esboce a curva de interseção das superfícies e obtenha equa- 


ções paramétricas para a interseção em termos do parâmetro x = t. 
Confira seu trabalho com um recurso gráfico gerando a curva para- 
métrica sobre o intervalo —1 <t<1. E 


35. z=x +y, x—-y=0 


36. y+x =0, z = y2 — x? — y? 


37-38 Esboce a curva de interseção das superfícies e obtenha uma 
equação vetorial para a curva em termos do parâmetro x = t. E 


37. 92 +y +92 =81, y=X (2>0) 
38. y=x, x+y+z=1 
39. Mostre que o gráfico de 
r = ż sen ti + t cos tj + Pk 
situa-se no paraboloide z = x? + y?. 
40. Mostre que o gráfico de 


d+ 1-fÊ 
r=ti+ ; j+ 7 k, 


t>0 


situa-se no plano x — y + z +1 = 0. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


41. Mostre que o gráfico de 


r = senti + 2costj +4 3 sen tk 


é um círculo e determine o seu centro e raio. [Sugestão: 
Mostre que a curva situa-se numa esfera e também num 
plano.) 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Mostre que o gráfico de 
r = 3 cos ti + 3 sen tj + 3 sen tk 


é uma elipse e determine o comprimento dos eixos maior 
e menor. [Sugestão: Mostre que o gráfico situa-se em um 
cilindro circular e um plano e use o resultado no Exercí- 
cio 44 da Seção 10.4.] 


Para a hélice r = a cos ti + a sen tj + ctk, obtenha o valor 
de c (c > 0) tal que a hélice faça uma volta completa em 
uma distância de 3 unidades medida ao longo do eixo z. 


Quantas revoluções fará a hélice circular 
r = a cos ti + a sen tj + 0,2tk 
em uma distância de 10 unidades medida ao longo do eixo z? 


Mostre que a curva r = ź cos ti + t sen tj + tk, t > 0, situa- 
-se sobre o cone z = yx? + y?. Descreva a curva. 


Descreva a curva r = a cos ti + b sen tj + ctk, onde a, b e 
c são constantes positivas tais que a + b. 


Em cada parte, associe a equação vetorial com um dos grá- 
ficos abaixo e explique seu raciocínio. 

(a) r=ti—tj+v2-ťk 

(b) r= sen zti — tj + tk 

(c) r = sen ti + cos tj + sen 2tk 

(d) r= iri + cos 3tj + sen 3tk 


AZ 


NI 
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48. Confira suas conclusões do Exercício 47 gerando as curvas 
com um recurso gráfico. [Nota: O seu recurso gráfico pode 
olhar a curva de um ponto de vista diferente. Leia o manual 
para determinar como controlar o ponto de vista e veja se você 
pode gerar uma cópia razoável dos gráficos mostrados na figu- 
ra ajustando o ponto de vista e escolhendo apropriadamente o 
intervalo dos valores de t.] 


49. 


50. 


51. 


52. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.1 


(a) 


(b) 


(a) 


(b) 


Obtenha as equações paramétricas para a curva da interse- 
ção do cilindro circular x? + y? = 9 e o cilindro parabólico 
z = x° em termos de um parâmetro t para o qual x = 3 cos t. 
Use um recurso gráfico para gerar a curva de interseção da 
parte (a). 


Esboce o gráfico de 


=(2 2 
= T 


Prove que a curva na parte (a) também é o gráfico da função 


8 


“ya 


[Os gráficos de y = a?/(a? + x°), em que a denota uma 
constante, foram estudados primeiramente pelo matemáti- 
co francês Pierre de Fermat e, mais tarde, pelos matemáti- 
cos italianos Guido Grandi e Maria Agnesi. Qualquer uma 
dessas curvas é conhecida como uma “bruxa de Agnesi”. 
Existem várias teorias sobre a origem desse nome. Alguns 
sugerem que foi uma tradução errada feita por Grandi ou 
Agnesi de um nome menos pitoresco do latim para o ita- 
liano. Outros culpam uma tradução para o inglês do trata- 
do de 1748 de Agnesi intitulado “Instituições Analíticas”.] 


Texto Considere a curva C dada pela interseção do cone 

= yx? + y? e do pl = 2. Esb identifi - 
Z x? + y? e do plano z = y + 2. Esboce e identifique a cur. 
va C e descreva um procedimento para encontrar uma função 
vetorial r(t) cujo gráfico seja C. 


Texto Suponha que r;(t) e r>(t) sejam funções vetoriais do 
espaço bidimensional. Explique por que a resolução da equa- 
ção ri(t) = r>(t) pode não fornecer todos os pontos em que os 
gráficos dessas funções intersectam. 


1 
1. (a) r = zi + v/tj + arc sen tk (b) O<t<l; 2+ ^ j+7k 


2i + 3j. 


2 
EA 


3. O gráfico é o segmento de reta no plano xy de (0, 1) a (1,0) 


2. O gráfico é uma reta que passa por (1, —1) com vetor diretor 


4. r= (t, P, Ê) 
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12.2 CÁLCULO DE FUNÇÕES VETORIAIS 


Nesta seção, definiremos limites, derivadas e integrais de funções vetoriais e discutiremos 


suas propriedades. 
Ay o E LIMITES E CONTINUIDADE 
LN Nosso primeiro objetivo nesta seção é desenvolver uma noção do que significa uma função 
E vetorial no espaço bi ou tridimensional r(t) tender para um vetor limite L quando ż tender a 
Ea um número a. Ou seja, queremos definir 
lim r(t) =L (1) 
t>a 


Uma maneira de motivar uma definição razoável de (1) é posicionar r(t) e L com seus pontos 
iniciais na origem e interpretar esse limite como significando que o ponto final de r(t) tende 
ao ponto final de L quando ż tender a a ou, equivalentemente, que o vetor r(t) tende ao vetor 
r(1) tende a L em magnitude, L tanto em magnitude quanto em direção e sentido quando t tender a a (Figura 12.2.1). Alge- 
direção e sentido se lim r() = L. bricamente, isso equivale a afirmar que 


ys 


Figura 12.2.1 lim Ir(t) — L| = 0 (2) 


(Figura 12.2.2). Assim, temos a seguinte definição. 


Ay 
ue 12.2.1 DEFINIÇÃO Seja r(t) uma função vetorial definida em cada 1 de algum intervalo 
aberto contendo o número a, exceto que r(t) não precisa estar definido em a. Escrevemos 
lim r(1) =L 
L t>a 


se, e somente se, 
r(t) 
lim |rt) — L|| = 0 
t>a 


y= 


t) — L|| é a distância entre o nt dia aa x a 
llr D [$ à distância gntre gs pontos E intuitivamente claro que r(t) tenderá a um vetor limite L quando ż tender a a se, e so- 
finais dos vetores r(t) e L quando esses 


vetores são posicionados com o mesmo | mente se, as funções componentes de r(t) tenderem aos componentes correspondentes de L. 

ponto inicial. Isso sugere o teorema a seguir, cuja prova formal será omitida. 

Figura 12.2.2 
12.2.2 TEOREMA 


(a) Se r(t) = A, yA) = x(Di + y(Dj, então 
Note que |lr(t) — L|| é um número 
real com cada valor de t, de modo lim r(t) = (lim x(t), lim v(D) = lim x(Di+ lim y(t)j 
que, embora essa expressão envolva a didi edi, tara ta 


uma função vetorial, o limite sê PO x i ? 
sempre que existirem os limites das funções componentes. Reciprocamente, existem 


lim Ir@) — LI os limites das funções componentes sempre que r(t) tender a um vetor limite quando 
t tender aa. 


(b) Se r(t) = (xA, yA, zA) = x(Di + y(Dj + z(Ðk, então 


é um limite comum de função real. 


lim r(t) = (lim x(t), lim y(t), lim z0) 
t>a t>a t>a t>a 


= lim x()i + lim y(0j + lim z(Ð)k 
t>a t>a t>a 


sempre que existirem os limites das funções componentes. Reciprocamente, existem 
os limites das funções componentes sempre que r(t) tender a um vetor limite quando 
ttender a a. 


Como poderíamos definir os limites 


laterais 


lim r(t) and 
t>at 


lim r(t)? 
t->a” 


Os limites de funções vetoriais têm 
muitas das mesmas propriedades 
que os limites de funções reais. Por 
exemplo, supondo que os limites exis- 
tam, o limite de uma soma é a soma 
dos limites, o limite de uma diferen- 
ça é a diferença dos limites e um fa- 
tor escalar constante pode ser tirado 
para fora de um símbolo de limite. 


A) r(t+h)- r(t) 
D 
O 
a 
a r(t) 
Ë 
x 
> 
h>0 
(a) 
A) 


a 

a 

e 

S 
£ 
=~ 
S 
S 

y= Q 


(c) 
Figura 12.2.3 
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> Exemplo 1 Seja r() = Pi + e'j — (2 cos mb)k. Então 


lim r(t) = (lim º) i+ (Jim e')j = (lim 2cos zt) k=j-2k 
t>0 t>0 1>0 t>0 
Alternativamente, usando a notação de ternos ordenados para vetores, 


lim r(t) = lim (2°, e”, —2 cos at) = (tim t’, lim e”, lim(—2. cos nt) = (0,1, —2) «4 
t>0 t>0 t t>0 t>0 


=> 0 


Motivados pela definição de continuidade de funções reais, dizemos que uma função 
vetorial r(t) é contínua emt= a se 


lim r(t) = r(a) (3) 


Ou seja, r(a) está definido, o limite de r(t) quando t— a existe, e ambos coincidem. Como 
no caso de funções reais, dizemos que r(t) é uma função vetorial contínua em um interva- 
lo I se for contínua em cada ponto de 7 [com a ressalva de que, nos pontos extremos de 7, 
o limite bilateral seja substituído pelo limite lateral apropriado]. Segue do Teorema 12.2.2 
que uma função vetorial é contínua em t = a se, e somente se, suas funções componentes 
são contínuas em t = a. 


E DERIVADAS 


A derivada de uma função vetorial é definida com um limite análogo ao da derivada de uma 
função real. 


12.2.3 DEFINIÇÃO Se r(t) for uma função vetorial, definimos a derivada de r em rela- 
ção a t como a função vetorial r' dada por 


r(t+h) — r(t) 


r'() = lim, E o (4) 


O domínio de r’ consiste em todos valores de t do domínio de r(t) nos quais o limite 
existe. 


A função r(t) é dita derivável ou diferenciável em t se existir o limite em (4). Seguimos 
utilizando toda a notação usual de derivadas. Por exemplo, a derivada de r(t) pode ser escrita 
como 


d dr 

ER lr], Tr’ 

É importante não esquecer que r'(t) é um vetor, não um número, portanto tem magni- 

tude, direção e sentido com qualquer valor de t [exceto se r'(t) = 0, caso em que r'(t) tem 
magnitude nula, mas nenhuma direção ou sentido específicos]. Na próxima seção, considera- 
remos o significado da magnitude de r'(t), mas por enquanto nosso objetivo é o de obter uma 
interpretação geométrica da direção e sentido de r'(t). Para isso, consideremos as partes (a) 
e (b) da Figura 12.2.3. Essas ilustrações mostram o gráfico C de r(t) (com a orientação) e os 
vetores r(t), r(t + h) e r(t + h) — r(t) para h positivo e negativo. Em ambos os casos, o vetor 
r(t + h) — r(t) percorre a reta secante que une os pontos terminais de r(t + h) e r(t), mas com 
sentidos opostos nos dois casos. No caso em que A é positivo, o vetor r(t + h) — r(t) apon- 
ta na direção do parâmetro crescente, e no caso em que h é negativo, ele aponta no sentido 


850 
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oposto. Entretanto, no caso em que h é negativo, a direção e o sentido são revertidos quando 
multiplicamos por 1/h, de modo que, em ambos os casos, o vetor 
r(t+h) — r(t) 

h 


Sre +h) -r(t)] = 


aponta na direção do parâmetro crescente e percorre a reta secante. Quando h — 0, a reta 

secante aproxima-se da reta tangente no ponto terminal de r(t), logo podemos concluir que 

o limite 

. r(t+h)-— r(t) 

r(t) = lim LEL 
h>0 h 


(se ele existir e for não nulo) é um vetor que é tangente à curva C na ponta de r(t) e que aponta 
na direção do parâmetro crescente (Figura 12.2.3c). 
Podemos resumir essa discussão como segue. 


12.2.4 INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DA DERIVADA Suponha que C seja o gráfico de uma 
função vetorial r(f) no espaço bi ou tridimensional e que r'(t) exista e não seja nula com um 


valor dado de t. Se o vetor r'(?) estiver posicionado com seu ponto inicial no ponto final do 
vetor posição r(t), então r'(t) é tangente a C e aponta na direção do parâmetro crescente. 


Como os limites de funções vetoriais podem ser calculados componente a componente, 
parece razoável esperar que as derivadas também possam ser calculadas em termos de fun- 
ções componentes. Esse é o resultado do próximo teorema. 


12.2.5 TEOREMA Se r(t) for uma função vetorial, então r é diferenciável em t se, e 
somente se, cada uma das funções componentes for diferenciável em t, caso em que as 


funções componentes de r'(t) são as derivadas das correspondentes funções componentes 


de r(t). 


DEMONSTRAÇÃO Para simplificar, daremos a prova no caso bidimensional; a prova no caso 
tridimensional é idêntica, exceto pelo componente adicional. Suponha que r() = x()i + y(Dj. 
Então 


h 
ji [x@+ Di + yt + h)j]— xti + ye] 
= lim 
h>0 h 
- (im x(t+h) O); + (im yt +h) — E); 
h=>0 h h>0 h 


=x'(t)i+ y'(t)j m 


> Exemplo 2 Seja r(t) = ri + ej — (2 cos mk. Então 


r'(t) É (Pi + A Dj E (2 cos mt)k 
= 1 e cos TT. 
dt dt J dt 


= 2ti + ej + (2rsenzt)k <4 


Reta 
tangente 


x 


Figura 12.2.4 


> 
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E REGRAS DE DERIVAÇÃO 


Muitas das regras de derivação de funções reais têm análogos no contexto de derivação de 
funções vetoriais. Algumas delas estão enunciadas no teorema a seguir. 


12.2.6 TEOREMA (Regras de Derivação) Sejam r(t), ri(t) e r>(t) funções vetoriais 
que são todas do espaço bidimensional ou então do espaço tridimensional, f(t) uma fun- 
ção real, k um escalar e c um vetor constante (ou seja, um vetor cujo valor independa de 
1). Então, valem as seguintes regras de derivação: 


d 
(a) &ilel=0 


d d 
(b) giro = kz rOl 


d _d É 
(9) [60 + ra] = — Ir] + —[ro(D] 


d d d 
(d) a tr (1) — ro(t)] = g (1)] — gO 


d d d 
(e) FOO = fOO + LÍCITO) 


As demonstrações da maioria dessas regras são consequências imediatas da Definição 
12.2.3, embora a última regra seja mais facilmente demonstrada aplicando a regra do produ- 
to de funções reais às funções componentes. A demonstração do Teorema 12.2.6 é deixada 
como exercício. 


E RETAS TANGENTES A GRÁFICOS DE FUNÇÕES VETORIAIS 


Motivado pela discussão da interpretação geométrica da derivada de uma função vetorial, 
estabelecemos a seguinte definição. 


12.2.7 DEFINIÇÃO Seja P um ponto no gráfico de uma função vetorial r(t) e seja r(fo) 
o vetor posição da origem a P (Figura 12.2.4). Se r'(to) existir e r’ (tọ) = 0, então dizemos 


que r'(to) é um vetor tangente ao gráfico de r(t) em r(to), e a reta que passa por P que é 
paralela ao vetor tangente é denominada reta tangente ao gráfico de r(t) em r(to). 


Sejam ro = r(t9) e vo = r' (tọ). Segue, da Fórmula (9) da Seção 11.5, que a reta tangente 
ao gráfico de r(t) em rọ é dada pela equação vetorial 


r=ro+ tivo (5) 


> Exemplo 3 Obtenha equações paramétricas da reta tangente à hélice circular 
x=cost, y=sent, z=t 


onde t = fo, e use esse resultado para obter equações paramétricas da reta tangente no ponto 
em que t = 7. 


Solução A equação vetorial da hélice é 


r(t) = cos ti + sen tj + tk 


852 Cálculo 


Figura 12.2.5 


Observe que, em (6), não importa a 
ordem dos fatores em cada termo no 
lado direito, mas em (7) sim. 


portanto temos 
ro = r(to) = cos toi + sen toj + tok 
vo=r'(t)=(—sentoi+costoj+k 
Segue de (5) que a equação vetorial da reta tangente em t = é 
r = cos foi + sen toj + tok + t[(— sen tọ)i + cos toj + k] 
= (cos fo — t sen to)i + (sento + t cos to)j + (to + Dk 
Assim, as equações paramétricas da reta tangente em ź = to são 
x = COS fọ — t sen to, y = sen to + t cCos to, z= fto +t 
Em particular, a reta tangente no ponto em que t = x tem as equações paramétricas 
x=-1, y=-t z=1+t 


O gráfico da hélice e essa reta tangente estão mostrados na Figura 12.2.5. < 


> Exemplo 4 Sejam 
ri(t) = (arc tg fi + (sen Nj + Pk 


rt) = (P — Di + (2t — Dj + (In Dk 


Os gráficos de ry(t) e r»(t) intersectam na origem. Encontre a medida em graus do ângulo 
agudo entre as retas tangentes aos gráficos de r;(t) e r>(t) na origem. 


Solução O gráfico de r;(t) passa pela origem em t = 0, onde seu vetor tangente é 


= (1,1,0) 


t=0 


1 
r(0) = ( ——, cost,2t 
1(0) 1+? ) 
O gráfico de r>(t) passa pela origem em t = 1 (verifique), onde seu vetor tangente é 


= (1,2,1) 


t=1 


1 
(O) = g — 1,2, 5) 


Pelo Teorema 11.3.3, o ângulo 0 entre esses dois vetores tangentes satisfaz 


(1,1,0): (1,2,1) 142450 3 8 
I, LONM,2Z DI O v2v/6 v2 2 


Segue que 0 = 7/6, ou seja, 30º. < 


cos = 


E DERIVADAS DE PRODUTOS ESCALARES E VETORIAIS 
As regras seguintes, que são deduzidas nos exercícios, fornecem um método para diferenciar 
produtos escalares no espaço bi ou tridimensional e produtos vetoriais no espaço tridimensional. 


d R =» E dr, dry n 6 
EO r2(t)] = rı (t) P7 F F r2(t) (6) 
d d d 
FnOx O= rA x = de — x r2(t) (7) 


Na Geometria plana, aprende-se que uma reta tangente a um círculo é perpendicular ao 
raio no ponto de tangência. Consequentemente, se um ponto mover-se ao longo de um círculo 
no espaço bidimensional que está centrado na origem, então se espera que o vetor posição e o 
vetor tangente em qualquer ponto sobre o círculo sejam ortogonais. Isso é a motivação para o 
útil teorema a seguir, que é aplicável em ambos os espaços, bi e tridimensional. 


ha 


Figura 12.2.6 


Capítulo 12 / Funções vetoriais 853 


12.2.8 TEOREMA Se r(t) for uma função vetorial no espaço bi ou tridimensional e 
Ir(DIl for uma função constante de t, então 


rA r()=0 (8) 


isto é, r(t) e r'(t) são vetores ortogonais com qualquer t. 


DEMONSTRAÇÃO Segue de (6), com r(t) = r(t) = r(t), que 


Sr) ro) rO: T+ Srt) 
ou, de modo equivalente, 
“ iro = 2r(t) * is (9) 
dt dt 


No entanto, || r(t) ||? é constante, logo a sua derivada é zero. Assim, 
dr 
2r() e — =0 
dt 


do que segue (8). E 


> Exemplo 5 Da mesma forma que uma reta tangente ao círculo no espaço bidimensional 
é perpendicular ao raio no ponto de tangência, um vetor tangente a uma curva sobre a super- 
fície de uma esfera no espaço tridimensional que está centrada na origem é ortogonal ao vetor 
posição naquele ponto de tangência (Figura 12.2.6). Para provar isso, suponha que o gráfico 
de r(f) situe-se sobre a superfície de uma esfera de raio positivo k centrada na origem. Dado 
qualquer valor de t, temos |jr(t)|| = k, logo, pelo Teorema 12.2.8, 

roer (D)=0 


e, portanto, o vetor posição r(t) e o vetor tangente r'(t) são ortogonais. < 


E INTEGRAIS DEFINIDAS DE FUNÇÕES VETORIAIS 

Se r(t) for uma função vetorial que é contínua no intervalo a < t < b, então definimos a inte- 
gral definida de r(t) ao longo desse intervalo como o limite de somas de Riemann, exatamen- 
te como na Definição 5.5.1, no Volume 1, exceto que aqui o integrando é uma função vetorial. 
Especificamente, definimos 


b n 
— i * 
l Aan = L > r(tč)Atk (10) 


Segue de (10) que a integral definida de r(t) ao longo do intervalo a < t < b pode ser ex- 
pressa como um vetor cujos componentes são as integrais definidas das funções componentes 
de r(t). Por exemplo, se r(t) = x()i + y()j, então 


b 
J r(t)dt lim r(t) At 
à max Afg > O 
k=1 
nai o [(Erepan) iy (È vaan) | 
k=1 k=1 
(ui 3 rapan) di (ui repar); 


b b 
(/ mar ih (/ Odi) 


II 


II 


Il 
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Reescreva as Fórmulas (11) e (12) 
em notação de pares e ternos orde- 
nados para vetores, com 


r(A = (x), y) 


r(e) = (x(t), y(t), z0) 


respectivamente. 


Em geral, temos 


b b b 
[roar=([ eo de Yi ( [ vo) di) CE) 
b b b b 

Moai soa)i+(f soa)i+ (f Odi) k (12) 


> Exemplo 6 Seja r(t) = Pi + e'j — (2 cos mt)k. Então, 


1 1 1 1 
f| Oa (J Paris ([ ea)i-(f 2 cost di ) k 
0 0 0 0 


PT b 2 i 1 
-= 5] itel i- sena k = -i+ (e — 1)j «4 
3 T 0 3 


II 


E REGRAS DE INTEGRAÇÃO 
Da mesma maneira que a derivação, muitas das regras de integração de funções reais têm 
análogos para funções vetoriais. 


12.2.9 TEOREMA (Regras de Integração) Sejam r(t), ri(t) e r2(t) funções vetoriais 
que são todas do espaço bidimensional ou então do espaço tridimensional e que sejam 
contínuas no intervalo a < t < b e seja k um escalar. Então, valem as seguintes regras de 
integração: 


b b 
(a) f wodi =k | r(t)dt 


b b b 
(b) f nO +ra(olde = | noar f ro(t) dt 


a a 


b b b 
(c) f MO-ra = | nod- [ r2(t) dt 


Omitiremos a demonstração. 


E ANTIDERIVADAS DE FUNÇÕES VETORIAIS 
Uma antiderivada de uma função vetorial r(t) é uma função vetorial R(f) tal que 


R'A) = r(t) (13) 


Assim como no Capítulo 6, expressamos a Equação (13) usando notação de integral como 
froa=ro+c (14) 


onde C representa um vetor constante arbitrário. 

Como a derivação de funções vetoriais pode ser efetuada componente a componente, 
segue que a antiderivação pode ser feita da mesma maneira. Isso está ilustrado no próximo 
exemplo. 
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> Exemplo 7 


fonttia = (fza)i+ (fea) 


= (° + Ci + (+ Oj 
=((ABDA(CGIA+GD=Ci+B)+C 


onde C = Cii + C2j é um vetor constante de integração arbitrário. < 


A maioria das propriedades conhecidas de integração de funções reais tem contraparti- 
da vetorial. Por exemplo, a derivação e a integração de funções vetoriais são operações inver- 
sas, no sentido de que 


- [/ r(t) ar| =E) e fro dt=r(t) +C (15-16) 


Além disso, se R(t) for uma antiderivada de r(t) em um intervalo contendo t = a e t = b, então 
temos a seguinte forma vetorial do Teorema Fundamental do Cálculo: 


b 


b 
| r(t) dt = Ro] = R(b) — R(a) a7) 


a 


= 2 
> Exemplo 8 Calcule a integral definida f Qti +31) dt. 
0 


Solução Integrando os componentes, obtemos 


2 2 2 
f enssrnar="] +] j=4+8j 
0 0 0 


Solução Alternativa A função R(t) = ři + Pj é uma antiderivada do integrando, pois 
R'(1) = 2ti + 3£j. Assim, segue de (17) que 


2 2 


2 
Í (2ti + 3t j) dt = Ro) = Pi+ ñil = (4i + 8j) — (0i + 0j) = 4i + 8j < 
0 0 0 


> Exemplo 9 Obtenha r(t) sabendo que r'(t) = (3,21) e r(1) = (2,5). 


Solução Integrando r'(?) para encontrar r(t), obtemos 
r(t) = J r'(t)dt = fe 2t) dt = (3t, +C 


onde C é um vetor constante de integração. Para encontrar o valor de C, substituímos t = 1 e 
usamos o valor dado de r(1) para obter 


r(1) = (3, 1) + C = (2, 5) 
de modo que C = (—1, 4). Assim, 
rÐ = (36 Ê) + (—1,4) = Bt- 1,2 +4) < 


856 Cálculo 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.2 (Ver página 858 para respostas.) 


1. (a) lim (Pi + 21) = 


(b) lim (cost, sent)= 
t> 7/4 


2. Encontre r'(1). 
(a) r()=(4+50i+(1— Dj 


b) r(t) = (7 tgt, e) 
3. Suponha que r;(0) = (3, 2, 1), r2(0) = (1, 2, 3), r10) = (0, 0, 0) 


e r5(0) = (—6, —4, —2). Use essa informação para calcular a deri- 
vada de cada função em t = 0. 


EXERCÍCIOS 12.2 [F Recurso Gráfico 


(a) r6) = 2r1(t) — ro(t) 

(b) r = cos tri(1) + ers(t) 
(c) r(A) = ri(t) x r(t) 

(d) AO = r(A * r(A) 


1 
4. (a) f (2t, t, sennt)dt=— 
0 


(b) fa -3jreWdi= 000 


1-4 Obtenha o limite. E 


+1 1 sent 
1. li ——,— 2. li tit— 
dm (aya r) a GE t i) 


3 Int 
3. lim (ri — 3j + Kk) 4. im ( mpenz) 
t— 


i\e =l 

5-6 Determine se r(t) é contínua em t = O. Explique seu raciocínio. E 
5. (a) r(A =3 senti— 2tj (b) rD=fi+ aj +1k 
6. (a) r(A = e'i + cossec tk 


(b) r(t) = 5i — vV3t + 1j+e”k 


7. Esboce o círculo r(t) = cos ti + sen tj e, em cada parte, dese- 
nhe o vetor com seu comprimento correto. 
(a) r'(m/4) (b) r") (c) r(27) — r(37/2) 


8. Esboce o círculo r (t) = cos ti — sen tj e, em cada parte, dese- 
nhe o vetor com seu comprimento correto. 
(a) r'(m/4) (b) r") (©) r(27) — r(37/2) 


9-10 Obtenha r'(t). E 
9. r(A =4i-— costj 
10. r(t) = (arc tg t)i + t costj — tk 


11-14 Encontre o vetor r'(to); então, esboce o gráfico de r(f) no es- 
paço bidimensional e desenhe o vetor tangente r'(t0). EB 


11. c0=(L2): w=2 12. r()= i+ ĉj; t=1 
13. r() = sec ti + tg tj; to=0 
14. r(/ = 2 sen ti + 3 cos tj; to= 7/6 


15-16 Encontre o vetor r' (tọ); então, esboce o gráfico de r(t) no es- 
paço tridimensional e desenhe o vetor tangente r'(tọ). E 


15. r()=2sentitj+2costk; to=7/2 
16. r( = cos ti +sen tj + tk; to=7/4 


17-18 Use um recurso gráfico para gerar o gráfico de r(t) e o gráfi- 


co da reta tangente em £ na mesma tela. E 


17. r(t) = sen zti + fj; t=} 
18. r(A = 3 sen ti + 4 cos tj; to = 7/4 


19-22 Obtenha equações paramétricas da reta tangente ao gráfico 
de r(t) no ponto em que t = tọ. M 


19. r()=čri+(2-ln)j; t=1 
20. r(t = e” i — 2 cos 3tj; to=0 
21. r(t) = 2 cos zti + 2 sen mt) + 3tk; b=5 
22. r(A =lnti+ ej + tk; t= 2 


23-26 Obtenha uma equação vetorial da reta tangente ao gráfico de 
r(t) no ponto Po da curva. E 


23. r(t) = (2t — 1)i + v3t + 4j; Po(—1, 2) 
24. r(t) = 4 cos ti — 3t j; Po(2, —7) 


25. r(t) = ťi = zi +(4-t9k:; Po(4,1,0) 
26. r(t) = sen ti + cosh tj + (arc tg )k; Po(0, 1,0) 
27. Seja r(t) = cos ti + sen tj + k. Determine 

(a) lim (r(t) — rt) (b) lim (r(f) x r'(t)) 


© lim (r(t) - r(1). 
f= 
28. Seja r(£) = ti + ĉj + ? k. Determine 


lim r(t) + AX r”) 
t— 
29-30 Calcule 


d d 
gg (rio nO e gu O x ro(1)] 


primeiro diferenciando o produto diretamente e, então, aplicando as 
Fórmulas (6) e (7). E 

29. r(t) = 2t + 3 j+ Pk, r, () = fk 

30. rı(f) = cos ti + sen tj + tk, r (f) =i + tk 


31-34 Calcule a integral definida. E 


1 
32. f (a —2tj+ xx) dt 


34. / (le™, e, 3t) dt 


31. fa + 4tj)dt 


33. ferem do 
35-40 Calcule a integral definida. E 


x/2 1 
35. Í (cos 2t, sen 2t)dt 36. / (Cirêpndt 
0 0 
2 
37. | lti + cj] dt 
0 
3 
38. / =P sa dt 
-3 


9 1 
39. / i+ par 40. f (e”i+e~™j+tk)dt 
1 0 


41-44 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. 


41. Se uma função vetorial r(t) for contínua em t = a, então existi- 
rá o limite 


. r(a+h)-r(a) 
lim —————————— 
h>0 h 


42. Se r(t) for uma função vetorial do espaço bidimensional e |r(t))| 
for constante, então r(t) e r'(t) serão vetores paralelos, com 
qualquer t. 


43. Se r(t) for uma função vetorial que é contínua no intervalo 


a<t< b,então 
b 
J r(t)dt 
a 


44. Se r(t) for uma função vetorial que é contínua no intervalo 
[a, b], então, dado a < t < b, teremos 


a p r(u) du | = r(t) 


45-48 Resolva o problema de valor inicial vetorial para y(t) por in- 
tegração, usando as condições iniciais para determinar as constantes 
de integração. E 


45. y'()=2ti+3ťj, yO)=i-j 


será um vetor. 


46. y'(f = cos ti + sen tj, y(0)=i-—j 

47. y(Di+ej y0) =2i, y'O) =j 

48. y()= 12i — 2tj, y(0) = 2i — 4j, y'(0)=0 

49. (a) Determine os pontos nos quais a curva 
r=ti+ j- 3tk 


intersecta o plano 2x — y + z = —2 

(b) Para a curva e o plano da parte (a), determine, até o grau 
mais próximo, o ângulo agudo que a reta tangente à curva 
faz com a reta normal ao plano em cada ponto de interseção. 
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50. Determine em que ponto a reta tangente à curva 
r= e7” i + cos tj+ 3 sen tk 
no ponto (1, 1, 0) intersecta o plano yz. 


51-52 Mostre que os gráficos de r;(t) e r2(f) intersectam-se no pon- 
to P. Determine, até o grau mais próximo, o ângulo agudo entre as 
retas tangentes aos gráficos de r;(t) e r2(f) no ponto P. E 
51. ri = t’i + tj + 3t°k 

r(t) = (t— Di + irj +6- Dk; PA, 1,3) 
52. r(t) = 2e7'i + cos tj + (t? + 3)k 

r(A = (1 — i+ tj +0 +4k; P(2,1,3) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53. Use a Fórmula (7) para deduzir a fórmula de diferenciação 


d 1 Na n 
gO x r(g)]=r(t)x r(t) 


54. Sejam u = u(t), v = v(t) e w = w(t) funções vetoriais dife- 
renciáveis. Use as Fórmulas (6) e (7) para mostrar que 


1u (wx )] 
g xv 


a dY É x OW 
FS CEM Ci 


55. Sejam ui, U2, U3, Vi, U2, V3, W1, W2 € w3 funções diferenciá- 
veis de t. Use o Exercício 54 para mostrar que 


u u u 
d 1 2 3 


= |v v 3 
dt 
wi w2 W3 
t + 1 
uU; Us Us Uj U2 U3 Ui U? U3 
=|v vz vl+Hlv v vl+H|v v vs 
wi w w3 wy Ww w3 w, w, w3 


56. Prove o Teorema 12.2.6 para o espaço bidimensional. 
57. Deduza as Fórmulas (6) e (7) para o espaço tridimensional. 


58. Prove o Teorema 12.2.9 para o espaço bidimensional. 


59. Texto Explique o que significa uma função vetorial r(t) ser 
diferenciável e discuta interpretações geométricas de r'(t). 


60. Texto Seja r(f) = (P, P + 1) e defina (1) como o ângulo en- 
tre r(t) e r'(t). O gráfico de 6 = 6(1) está dado na figura a seguir. 
Interprete as características importantes desse gráfico em ter- 
mos da informação sobre r(t) e r'(t). Acompanhe sua discussão 
com um gráfico de r(t), destacando instâncias particulares do 
vetores r(t) e r'(1). 


A0 


ji 
-4 3 02 + 123 


Figura Ex-60 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.2 


va a 


1. (a) 9i+ 6j (b) (F 2 


(c) 0 (d) —28 4. (a) g e 


3 


) 2 (0) r(D)=5+1-2j b) r'e) =(-5 sr, 2) 3. (a) (6,4,2) (b) (-4,0,4) 


2 
) (b) Ti-rj+ek+C 


12.3 MUDANÇA DE PARÂMETRO; COMPRIMENTO DE ARCO 


Matematicamente, a propriedade 
de ser “lisa” é da parametrização, e 
não da própria curva. No Exercício 
38, veremos uma curva que é bem- 
-comportada geometricamente e que 
tem uma parametrização que é lisa e 
outra que não é. 


va 


ro =i +j 


Figura 12.3.1 


Observamos, em seções anteriores, que uma curva no espaço bi ou tridimensional pode ser 
representada parametricamente de várias maneiras. Por exemplo, na Seção 10.1, demos 
duas representações paramétricas de um círculo — uma na qual o círculo foi traçado no 
sentido horário e a outra, no sentido anti-horário. Algumas vezes, será desejável mudar o 
parâmetro de curva para um parâmetro diferente que seja mais conveniente para o problema 
em questão. Nesta seção, investigaremos questões associadas a mudanças de parâmetros e 
mostraremos que o comprimento do arco desempenha um papel especial na representação 
paramétrica das curvas. 


E PARAMETRIZAÇÕES LISAS 


Os gráficos de funções vetoriais variam de contínuos e lisos a descontínuos e altamente errá- 
ticos. Neste texto, não nos ocuparemos com gráficos do último tipo; portanto, precisamos im- 
por restrições para eliminar o comportamento indesejado. Diremos que uma parametrização 
r(t) de uma curva é uma parametrização lisa, ou que r(t) é uma função vetorial lisa, se r' (t) 
for contínua e r'(?) # 0 em cada valor permitido de t. Geometricamente, isso significa que 
uma curva com uma parametrização lisa não pode ter variações abruptas de direção quando 
o parâmetro cresce. 


> Exemplo 1 Determine se as seguintes funções vetoriais são lisas. 
(a) r()=acostitasentj+ctk (a>0,c>0) 
b) r(1) = Pi+ É) 
Solução (a) Temos 
r'() = —a sen ti + a cos tj + ck 


Os componentes são funções contínuas, e não há valores de t com os quais todos os três sejam 
zero (verifique), logo r(t) é uma função lisa. O gráfico de r(t) é a hélice circular da Figura 
12.12. 


Solução (b) Temos 
r'()=2ti+ 325 


Embora os componentes sejam funções contínuas, elas são, ambas, iguais a zero em t = 0, 
logo r(t) não é uma função lisa. O gráfico de r(t), que é mostrado na Figura 12.3.1, é uma 
parábola semicúbica traçada para cima (veja o Exemplo 6 da Seção 10.1). Observe que, para 
os valores de ż ligeiramente menores do que zero, o ângulo entre r'(t) e i está próximo de 7, 
e para valores de ż ligeiramente maiores do que zero, o ângulo está próximo de 0; por con- 
sequência, há uma súbita reversão do sentido do vetor tangente quando t cresce e passa por 
t = 0 (veja o Exercício 44). < 
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E COMPRIMENTO DE ARCO DO PONTO DE VISTA VETORIAL 
Pelo Teorema 10.1.1, o comprimento de arco L de uma curva paramétrica 


x=xt), y=yt) (a<xt<b) (1) 


é dado pela fórmula 


(2) 


Analogamente, o comprimento do arco L de uma curva paramétrica 


x=x(t), y=yb), z=zt) (a<t<b) (3) 


no espaço tridimensional é dado pela fórmula 


=D (Go) + (5) + (6) o 


As Fórmulas (2) e (4) têm formas vetoriais que podem ser obtidas fazendo-se 


rt) =x(Di+y(D)j ou r(t) = x(Di+ y(Dj + z(Dk 


Espaço bidimensional Espaço tridimensional 


Segue-se que 


de de Ci dt dt dt 


Espaço bidimensional Espaço tridimensional 


e, portanto, 
2 2 2 2 
y dy dz 

ES) (6) o TE -/(5) + (8) (5) 


Substituir essas expressões em (2) e (4) nos leva ao seguinte teorema. 


12.3.1 TEOREMA Se Cforo gráfico no espaço bi ou tridimensional de uma função ve- 
torial lisa r(t), então seu comprimento de arcoLdet=aat=bé 


(5) 


> Exemplo 2 Determine o comprimento de arco da parte da hélice circular 
x=cost, y=sent, z=t 
det=0at=7 


Solução Seja r(t) = (cos Ài + (sen Aj + tk = (cos t, sen z, t). Então 


r()=(-sent,cost,1) e Ir(D|=v(-sent)2 + (cos)2+1="2 
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Ponto de 
referência 


Figura 12.3.2 


Figura 12.3.3 


A partir do Teorema 12.3.1, o comprimento de arco da hélice é 


p= [ ar= | 2 dt = 27 «4 
0 0 


E COMPRIMENTO DE ARCO COMO PARÂMETRO 

Para muitos propósitos, o melhor parâmetro a ser usado para representar parametricamente 
uma curva no espaço bi ou tridimensional é o comprimento de arco medido ao longo da curva 
a partir de algum ponto de referência fixado. Isso pode ser feito como segue: 


dr 
dt 


Usando o Comprimento de Arco como Parâmetro 


Passo 1 Selecione um ponto arbitrário sobre a curva C para servir como um ponto de 
referência. 


Passo 2 Iniciando do ponto de referência, escolhemos um sentido ao longo da curva para 
o sentido positivo e o outro como sendo o negativo. 


Passo 3 Se P for um ponto sobre a curva, seja s o comprimento de arco “com sinal” ao 
longo de C a partir do ponto de referência ao ponto P, onde s é positivo se P 
estiver no sentido positivo do ponto de referência e s é negativo se P estiver no 
sentido negativo. A Figura 12.3.2 ilustra essa ideia. 


Por esse procedimento, dado um valor de s, é determinado um único ponto P da curva. 
Por exemplo, s = 2 determina o ponto que está 2 unidades ao longo da curva no sentido posi- 
tivo do ponto de referência, e s = -4 determina o ponto que está 3 unidades ao longo da curva 
no sentido negativo do ponto de referência. 

Vamos, agora, tratar s como uma variável. Quando o valor de s varia, o ponto corres- 
pondente P move-se ao longo de C e as coordenadas de P tornam-se funções de s. Assim, no 
espaço bidimensional, as coordenadas de P são (x(s), y(s)) e, no espaço tridimensional, elas 
são (x(s), y(s), z(s)). Portanto, no espaço bi ou tridimensional, a curva C é dada pelas equa- 
ções paramétricas 


x=x(s), y=xy(s) ou x=x(s) y=ys), z=z(s) 


Uma representação paramétrica de uma curva com comprimento de arco como o parâmetro 
é chamada de parametrização por comprimento de arco da curva. Note que uma curva dada 
terá geralmente infinitas maneiras diferentes de parametrizações por comprimento de arco, 
uma vez que o ponto de referência e a orientação podem ser escolhidos arbitrariamente. 


> Exemplo3 Obtenha a parametrização por comprimento de arco do círculo x? + y? = a? 


com orientação no sentido anti-horário e (a, 0) como ponto de referência. 


Solução O círculo com a orientação no sentido anti-horário pode ser representado pelas 
equações paramétricas 


x=acost, y=asent (0< t< 2r) (6) 


nas quais t pode ser interpretado como o ângulo medido em radianos desde o eixo x positivo 
até o raio da origem para o ponto P(x, y) (Figura 12.3.3). Se tomarmos o sentido positivo para 
medir o comprimento de arco como sendo o anti-horário e tomarmos (a, 0) como sendo o 
ponto de referência, então s e t estão relacionadas por 


s=at ou t=s/a 


Fazendo essa mudança de variável em (6) e notando que s cresce de O a 27ra quando t cresce 
de 0 a 27, obtém-se a seguinte parametrização por comprimento do arco do círculo: 


x=acos(s/a), y=asen(s/a) (O<s<2ra) 4 


At 


At 


2m 


p j A 


t= 27r 


(a) 
Figura 12.3.5 


va 


1 


t=2m(1l-7T) 
(b) 


va 
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E MUDANÇA DE PARÂMETRO 


Em muitas situações, a solução de um problema pode ser simplificada pela escolha certa 
do parâmetro da função vetorial ou da curva paramétrica. Os dois parâmetros mais comuns 
para as curvas no espaço bi ou tridimensional são o tempo e o comprimento do arco. Con- 
tudo, há outras possibilidades convenientes úteis. Por exemplo, analisando o movimento 
de uma partícula no espaço bidimensional, é frequentemente desejável parametrizar a sua 
trajetória em termos do ângulo ¢ entre o vetor tangente e o eixo x positivo (Figura 12.3.4). 
Assim, nosso próximo objetivo é desenvolver métodos para mudar o parâmetro em uma 
função vetorial ou curva parametrizada. Isso nos permitirá mover livremente entre diferen- 
tes parametrizações possíveis. 


Ay Ay AJ 


r) r(s), r(ó) 


X X X 
> > > 
Tempo como parâmetro Comprimento de arco como parâmetro & como parâmetro 


Figura 12.3.4 


Uma mudança de parâmetro em uma função vetorial r(t) é uma substituição t = g(T) 
que produz uma nova função a valores vetoriais r(g(t)) tendo o mesmo gráfico que r(t), mas 
possivelmente traçado diferentemente quando o parâmetro T cresce. 


> Exemplo 4 Determine uma mudança de parâmetro t = g(T) para o círculo 
r(t) = cos ti + sen tj (0<t< 2r) 
de modo que 


(a) o círculo seja traçado no sentido anti-horário quando t cresce ao longo do intervalo 
LO, 1]; 


(b) o círculo seja traçado no sentido horário quando 7 cresce ao longo do intervalo [0, 1]. 


Solução (a) O círculo dado é traçado no sentido anti-horário quando t cresce. Assim, se es- 
colhermos g como sendo uma função crescente, então da relação t = g(T) resultará que t cres- 
ce quando 7 cresce, portanto assegurando que o círculo seja traçado no sentido anti-horário 
quando qt cresce. Precisaremos, também, escolher g de modo que t cresça de O a 27 quando t 
crescer de 0 a 1. Uma escolha simples de g que satisfaz todos esses critérios é a função linear 
cujo gráfico está na Figura 12.3.5a. A equação dessa reta é 


t=g(1)=27nT (7) 


que é a mudança de parâmetro desejada. A representação do círculo resultante em termos do 
parâmetro T é 


r(ge(T1)) = cos 2rti + sen 2rtj (O<rT<1) 
Solução (b) Para garantir que o círculo seja traçado no sentido horário, escolheremos g 


como sendo uma função decrescente tal que t decresça de 27 a O quando 7 crescer de O a 1. 
Uma escolha simples de g que realiza isso é a função linear 


t = g(T) = 2n(1 — T) (8) 
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Mais precisamente, como dr /dt é um 
vetor e dt/dt é um escalar, devería- 
mos escrever a Fórmula (9) na forma 


dr A dt dr 

dr drdt 
com o escalar antes do vetor. No en- 
tanto, trocar a ordem dos fatores faz 
com que a fórmula seja mais fácil de 


ser lembrada, motivo pelo qual conti- 
nuamos a usá-la assim. 


r(to) 


r(t) 


Figura 12.3.6 


y= 


cujo gráfico está na Figura 12.3.5b. A representação do círculo resultante em termos do pa- 
râmetro T é 


r(e(T)) = cos(2x(1 — T)ji + sen(2x(1 — t)j (O<rt<1) 
que simplifica para (verifique) 


r(g(7) = cos 2rrti — sen 2xtj (O<rt<1) «4 


Ao fazer uma mudança de parâmetro t = g(t) em uma função vetorial r(t), será impor- 
tante assegurar que a nova função a valores vetoriais r(g(T)) seja lisa se r(t) for lisa. Para es- 
tabelecer condições sob as quais isso acontece, necessitaremos a seguinte versão da regra da 
cadeia para funções vetoriais. A prova é deixada como exercício. 


12.3.2 TEOREMA (Regra da Cadeia) Seja r(t) uma função vetorial no espaço bi ou 
tridimensional diferenciável em relação a t. Se t = g(T) for uma mudança de parâmetro 
com g diferenciável em relação a Tt, então r(g(T)) será diferenciável em relação a T e 


(9) 


Uma mudança de parâmetro t = g(r) na qual r(g(T)) é lisa se r(t) for lisa é chamada 
de mudança de parâmetro lisa. Segue de (9) que t = g(T) será uma mudança de parâmetro 
lisa se dt/dr for contínua e dt/dt + O para todos os valores de t, uma vez que essas condi- 
ções implicam que dr /dr é contínua e não nula se dr /dt for contínua e não nula. Mudanças 
de parâmetro lisas caem dentro de duas categorias — aquela para as quais dt/dt > O com t 
(chamadas de mudanças de parâmetro positivas) e aquelas para as quais dt/dt < O com 
t (chamadas de mudanças de parâmetro negativas). Uma mudança de parâmetro positiva 
preserva a orientação de uma curva paramétrica, e uma mudança de parâmetro negativa a 
inverte. 


> Exemplo 5 No Exemplo 4, a mudança de parâmetro dada na Fórmula (7) é positiva, 
uma vez que dt/dt = 27 > 0, e a mudança de parâmetro dada na Fórmula (8) é negativa, uma 
vez que dt/dt = —27 < 0. A mudança de parâmetro positiva preservou a orientação do círcu- 
lo, e a mudança de parâmetro negativa a inverteu. < 


E ENCONTRANDO PARAMETRIZAÇÕES POR COMPRIMENTO DE ARCO 


A seguir, consideraremos o problema de encontrar uma parametrização por comprimento de 
arco de uma função vetorial expressa, inicialmente, em termos de algum outro parâmetro t. O 
teorema a seguir fornecerá um método geral para fazer isso. 


12.3.3 TEOREMA Sejam Co gráfico de uma função vetorial lisa r(t) no espaço bi ou 
tridimensional e r(to) um ponto qualquer de C. Então, a seguinte fórmula define uma 
mudança de parâmetro positiva de t para s, onde s é um parâmetro comprimento de arco 
tendo r(to) como seu ponto de referência (Figura 12.3.6): 


' || dr 
= =] 10 
s | au e (10) 
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DEMONSTRAÇÃO A partir de (5), com u como a variável de integração em vez de t, a integral 
representa o comprimento de arco daquela parte de C entre r(to) e r(t) se t > to e o negativo do 
comprimento de arco se t < to. Assim, s é o parâmetro comprimento do arco com r(t9) como 
seu ponto de referência e seu sentido positivo na direção de t crescente. EH 


Quando necessário, a Fórmula (10) pode ser expressa na forma de componentes como 


E MaN MN 
s= [ (Z) +52) au aD 
n du du 


t d 2 d 2 d 2 
= [ (E) (2) + (88) au a» 


> Exemplo 6 Determine a parametrização por comprimento de arco da hélice circular 
r = cos ti + sen tj + tk (13) 
que tem como ponto de referência r(0) = (1, 0, 0) e a mesma orientação que a hélice dada. 


Solução Substituindo t por u em r na integração e tomando tọ = O na Fórmula (10), 
obtemos 
r = cos ui + sen uj + uk 


dr ; : 
— = (— sen u)i + cos uj + k 


= v(— senu)? + cos? u + 1 = v42 


t 
i=l 
0 
Assim, t = s/«/2, logo (13) pode ser reparametrizado em termos de s como 
CH a 
r = cos | — ji+sen| — |j+t — 
"2 "2 "2 


Podemos ter certeza de que essa reparametrização preserva a orientação da hélice uma vez 
que a Fórmula (10) produz uma mudança de parâmetro positiva. < 


du 
dr 
du 


dr 
du 


du = [ vdu = Vu = 2 


t 
0 


> Exemplo 7 Um besouro caminha pelo tronco de uma árvore seguindo uma trajetória 
modelada pela hélice circular do Exemplo 6. O besouro inicia no ponto de referência (1, 0,0) 
e sobe pela hélice por uma distância de 10 unidades. Quais são as coordenadas finais do be- 
souro? 


Solução A partir do Exemplo 6, a parametrização por comprimento de arco da hélice rela- 
tiva ao ponto de referência (1, 0, 0) é 


r=cos( 5 )i+ sen (2) i+ Zk 


864 Cálculo 


Em palavras, a Fórmula (15) nos diz 
que a reta representada pela Equa- 
ção (14) pode ser reparametrizada 
em termos do comprimento de arco 
com ponto de referência ro normali- 
zando v e, então, substituindo ź por s. 


ou, expressa parametricamente, 


coco) a) cmd 


Assim, em s = 10, as coordenadas são 
( (=) (=) =) (0,705, 0,709, 7,07) «4 
cost — |,sen| ——= |, ——= | ~ (0, 0, st, 
a 2)" 2 


> Exemplo 8 Lembre-se, da Fórmula (9) da Seção 11.5, de que a equação 
r=r9+tv (14) 


é a forma vetorial da reta que passa pelo ponto terminal de rọ e é paralela ao vetor v. Determi- 
ne a parametrização por comprimento de arco da reta que tem como ponto de referência ro e 
a mesma orientação que a reta dada. 


Solução Substituindo t por u em (14) para a integração e tomando ty = O na Fórmula (10), 
obtemos 


dr 
du 
Segue que 
t J dr t t 
s=] Tfau= f Ivl du = vi] = HIvl 
0 du 0 0 


Isso implica que t = s/|vll, logo (14) pode ser reparametrizada em termos de s como 


v 


r=m +51) á (15) 


M 


> Exemplo 9 Determine a parametrização por comprimento de arco da reta 
x=2H+1, y=3t-2 
que tem a mesma orientação que a reta dada e usa (1, —2) como ponto de referência. 


Solução A reta passa pelo ponto (1, —2) e é paralela ao vetor v = 2i + 3j. Para determinar 
a parametrização por comprimento de arco da reta, precisamos apenas reescrever a equação 
dada usando v/||v|| em vez de v para determinar a direção e sentido, e substituir t por s. Como 


v 2i+3j 2. é 
= = 1+ J 
Iivi] v13 V13 v13 


temos que as equações paramétricas da reta em termos de s são 


2 3 
x = ——s +1, y=—=s-2 4 


v13 v13 


E PROPRIEDADES DAS PARAMETRIZAÇÕES POR COMPRIMENTO DE ARCO 


Como os diversos parâmetros comprimento de arco para uma curva C estão intimamente rela- 
cionados às características geométricas de C, a parametrização por comprimento do arco tem 
propriedades não oferecidas pelas outras parametrizações. Por exemplo, o teorema seguinte 
mostra que, se uma curva lisa for representada parametricamente usando um parâmetro com- 
primento de arco, então todos os vetores tangentes têm comprimento 1. 


Note que as Fórmulas (18) e (19) 
não envolvem fo e, portanto, não 
dependem de onde for escolhido o 
ponto de referência para s. Isso é de 
se esperar, uma vez que mudando o 
ponto de referência, deslocamos s 
por uma constante (o comprimento 
de arco entre os dois pontos de re- 
ferência), e essa constante desapa- 
rece na diferenciação. 
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12.3.4 TEOREMA 


(a) Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(t) no espaço bi ou tridimensional, 
onde t é um parâmetro geral, e se s for o parâmetro comprimento de arco para C de- 
finido pela Fórmula (10), então em cada valor de t o vetor tangente tem comprimento 


dr x ds (16) 
dt| dt 


(b) Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(s) no espaço bi ou tridimensional, 
onde s é um parâmetro comprimento de arco, então em cada valor de s o vetor tan- 
gente a C tem comprimento 


dr 
>= 17 
| E a7) 


(c) Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(t) no espaço bi ou tridimensional e 
se ||dr/dt|| = 1 em cada valor de t, então, dado qualquer valor de tọ no domínio der, 
o parâmetro s = t — tọ é um parâmetro comprimento de arco que tem seu ponto de 
referência no ponto de C em que t = tọ. 


DEMONSTRAÇÃO (a) Esse resultado segue aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo 
(Teorema 5.6.3, no Volume 1) à Fórmula (10). 


DEMONSTRAÇÃO (b) Tome t = s na parte (a). 


DEMONSTRACÃO (c) Segue do Teorema 12.3.3 que a fórmula 


f 
/ 
to 


define um parâmetro comprimento de arco para C com ponto de referência r(0). Contudo, 
Idr/dul| = 1 por hipótese; logo, podemos reescrever a fórmula para s como 


t t 
sS f au 7 t — to E 
to 


to 


As formas em componentes das Fórmulas (16) e (17) serão de interesse suficiente em 
seções posteriores para que as listemos aqui para referência: 


ds dr dx Y dy 

== [a /(5) +(5) (18) 

ds dr dx dy É dz 

— = ||— | = spaço tridimensiona! 19 

== 5|-(5) +(5) +(5) (19) 
d 

| = 20) 
S 

d daN dy Y dz Y 

mb a em 
S KY ny S 


866 


Cálculo 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.3 (Ver página 868 para respostas.) 


1. Se r(t) for uma função vetorial lisa, então a integral 3. 


dr 


— | dt 
dt 


f 


pode ser interpretada geometricamente como o 


2. Ser(s) for uma função vetorial lisa parametrizada pelo compri- 


Se r(t) for uma função vetorial lisa, então o parâmetro compri- 
mento de arco s, com r(to) como ponto de referência, pode ser 
definido pela integral 


t 
psi 
to 


du 


wd i 4. Suponha que r(t) seja uma função vetorial lisa de t com 
RR Sa GORE r(1) = (43, —v3, —1) e seja ri(t) definida pela equação 
dr ri(?) = r(2 cos 1). Então rj (7/3) = 
L= 
e o comprimento de arco do gráfico de r ao longo do intervalo 
a<s<bé 
EXERCÍCIOS 12.3 
1-4 Determine se r(t) é uma função lisa de parâmetro +. E 17. Se r(t) for uma função vetorial lisa do espaço bidimensional, 
i 
1. r(A = Pi + BÊ — 20j+ Êk RNA 
b 
2. r(f=cosPi+senfj+e'k I rc) ll dt 
ga des TAN 
3. r(A = tei + (P — 2tj + cos rtk EE RE 
= . a . 2 
4. r) = sen zti + t— In Dj + (F — Nk 18. Se areta y = x for parametrizada pela função vetorial r(t), en- 
p tão r(t) será lisa. 
5-8 Encontre o comprimento de arco da curva paramétrica. W 
19. Se r(t) for uma parametrização do gráfico de y = |x| no espaço 
ER aaa = 
5. x= cos" f, y= sen" t, z=2; | <¢t< 7/2 bidimensional, então r(t) será lisa. 
dan en eo Dm 20. Se uma curva C do plano for parametrizada pela função vetorial 
7. x=e,y=et,z= 2t; 0O<t<l lisa r(s), em que s é um parâmetro comprimento de arco, então 
=1, 4-1 32 .-1 3/2. 3 
8. x=i,y=10-DP,z=10+)2, —I<t<l f I olds = 4 
—i 
9-12 E t imento d do gráfico de r(t). E 
aconte g comprimento de Areo do MG 21. (a) Obtenha a parametrização por comprimento de arco da reta 
9. r) =i +j + iVv6rk; 1<t<3 nei qi 
10. r(ġ= (4+ 39i + (2 IPO Ob, 3<t<4 que tenha a mesma orientação que a reta dada e o ponto de 
11. r(A = 3 cos ti + 3 sen tj + tk; 0 < t< 2r referência (0, 0). 
du E (b) Obtenha a parametrização por comprimento de arco da reta 
12. r()=ti+ (cos t + t sen tj + (sent — t cos Dk; 
O<t<sr set, y=t z=t 
que tenha a mesma orientação que a reta dada e o ponto de 
13-16 Calcule dr /dr usando a regra de cadeia e, então, confira seu referência (0, 0, 0). 
resultado expressando r em termos de q e diferenciando. E 
A 22. Obtenha as parametrizações por comprimento de arco das retas 
13. r=ti+ fj; t=47+1 do Exercício 21 que tenha os pontos de referência menciona- 
14. r= (3 cost, 3 sen t); t=T dos, mas orientações opostas às das retas dadas. 
15. r= ei +4e~j; t=r 23. (a) Obtenha a parametrização por comprimento de arco da reta 


16. r=i+3 j+ tk; t=1/r 


17-20 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


x=1+¢t y=3-2t, z=4+2t 


que tenha a mesma orientação que a reta dada e o ponto de 
referência (1, 3, 4). 

(b) Use as equações paramétricas obtidas na parte (a) para de- 
terminar o ponto sobre a reta que esteja a 25 unidades do 
ponto de referência na direção do parâmetro crescente. 


24. 


(a) Obtenha a parametrização por comprimento de arco da reta 


x=-5+3, y=2%, 2=5+t 


que tenha a mesma orientação que a reta dada e o ponto de 
referência (—5, 0, 5). 

(b) Use as equações paramétricas obtidas na parte (a) para de- 
terminar o ponto sobre a reta que esteja a 10 unidades do 
ponto de referência na direção do parâmetro crescente. 


25-30 Obtenha a parametrização por comprimento do arco da curva 
que tenha a mesma orientação que a curva dada e t = O como ponto 
de referência. E 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


r(t) = (3 + cos t)i + (2 + sen f)j; O<t<27 
r(t) = cos? ti + sen? tj; O<t<7/2 
r()=4i+ ifj, 1>0 
r(ġ=0+0Pi+0+Aj; 0<t<1 

r(t) = æ cos ti + æ sen tj; 0< t< 7/2 

r(t) = sen e'i + cos e' j + vV3ek; t> 0 


Mostre que o comprimento de arco da hélice circular 
x=acos t, y = a sen t, z = ct para 0 < t < to É tova? + c?. 
Use o resultado do Exercício 31 para mostrar que a hélice 
circular 

r =a cos ti + a sen tj + ctk 
pode ser expressa como 

SN. SN... cs 

r= (a cos Ji | (a sen )j+ k 
w w 


w 


onde w = /a? + c? e s é um parâmetro comprimento de arco 
com ponto de referência em (a, 0, 0). 


Determine uma parametização por comprimento de arco da 
cicloide 
x =at —asent 
(0 <t < 2r) 
y=a-—acost 
com (0, 0) como ponto de referência. 


Mostre que, em coordenadas cilíndricas, uma curva dada pelas 
equações paramétricas r = r (t), 0 = O(®), z = z(t) paraa < t < b 
tem comprimento de arco 


ORORO 


[Sugestão: Use as relações x = r cos 0, y = r sen 0.) 


Em cada parte, use a fórmula do Exercício 34 para determinar 
o comprimento de arco da curva. 

(a) r=e”,0=t,z =e”, O<t<ln2 

b) r=?,0=Intz=P; I<t<2 


Mostre que, em coordenadas esféricas, uma curva dada pe- 
las equações paramétricas p = p(t), 0 = 0 (t), + = q (t) para 
a < t < b tem comprimento de arco 


o f CRE CS dó 
"PE + p* sen (F) +e (8) a 


[Sugestão: x = p sen ¢ġ cos 0, y = p sen ¢ sen 0, z = p cos 4.] 
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37. Em cada parte, use a fórmula do Exercício 36 para determinar 


o comprimento de arco da curva. 
(a) p=e™“,0=2t,ġp=7n/4; O<t<2 
(b) 0=21,0=lnt,p=7/6; I<t<5 


ENFOCANDO CONCEITOS 


38. (a) Esboce o gráfico de r(t) = ti + É j. Mostre que r(t) é 
uma função vetorial lisa, mas a mudança de parâmetro 
t = T produz uma função vetorial que não é lisa, em- 
bora tenha o mesmo gráfico que r(t). 
(b) Verifique como as duas funções vetoriais são traçadas e 
como pode ser explicada a causa do problema. 


39. Determine uma mudança de parâmetro t = g(t) para o se- 
micírculo 


r()=costi+sentj(0<t<7) 


tal que 

(a) o semicírculo seja traçado no sentido anti-horário 
quando 7 varia no intervalo [0, 1] 

(b) o semicírculo seja traçado no sentido horário quando t 
varia no intervalo [0, 1]. 


40. Qual mudança de parâmetro t = g(t) devemos fazer para 
traçar o gráfico de r(t) (0 < t < 1) no sentido oposto com T 
variando de O a 1? 


41. Conforme aago na figura a seguir, um cabo de cobre 
com diâmetro de 1 z polegada deve envolver no formato de 
uma hélice circular um cilindro de 12 polegadas de diâme- 
tro. Qual é o comprimento do cabo (medido ao longo de sua 
linha central) que irá fazer uma volta completa em torno do 
cilindro em uma distância de 20 polegadas medida ao longo 
do eixo do cilindro? 


<— 12 pol 
sessão 20 


| 
transversal | 
ampliada 


“(LU 


prato Figura Ex-41 


44. 


42. Seja r(t) = (cos t, sen t, ?/?). Obtenha 


o 
(a) Ol an (o) f lr'®)ldt. 
dt 0 


43. Seja r(A = In ti + 2tj + ?k. Obtenha 


(a Ol o $ a (o) [ lrA dt. 


Seja r(t) = fi + fj (ver Frai 12.3.1). Seja 0(f) o ângulo entre 
r'(f) ei. Mostre que 


> quandot>0" e 0 quando t—>0+ 


868 Cálculo 


45. Prove: Se r(t) for uma função parametrizada lisa, então os ân- 47. Texto O triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1) tem três 
gulos entre r'(t) e os vetores i, j e k são funções contínuas de t. “esquinas”. Discuta se é possível existir alguma função veto- 


46. Prove a forma vetorial da regra da cadeia para o espaço bidi- 
mensional (Teorema 12.3.2) expressando r(t) em termos dos 


componentes. 


rial lisa cujo gráfico seja esse triângulo. Também discuta se é 
possível existir alguma função vetorial diferenciável cujo grá- 
fico seja esse triângulo. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.3 


du 


dr 
1. comprimento de arco do gráfico de r(t) de t = a a t = b 2.1;b-a 3. | EP | 4. (—3,3, NÉ) 


12.4 VETORES TANGENTE, NORMAL E BINORMAL UNITÁRIOS 


A menos de menção explícita em 
contrário, vamos supor que T(t) está 
posicionado com seu ponto inicial no 
ponto final de r(t), como na Figura 
12.4.1. Isso assegura que T(t) é real- 
mente tangente ao gráfico de r(t), e 
não simplesmente paralelo à reta tan- 
gente. 


Ay TH 
C 


r(t) 


Figura 12.4.1 


Figura 12.4.2 


Nesta seção, discutiremos algumas das propriedades geométricas fundamentais de funções 
vetoriais. Nosso trabalho, aqui, terá aplicações importantes no estudo do movimento ao 
longo de uma trajetória curvilínea no espaço bi ou tridimensional e no estudo das propriedades 
geométricas de curvas e superfícies. 


E VETOR TANGENTE UNITÁRIO 

Vimos que, se C é o gráfico de uma função vetorial lisa r(t) no espaço bi ou tridimensional, en- 
tão o vetor r'(t) é não nulo, tangente a C e aponta no sentido do parâmetro crescente. Assim, 
normalizando r'(t), obtemos um vetor unitário 


r'(t) 
llr’) || 


T) = (1) 


que é tangente a C e aponta no sentido do parâmetro crescente. Chamamos T(t) de vetor tan- 
gente unitário a C em t. 


> Exemplo 1 Encontre o vetor tangente unitário ao gráfico de r(t) = ?i + £j no ponto em 
quet=2. 


Solução Como 
r'()=2ti+ 3j 
obtemos 
rO 4+12j 4+12j 1. 3. 
“NONO v60 avi vi vi! 


O gráfico de r(t) e o vetor T(2) são mostrados na Figura 12.4.2. «4 


TO) 


E VETOR NORMAL UNITÁRIO 


Vimos no Teorema 12.2.8 que se uma função vetorial r(t) tiver norma constante, então r(t) e 
r'(1) são vetores ortogonais. Em particular, T(t) tem norma constante 1, logo T(A e T'(t) são 
vetores ortogonais. Isso implica que T’ (f) é perpendicular à reta tangente a C em t, portanto 
dizemos que T'(t) é normal a C em t. Segue que se T'(t) + 0 e se normalizarmos T'(t), então 
obteremos um vetor unitário 


T4) 


N = 
0 = TOI 


(2) 


que é normal a C e aponta na mesma direção e sentido que T'(t). Chamamos N(f) o vetor 
normal unitário principal a C em t ou, mais simplesmente, o vetor normal unitário. Observe 


OBSERVAÇÃO 


r(t) = a cos ti +a sen tj + ctk 


Figura 12.4.4 


(a, 0, 0) 


xX 


N(t) = —(cos ti + sen tj) 


Figura 12.4.5 
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que o vetor normal unitário somente está definido nos pontos em que T'(t) + 0. A menos de 
menção explícita em contrário, vamos supor que essa condição está satisfeita. Em particular, 
isso exclui retas. 


No espaço bidimensional, há dois vetores unitários que são ortogonais a T(t), e no espaço tridimensional há 
uma infinidade de tais vetores (Figura 12.4.3). Em ambos os casos, o normal unitário principal é aquele normal 
particular que aponta na direção e sentido de T'(t). Após o exemplo a seguir, mostraremos que, para uma curva 
paramétrica não linear no espaço bidimensional, o normal unitário principal é aquele que aponta “para dentro”, 
ou seja, para o lado côncavo da curva. 


Ay C AZ 


TH 


TH 


va 


Há dois vetores unitários Há uma infinidade de vetores 
ortogonais a T(t). unitários ortogonais a T(t). 


Figura 12.4.3 


> Exemplo 2 Obtenha T(t) e N(t) para a hélice circular 
Xx=acost, y=asent, z=ct 
onde a > 0. 
Solução O vetor posição da hélice é 
r(t) = a cos ti + a sen tj + ctk 
(Figura 12.4.4). Assim, 


r'(t) = (~a sen t)i + a cos tj + ck 


IOl = y (a sent)? + (a cost)? +c2 = Va? + ce? 


t t t t 
TO = 2 = a sen i4 a cos já É k 
OI yara vaya yara 
, acost . asent 
T(t) = 


1 J 
Va? +e? Va? +e? 


2 2 2 
7 a cost a sent a a 
IT ®II = F = 4z 
va +c? va? +o? a+c vVa+c 
N() = 2 = (costi — (sent)j = —(cos ti + sen rj) 
= = (— cost)i — (sent)j = —(costi + sen tj 
[EO 
Observe que o componente k do normal unitário principal N(t) é zero com qualquer valor 
de t, portanto esse vetor sempre está num plano horizontal, conforme ilustra a Figura 12.4.5. 
Deixamos como exercício mostrar que esse vetor realmente sempre aponta para o eixo z. 4 


E VETORES NORMAIS UNITÁRIOS PARA DENTRO NO ESPAÇO BIDIMENSIONAL 

Nosso próximo objetivo é mostrar que, para uma curva paramétrica não linear C no espa- 
ço bidimensional, o vetor normal unitário sempre aponta para o lado côncavo de C. Para 
isso, seja A(t) o ângulo do eixo x positivo a T(t) e seja n(t) o vetor unitário que resulta 
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n(t) 


Figura 12.4.6 


ADVERTÊNCIA 


As Fórmulas (6) e (7) somente podem 
ser aplicadas quando a curva estiver 
parametrizada pelo comprimento de 
arco s. Para outras parametrizações, 
podemos usar as Fórmulas (1) e (2). 


quando T(t) é girado no sentido anti-horário por um ângulo 7/2 (Figura 12.4.6). Como 
T(t) e n(t) são vetores unitários, segue da Fórmula (12) da Seção 11.2 que esses vetores 
podem ser expressos como 


TH = cos di + sen A(Dj (3) 


n(t) = cos[ d(t) + 7m/2]i + sen[H(t) + 7/2]j = —sen Ali + cos Hj (4) 


Observe que em intervalos nos quais d(t) é crescente, o vetor n(t) aponta para o lado cônca- 
vo de C, e nos intervalos nos quais d(t) decresce, ele aponta para o lado oposto ao côncavo 
(Figura 12.4.7). 


Ay Ay 
C 
n(?) TO n(t) T) 
C 
(0) O) 
x xX 
> > 
H(t) cresce quando + cresce. &(t) decresce quando + cresce. 


Figura 12.4.7 


Agora, diferenciamos T(t) usando a Fórmula (3) e aplicando a regra da cadeia. Disso 
resulta 


dT dTdo 4 j 
L au sen ġ)i + (cosġ)j di 
e assim, a partir de (4), 
dT do 
O (5) 


Contudo, dy /dt > 0 nos intervalos em que à (t) é crescente e dy/dt < O nos intervalos em que 
$(t) é decrescente. Desse modo, tem-se a partir de (5) que dT'/dt tem a mesma direção e sen- 
tido que n(f) nos intervalos em que &(t) é crescente, mas sentido oposto nos intervalos em que 
P(t) é decrescente. Consequentemente, T'(t) = dT/dt aponta “para dentro”, ou seja, para o 
lado côncavo da curva em todos os casos; logo, também N(t). Por essa razão, N(t) é chamado 
de normal unitário para dentro quando aplicado a curvas no espaço bidimensional. 


mB CALCULANDOT E N DE CURVAS PARAMETRIZADAS PELO COMPRIMENTO 
DE ARCO 

No caso em que r(s) é parametrizada pelo comprimento de arco, o procedimento para calcular o 

vetor tangente unitário T(s) e o vetor normal unitário N(s) é mais simples do que no caso geral. 

Por exemplo, mostramos no Teorema 12.3.4 que, se s for um parâmetro comprimento de arco, 

então |jr'(s)|| = 1. Assim, a Fórmula (1) para o vetor tangente unitário simplifica para 


T(s) = r'(s) (6) 
e, consequentemente, a Fórmula (2) para o vetor normal unitário simplifica para 


= TAS) 
EZO 


N(s) (7) 


AY 
y) 
s=at 
t x 
> 
(a, 0) 
Figura 12.4.8 
Ay 
[ x 
] > 
Figura 12.4.9 
Plano 
normal rg 


Plano 
retificante 
Los 
> 
e 


AS 


Plano osculador 


Figura 12.4.10 


Em (10), os vetores 
B, Ne T são dados 
como o produto 
vetorial dos outros 
dois tomado no 
sentido anti-horário 
em torno do triângulo. 


Figura 12.4.11 
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> Exemplo 3 O círculo de raio a orientado no sentido anti-horário e centrado na origem 
pode ser representado pela função vetorial 


r=acosti+asentj) (O<t<27) (8) 
Parametrize esse círculo pelo comprimento de arco e encontre T(s) e N(s). 


Solução Em (8), podemos interpretar t como o ângulo medido em radianos desde o eixo x 
até o vetor posição (Figura 12.4.8). Esse ângulo subentende um arco de comprimento s = at 
sobre o círculo, portanto podemos reparametrizar o círculo em termos de s substituindo s/a 
no lugar de t em (8). Obtemos 


r(s) = a cos(s/a)i + a sen(s/a)j (0< s< 2ra) 


Para encontrar T(s) e N(s) pelas Fórmulas (6) e (7), devemos calcular r'(s), r”(s) e Ir'(s)l. 
Fazendo isso, obtemos 


r(s) = — sen(s/a)i + cos(s/a)j 
r”(s) = —(1/a) cos(s/a)i — (1/a) sen(s/a) j 


lr”) = 1/0) cos? (s/a) + (— 1/0)? sen? (s/a) = 1/a 
Assim, 
T(s) =r'(s) = — sen(s/a)i + cos(s/a)j 
N(s) = r”(s)/lr”(s)|| = — cos(s/a)i — sen(s/a)j 


de modo que N(s) aponta para o centro do círculo, com qualquer s (Figura 12.4.9). Isso faz 
sentido geometricamente e é consistente, também, com nossa observação anterior, de que no 
espaço bidimensional o vetor normal unitário é o normal para dentro. < 


E VETORES BINORMAIS NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 
Se C for o gráfico de uma função vetorial r(t) no espaço tridimensional, definimos o vetor 
binormal a C em t como 


B(t) = T(t) x N(t) ©) 


Segue das propriedades do produto vetorial que B(t) é ortogonal a T(t) e a N(¢) e está 
orientado em relação a T(t) e N(t) pela regra da mão direita. Além disso, T(t) x N(t) é um 
vetor unitário, pois 


ITC x NOI = ITØOIINOI sen(r/2) = 1 


Assim, (T(t), N(t), B(t)) é um conjunto de três vetores unitários mutuamente ortogonais. 

Exatamente como os vetores i, j e k determinam um sistema de coordenadas que satis- 
faz a regra da mão direita, o mesmo ocorre com os vetores T(t), N(t) e B(7). Em cada ponto 
de uma curva paramétrica suave C no espaço tridimensional, esses vetores determinam três 
planos mutuamente perpendiculares que passam pelo ponto — o plano TB (chamado de plano 
retificante), o plano TN (chamado de plano osculador) e o plano NB (chamado de plano 
normal) (Figura 12.4.10). Além disso, pode ser mostrado que um sistema de coordenadas 
determinado por T(t), N(t) e B(t) satisfaz a regra da mão direita, ou seja, que cada um desses 
vetores está relacionado aos outros dois pela regra da mão direita (Figura 12.4.11): 


B(t) = T(t) x NO, NO = B(t) x TH, TO =N) x BA (10) 


O sistema de coordenadas determinado por T(t), N(t) e B(t) é chamado de triedro TNB ou, 
então, de triedro de Frenet, em homenagem ao matemático francês Jean Frédéric Frenet (1816- 
1900), que foi o pioneiro em sua aplicação ao estudo de curvas no espaço. Tipicamente, o siste- 
ma de coordenadas xyz determinado pelos vetores unitários i, j e k permanece fixo, enquanto que 
o triedro TNB varia à medida que a sua origem se move ao longo da curva C (Figura 12.4.12). 
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Figura 12.4.12 


A Fórmula (9) expressa B(t) em termos de T(t) e N(t). Alternativamente, o binormal 
B(t) pode ser expresso diretamente em termos de r(t) como 


B() = ss ret) 


= ——— 11 
lr'@Œ) x r”@)ll na 


e no caso em que o parâmetro é o comprimento de arco, ele pode ser expresso em termos de 


r(s) como 


Omitimos a demonstração. 


E PEO 12/05) 


B = 12 
“SEG a 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.4 (Ver página 873 para respostas.) 


1. Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(t), então os 
vetores tangente, normal e binormal unitários de C em 1 são 
definidos, respectivamente, por 


TO= NO = » B(1) = 


2. Se Cfor o gráfico de uma função vetorial lisa r(s) parametriza- 
do pelo comprimento de arco, então as definições dos vetores 
tangente e normal unitários de C em t simplificam, respectiva- 
mente, para 


T(s) = e N(s) = 


EXERCÍCIOS 12.4 


3. Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(t), então o ve- 
tor binormal unitário de C em t pode ser calculado diretamente 
em termos de r'(t) e r“(t) pela fórmula B(t) = ; 
Quando t = s for o comprimento de arco, essa fórmula simpli- 
fica para B(s) = 


4. Suponha que C seja o gráfico de uma função vetorial lisa r(s) 
parametrizado pelo comprimento de arco, com r'(0) = (5 E t ; 3) 
e r”(0) = (—3, 12, —3). Então 


TO)=0. NO=__ .B0)= 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Em cada parte, esboce os vetores tangente e normal unitá- 
rios nos pontos P, Q e R levando em conta a orientação da 
curva C. 


(a) y b) ay 


2. Faça um esboço grosseiro que mostre a elipse 
r(t) = 3 cos ti + 2 sen tj 


com 0 <t< 27 e os vetores tangente e normal unitários nos 
pontos t = 0, t = 7/4, t = n/2et= T. 


3. Na nota à margem do Exemplo 8 da Seção 12.3, observou- 
-se que uma reta r = rọ + tv pode ser parametrizada em 
termos de um parâmetro comprimento de arco s com ponto 
de referência ro normalizando v. Use esse resultado para 
mostrar que a reta tangente ao gráfico de r(t) no ponto to 
pode ser expressa como 


r=r(to) + sT(t) 
onde s é um parâmetro comprimento de arco com ponto de 


referência r(to). 


4. Use o resultado do Exercício 3 para mostrar que a reta tan- 
gente à parábola 


x=t, y=Ê 
no ponto (1, 1) pode ser expressa parametricamente como 
5 2s 
x=14 >, y=1+ 
5 "5 


5-12 Obtenha T(t) e N(t) no ponto dado. E 
r) =(— 1)i+ tj; t=1 

rA) = iit itj t=1 

r(t) = 5 cos ti + 5 sen tj; t = 7/3 


r()=lnti+ tj; t=e 


e ça a Mm 


r(t)=4costi+4sentj+tk; t=7/2 
10. r()=ti+;2j+50k; 1=0 

1. x=e'costy=e'sent,z=e!; t=0 
12. x=cosht,y=senht,z=t; t=In2 


13-14 Use o resultado do Exercício 3 para obter equações paramé- 
tricas para a reta tangente ao gráfico de r(t) em tg em termos de um 
parâmetro comprimento de arco s. EH 


13. r()=sentitcostj+?k; to=0 
14. r(t) = ti +tj+ v9 -— tk; g=1 


15-18 Use a fórmula B(t) = T(t) x N(t) para obter B(t) e, então, 
confira sua resposta usando a Fórmula (11) para encontrar B(t) di- 
retamente de r(t). E 


15. r()=3senti+3 cos tj + 4tk 
16. r()=e'senti+e'costj) + 3k 
17. r(® = (sent — t cos fi + (cos t + t sen Dj + k 
18. r =a cos ti + asen tj + ctk (a + 0, c +0) 
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19-20 Encontre T(t), N(t) e B(t) com os valores dados de t. Então, 
encontre equações para os planos osculador, normal e retificante 
nos pontos que correspondem àquele valor de 1. E 


19. r(A = cos ti + sen tj + K; t = 7/4 
20. r(A = e'i + ë cos tj + e sen tk; t=0 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


21. Se C for o gráfico de uma função vetorial lisa r(t) do espaço 
bidimensional, então o vetor tangente unitário T(t) de C será 
ortogonal a r(t) e apontará na sentido do parâmetro crescente. 


22. Se Cfor o gráfico de uma função vetorial lisa r(t) do espaço 
bidimensional, então o ângulo medido no sentido anti-horário 
do vetor tangente unitário T(t) até o vetor normal unitário N(t) 
será 7/2. 


23. Se r(s) for uma função vetorial lisa de um parâmetro compri- 
mento de arco e r”(s) estiver definida, então r'(s) e r”(s) serão 
vetores ortogonais. 


24. O vetor binormal B(t) do gráfico de uma função vetorial es- 
pacial r(t) é o produto escalar dos vetores tangente e normal 
unitários T(t) e NÐ. 


25. Texto Confira a definição de “osculador” em um dicionário 
e discuta por que o termo “plano osculador” é adequado para o 
plano TN. 


26. Texto Discuta algumas das vantagens de parametrizar uma 
curva pelo comprimento de arco. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.4 


rO) TO). duto 


TE x NG) 


r”(s) 3 r'(t) X r” (t) 


r(s) X r”(s) 


EOL ITO lr”) 


e EA EFA a 7° Al 


12.5 CURVATURA 


Oxo 


llr”(s)|| 


Nesta seção, consideraremos o problema de obter uma medida numérica de quanto uma 
curva se encurva no espaço bi ou tridimensional. Nosso resultado terá aplicações na 
Geometria e no estudo do movimento ao longo de uma trajetória curva. 


E DEFINIÇÃO DE CURVATURA 


Suponha que C seja o gráfico de uma função vetorial lisa no espaço bi ou tridimensional para- 
metrizada em termos do comprimento de arco. A Figura 12.5.1 sugere que, para uma curva no 
espaço bidimensional, a “intensidade” de encurvamento de C está estreitamente relacionada 
com dT/ds, que é a taxa de variação do vetor tangente unitário T em relação a s. (Lembre que 
T tem comprimento constante, logo somente a sua direção varia.) Se C for uma reta (não há 
encurvamento), então a direção de T permanece constante (Figura 12.5.1a); se C encurvar- 
-se ligeiramente, então T passa por uma gradual mudança de direção (Figura 12.5.1h); se C 
encurvar-se fortemente, então T passa por uma rápida variação na direção (Figura 12.5.1c). 
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(a) 


Figura 12.5.1 


(c) 


(b) 


C 


A situação no espaço tridimensional é mais complicada, pois os encurvamentos de uma 
curva não estão limitados a um único plano — eles podem ocorrer em todas as direções, con- 
forme ilustrado pelo complicado tubo plotado na Figura 12.1.3. Para descrever completa- 
mente as características do encurvamento de uma curva no espaço tridimensional, devemos 
levar em conta dT/ds, dN/ds e dB/ds. Um estudo completo desse tópico nos afastaria muito 
do nosso assunto, portanto limitaremos a nossa discussão a dT/dt, que é a mais importante 
dessas derivadas em aplicações. 


12.5.1 DEFINIÇÃO Se C for uma curva lisa no espaço bi ou tridimensional parametri- 
zada pelo comprimento do arco, então a curvatura de C, denotada por x = x(s) (onde K é 
a letra grega kappa), é definida por 


dT 
k(s) = | F | = Ir”(s)] (1) 
S 


Observe que «(s) é uma função real de s, uma vez que é o comprimento de dT/ds que 
mede a curvatura. Em geral, a curvatura variará de ponto a ponto ao longo de uma curva; 
entretanto, o exemplo seguinte mostra que a curvatura é constante para círculos no espaço 
bidimensional, como é de se esperar. 


> Exemplo 1 No Exemplo 3 da Seção 12.4, mostramos que o círculo de raio a, centrado 
na origem, pode ser parametrizado em termos de comprimento de arco como 


r(s) = acos (=)i+asen (È) (0 < s < 2xa) 


Assim, 


m 1 sy. 1 SN. 
E'(s)= = cos (=)i =sen(Ż)j 


e, portanto, por (1), 


k(s) = Ir“(9) | = [o (] + | A sen(2)] 2 A 


de modo que o círculo tem a curvatura constante 1/a. «4 


O exemplo seguinte mostra que as retas têm curvatura zero, o que é consistente com o 
fato de que elas não se curvam. 


> Exemplo 2 Vimos, na Fórmula (15) da Seção 12.3, que uma reta no espaço bi ou tridi- 
mensional pode ser parametrizada em termos do comprimento de arco como 


r = To + su 


onde o ponto final de rọ é um ponto da reta e u é um vetor unitário paralelo à reta. Como u e 
ro são constantes, suas derivadas em relação a s são zero, portanto 


nas a a 

“s dy id = 
dr' d 

7) = Z =0 

r”(s) As q; ™ 


Assim, 


K(s) =|r"(s|=0 < 


OBSERVAÇÃO 
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E FÓRMULAS PARA A CURVATURA 

A Fórmula (1) é aplicável somente se a curva estiver parametrizada em termos do compri- 
mento de arco. O teorema seguinte fornece duas fórmulas para a curvatura em termos de um 
parâmetro qualquer t. 


12.5.2 TEOREMA Se r(t) for uma função vetorial lisa no espaço bi ou tridimensional, 
então, dado qualquer valor de t no qual T'(t) e r"(t) existam, a curvatura k poderá ser 
expressa como 


ITC) 


(o) 


(2) 


Ir) x r"® ll 
LAOK 


(b) k(t) = 


DEMONSTRAÇÃO (a) Tem-se, a partir da Fórmula (1) e da Fórmula (16) da Seção 12.3, que 


dT E o | dT/dt |- ITO 
ds ds/dt | Ildr/di| IOl 


-| 


DEMONSTRAÇÃO (b) Tem-se, a partir da Fórmula (1) da Seção 12.4, que 
r' = |r'OTO (4) 
r") =r OTO +e OlT H (5) 
Contudo, da Fórmula (2) da Seção 12.4 e da parte (a) desse teorema, temos 


TO =ITOINO e ITØI= Olr O 


portanto 
To = KOl OINO 

Substituindo isso em (5), obtemos 

ro =I OTO +O OPNO (6) 
Assim, de (4) e (6) 

r(A x 10 = Ie OOTO x TO) + OOPTE x NO) 
Contudo, o produto vetorial de um vetor com ele mesmo é zero, logo essa equação simplifica 
para 
ro x r" = KAI ORTO x NA) = Ol OPBO 
Segue dessa equação e do fato de que B(t) é um vetor unitário que 
I'O x "Ol = Olr O 


Segue, então, a Fórmula (3). E 


A Fórmula (2) é útil se T(t) for conhecido ou for fácil de se obter; entretanto, a Fórmula (3) será geralmente mais 
fácil de aplicar, uma vez que envolve apenas r(t) e as suas derivadas. Notamos, também, que o produto vetorial 
foi definido apenas para vetores no espaço tridimensional, de modo que, ao usar a Fórmula (3) no espaço bidi- 
mensional, devemos, primeiro, escrever a função r(t) = x(t)i + y(t) j do espaço bidimensional como a função 
r(t) = x(t)i + y( j + 0k do espaço tridimensional, com o componente k nulo. 


> Exemplo 3 Obtenha x(s) para a hélice circular 


Xx=acost, y=asent, z=ct 


onde a > 0. 
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Solução O vetor posição da hélice é 


r(t) =a cos ti + a sen tj + ctk 


Assim, 
r'(t) = (~a sen t)i + a cos tj + ck 
r”(t) = (—a cos t)i + (—a sen t)j 
i j k 
r(t) x r(t)=|-asent acost c|= (acsent)i— (accost)j+a’k 
—acost —asent 0 
Portanto, 
IOl = (a sent)? + (a cost)? +c = Va? + ce? 
e 
Ir) x rOll = y (ac sent)? + (—ac cost)? + at 
= Vac? + at = ava? + c? 
logo, 


Ir) x r” l] ay a? + c? a 
EKON ( Fe) a +c? 


Note que x não depende de t, o qual nos diz que a hélice tem curvatura constante. < 


k(t) = 


> Exemplo 4 O gráfico da equação vetorial 


r = 2 cos ti + 3 sen tj (0 < t < 27) 


nor e use um recurso gráfico computacional para gerar o gráfico de x(t). 


r = 2 cos ti + 3 sen tj + 0k 


- - deve estar lá quando calcularmos um produto vetorial. Assim, 


| r'(t) = (-2sent)i+3costj 
E r“(1) = (—2 cos t)i + (-3sent)j 
i j k 
r(t) X r”(t)=]|—2sent 3cost 0l = [(6sen? t) + (6cos?t)]k = 6k 
0 


—2 cost —3sent 


Portanto, 


IOl = (2sent)? + (B cost)? = vV4sen? t +9 cos? t 
Irex rOl = 6 

logo 

MOES “OI 6 


t)= = 
o EKON [4 sen? t + 9 cos? t]?/2 


é a elipse da Figura 12.5.2. Obtenha a curvatura da elipse nos extremos dos eixos maior e me- 


Solução Para aplicar a Fórmula (3), devemos tratar a elipse como uma curva no plano xy de um 
sistema de coordenada xyz, adicionando um componente k zero e escrevendo sua equação como 


Não é essencial escrever o componente k zero explicitamente, desde que lembremos que ele 


f 


Ay 


ys 


Figura 12.5.5 


Círculo osculador 


Centro de 
[ curvatura 


Figura 12.5.6 


(S 


Figura 12.5.7 
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As extremidades do eixo menor são (2, 0) e (—2, 0), que correspondem at = 0 e t = 7, res- 
pectivamente. Substituindo esses valores em (7), obtém-se a mesma curvatura em ambos os 
pontos, isto é, 


6 2 


=k(0)= = = = 
k =K(0) =k (T) 93 7 9 


As extremidades do eixo maior são (0, 3) e (0, —3), que correspondem a t = 7/2 e t = 37/2, 
respectivamente; por (7), a curvatura nesses pontos é 


EOR E 


Observe que a curvatura é maior nas extremidades do eixo maior do que nas extremidades 
do eixo menor, como era de se esperar. A Figura 12.5.3 mostra o gráfico de K versus t. Esse 
gráfico ilustra nitidamente que a curvatura é mínima em t = 0 (a extremidade direita do eixo 
menor), cresce até um máximo em t = 7/2 (o topo do eixo maior), decresce até um mínimo 
outra vez em t = 7 (a extremidade esquerda do eixo menor) e continua ciclicamente dessa 
maneira. A Figura 12.5.4 fornece outra maneira de visualizar a curvatura. <4 


AK 
If Ay 
0,8 
0,6 F K 
- E 0,3 
0,2 F x 0,4 
Do | | | cs | a E 0,5 
3 x E 2x E 0,6 
E 0,7 


6 
[4 sen? t + 9 cos? t] 


k(t) = 


3/2 


Figura 12.5.3 Figura 12.5.4 


E RAIO DE CURVATURA 
No último exemplo, verificamos que a curvatura nas extremidades do eixo menor é Z e a cur- 
vatura nas extremidades do eixo maior é ż, Para obter um melhor entendimento do significado 
desses números, lembre-se de que, no Exemplo 1, vimos que um círculo de raio a tem uma 
curvatura constante de 1/a; assim, a curvatura da elipse nas extremidades do eixo menor é 
igual à de um círculo de raio 2, e a curvatura nas extremidades do eixo maior é igual à de um 
círculo de raio E (Figura 12.5.5 ). 

Em geral, se uma curva C no espaço bidimensional tem curvatura x no ponto P, então 
o círculo de raio p = 1/K que tenha em comum uma tangente com C em P e centro no lado 
côncavo da curva em P é chamado de círculo de curvatura ou círculo osculador em P (Fi- 
gura 12.5.6). O círculo osculador e a curva C não somente se tocam em P, mas têm a mesma 
curvatura naquele ponto. Nesse sentido, o círculo osculador é o círculo que melhor aproxima 
a curva C na vizinhança de P. O raio p de um círculo osculador em P é chamado de raio de 
curvatura em P, e o centro do círculo é chamado de centro de curvatura em P (Figura 12.5.6). 


E UMA INTERPRETAÇÃO DA CURVATURA NO ESPAÇO BIDIMENSIONAL 

Uma interpretação geométrica útil da curvatura no espaço bidimensional pode ser obtida 
considerando o ângulo é medido no sentido anti-horário a partir do eixo x positivo até o vetor 
tangente unitário T (Figura 12.5.7). Pela Fórmula (13) da Seção 11.2, podemos expressar T 
em termos de q) como 


T(g) = cos pi + sen dj 
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4 
No espaço bidimensional, x(s) 
é a magnitude da taxa de 


variação de ġ em relação a s. 


Figura 12.5.8 


& é constante, logo a 
reta tem curvatura zero. 


Assim, 
dT L (—sengġ)i + cosgj 
— = (— sen ġ)i + cos 
do J 
dT dTdọ 
ds dọ ds 
do que obtemos 
dT d dT d d 
osal lella- aers- a 
Em resumo, mostramos que 
do 
= |É 8 
K(s) H (8) 


o que nos diz que a curvatura no espaço bidimensional pode ser interpretada como a magni- 
tude da taxa de variação de À com relação a s: quanto maior for a curvatura, mais rápido varia 
ġ em relação a s (Figura 12.5.8). No caso de uma reta, o ângulo q é constante (Figura 12.5.9) 
e, consequentemente, x(s) = |dġ/ds| = 0, o que é consistente com o fato de que a reta tem 
curvatura zero em todo ponto. 


E RESUMO DAS FÓRMULAS 
Concluímos esta seção com um resumo das fórmulas para T, N e B. Essas fórmulas ou foram 
deduzidas no texto ou são facilmente deduzíveis de fórmulas já estabelecidas. 


T(s) = r'(s) (9) 


Figura 12.5.9 1 dT r”(s) FUS) 
N(s) = TE (10) 
K(s) ds |r”)  «(s) 
EAS) ATUS AO o 
Be- ORE GO m 
llr”(s)|| k (s) 
r(t) 
TO) S 12 
rol EA 
f t x fu t 
B) = TOxr A (13) 
llr’) x r” |l 
NG) = BC) x TC) (14) 
"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.5 (Ver página 881 para respostas.) 
1. Se C for uma curva lisa parametrizada pelo comprimento de 3. Suponha que C seja o gráfico de uma função vetorial lisa 
arco, então a curvatura é definida por k(s) = ; r(s) = (x(s), y(s)) parametrizado pelo comprimento de arco, 


2. Seja r(t) uma função vetorial lisa com curvatura k(t). 
(a) A curvatura pode ser expressa em termos de T'(?) e r'(t) 


como K(t) = 


com vetor tangente unitário T(s) = (cos (s), sen H(s)). En- 
tão, a curvatura pode ser expressa em termos de q(s) como 
K(s) = 


(b) A curvatura pode ser expressa diretamente em termos de 4. Suponha que C seja uma curva lisa e que x? + y? = 4 seja o cír- 


r'(t) e r"(t) como k(t) = 


culo osculador de Cem P(1, 3). Então, a curvatura de C em 
Pé 


EXERCÍCIOS 12.5 [Recurso Gráfico [E] CAS 
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ENFOCANDO CONCEITOS 


1-2 Use o círculo osculador mostrado na figura para estimar a 
curvatura nos pontos indicados. E 


2. A) 


-3 3 


Sge, 


3-4 Para uma curva plana y = f (x), a curvatura em (x, f (x)) é uma 
função x(x). Nestes exercícios são mostrados os gráficos de f (x) e 
de k(x). Determine qual é qual e explique seu raciocínio. E 


3. (a) Ay (b) 


4. (a) 


je 
yx 


5-12 Use a Fórmula (3) para encontrar x(t). E 
5. r0)=Pi+Pj 6. r()=4costi+sentj 
7. r(ġ=e"i+e~“j 8. x=1-2,y=t- 
9. r() = 4 costi + 4sentj+ tk 
10. r() = ti + $j + itk 
11. x=cosht, y= senh t, z= t 
12. r(A =i+tj+ťk 
13-16 Obtenha a curvatura e o raio de curvatura no ponto dado. E 
13. r(/) = 3 cos ti + 4 sen tj + tk; t= 7/2 
14. r()ġ=e¢ei+e~“j+tk; t=0 
15. x=e'cost, y=e'sent, z=e!, t=0 


16. x=sent, y= cost, 2=12; t=0 


17-18 Confirme que s é um parâmetro comprimento de arco mos- 
trando que ||dr/ds|| = 1 e, então, aplique a Fórmula (1) para deter- 
minar x(s). E 


17. r=sen(1 zi } cos (1 } =)i+v3(1+2)k 


18. r= (1- 2s) i+ Gs) j 


5 (0 <s <5) 


2 


19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


19. Um círculo de raio 2 tem curvatura constante >. 
20. Uma reta vertical do plano tem curvatura indefinida. 


21. Se r(s) for parametrizado pelo comprimento de arco, então a 
curvatura do gráfico de r(s) será o comprimento de r'(s). 


22. Se C for uma curva do plano, então o círculo osculador de C 
em um ponto P terá raio igual à curvatura de C em P. 


23. (a) Use a Fórmula (3) para mostrar que, no espaço bidimen- 
sional, a curvatura de uma curva paramétrica lisa 


x=x), y=x(1) 


O 


xy” o y'x"| 


k(t) = (2 + y2 


onde as linhas denotam diferenciação em relação a t. 
(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que, no espaço bi- 
dimensional, a curvatura da curva plana dada por y = f(x) é 


|d?y/dx°] 
— [+ (dy/dx) 


k(x) 


[Sugestão: Expresse y = f(x) parametricamente com x = t 
como o parâmetro. ] 


24. Use a parte (b) do Exercício 23 para mostrar que a curvatura de 
y = f(x) pode ser expressa em termos do ângulo de inclinação 
da reta tangente como 


dy 
K($) = cos! 6 


[Sugestão: tg q = dy/dx.] 


25-28 Use o resultado do Exercício 23(b) para obter a curvatura no 
ponto dado. EH 


25. y=senx; x=7/2 26. y=tgx; x=7/4 


27. y=e*% x=1 28. y — 4x =9; (2,5) 


29-32 Use o resultado do Exercício 23(a) para determinar a curva- 
tura no ponto dado. E 


1 


29. x=", y=0; t=4 30. x= e", y=, t=0 


31. x=y=1/t t=1 

32. x= 2 sen 2t, y = 3 sen t, t=7/2 

33. Em cada parte, use as fórmulas do Exercício 23 para ajudar a 
determinar o raio de curvatura nos pontos dados. Então, esboce 
o gráfico junto com os círculos osculadores nesses pontos. 


(a) y=cosxemx=0ex=7 
(b) x= 2 cos t, y = sen t (0 < t < 2x7) em t = 0 e t = 7/2 


34. Use a fórmula do Exercício 23(a) para obter x(t) da curva 
x = e™ cos t, y = e™ sen t. Então, esboce o gráfico de x(t). 
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35-36 Use um recurso gráfico para gerar o gráfico de y = f(x) e, 
então, faça uma conjectura sobre a forma do gráfico de y = «(x). 
Confira sua conjectura gerando esse gráfico. EB 


35. x)=xe™ comb<x<s5 


36. fx) =x —x com-l<x<l 


[C]37. (a) Leia o manual sobre o cálculo de derivadas de ordens su- 

periores em um CAS. Então, use o CAS e a parte (b) do 
Exercício 23 para obter K(x) para fx) = xt — 2x2. 

(b) Use o CAS para gerar o gráfico de f(x) = x*— 2x2 e k(x) na 
mesma tela para —2 < x < 2. 

(c) Obtenha o raio de curvatura em cada extremo relativo. 

(d) Faça com precisão razoável um esboço à mão do gráfico 
de f(x) = x* — 2x? e dos círculos osculadores em suas pro- 
porções corretas nos extremos relativos. 


[c]38. (a) Use um CAS para fazer o gráfico da curva paramétrica 
x = t cos t, y = t sen t para t > 0. 
(b) Faça uma conjectura sobre o comportamento de k(t) quan- 
do t > +o. 
(c) Use o CAS e a parte (a) do Exercício 23 para obter «(t). 
(d) Confira sua conjectura encontrando o limite de x(t) quan- 
do t > +o. 


39. Use a fórmula do Exercício 23(a) para mostrar que, para uma 
curva em coordenadas polares descrita por r = f(0), a curvatura é 


dr d?r 
2 2 EE E ha a 
asi (5) “de? 


[Sugestão: Seja O o parâmetro e use as relações x = r cos 0, 
y=rsenð.] 


40. Use o resultado do Exercício 39 para mostrar que um círculo 
tem curvatura constante. 


41-44 Use a fórmula do Exercício 39 para obter a curvatura no pon- 
to indicado. E 

41. r= 1+ cos; 6=7/2 42. r=e”;, 0=1 
43. r= sen 30; 0=0 44. r=0;0=1 

45. Obtenha o raio de curvatura da parábola y? = 4px em (0, 0). 
46. Em qual(is) ponto(s) y = e* tem curvatura máxima? 


47. Em qual(is) ponto(s) 4x? + 9y? = 36 tem raio de curvatura 
mínimo? 


48. Obtenha os valores máximo e mínimo do raio de curvatura da 
curva x = cos i; y = sen t, z = cos t. 


49. Use a fórmula do Exercício 39 para mostrar que a curvatura da 


curva polar r = e“ é inversamente proporcional a r. 


[5] 50. 


Use a fórmula do Exercício 39 e um CAS para mostrar que a 
curvatura da lemniscata r = y'a cos 20 é diretamente propor- 
cional ar. 


51. (a) Use o resultado do Exercício 24 para mostrar que, para a 
parábola y = x°, a curvatura K($) nos pontos em que a reta 
tangente tem um ângulo de inclinação de & é 


K($) = |2 cos? q] 


(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar o raio de cur- 
vatura da parábola no ponto da parábola em que a reta tan- 
gente tem inclinação 1. 

(c) Faça um esboço de precisão razoável na proporção que 
mostre o círculo osculador no ponto da parábola em que a 
reta tangente tem inclinação 1. 


52. A evoluta de uma curva paramétrica lisa C no espaço bidi- 

mensional é a curva formada pelos centros de curvatura de 

C. A figura a seguir mostra a elipse x = 3 cos t, y = 2 sen t 

(0 < t <=27) e o gráfico da evoluta em um mesmo sistema. 

(a) Quais pontos da evoluta correspondem a t = 0 e t = 7/22 

(b) Em que sentido é traçada a evoluta quando t cresce de O a 
27? 

(c) Com que se parece a evoluta de um círculo? Explique seu 
raciocínio. 


Figura Ex-52 


ENFOCANDO CONCEITOS 


53-57 Nestes exercícios, ocuparemo-nos do problema de 
criar uma curva lisa única, juntando partes separadas de duas 
curvas lisas. Se duas curvas lisas Cı e Cz forem unidas em 
um ponto P para formar uma curva C, então diremos que C; 
e C; fazem uma transição lisa em P se a curvatura de C for 
contínua em P. E 


53. Mostre que a transição em x = O da reta horizontal y = O 
com x < 0 para a parábola y = x° com x > O não é lisa, en- 
quanto que a transição para y = x? com x > 0 é lisa. 


54. (a) Esboce o gráfico da curva definida por partes por 
y =° comx < 0, y = xf com x > 0. 
(b) Mostre que, para a curva da parte (a), a transição em 
x = 0 não é lisa. 


55. A figura a seguir mostra o arco de um círculo de raio r com 
centro em (0, r). Determine o valor de a que garante uma 
transição lisa do círculo para a parábola y = ax? no ponto 
em que x = 0. 


Arco de 
círculo 
Or 


x 
> 


Figura Ex-55 


56. Determine a, b e c tais que haja uma transição lisa em x = O 
da curva y = e“ com x < O para a parábola y = ax? + bx + 
c com x > 0. [Sugestão: A curvatura é contínua nos pontos 
em que y” for contínua.] 


m 


57. Suponha que f seja uma função tal que f”(x) esteja defi- 
nida em cada x < 0. Explique por que é sempre possível 
encontrar números a, b e c tais que exista uma transição 
lisa em x = 0 da curva y = f(x), x < 0, para a parábola 
y=axŻ +bx+c. 


58-61 Suponha que s seja um parâmetro comprimento de arco para 
uma função vetorial lisa r(s) no espaço tridimensional e que dT/ds 
e dN/ds existam em cada ponto da curva. (Isto implica que dB/ds 
também existe, já que B = T x N.) E 


58. Mostre que 


A = k (s)N(s) 


e use esse resultado para obter as fórmulas em (10). 


59. (a) Mostre que dB/ds é perpendicular a B(s). 
(b) Mostre que dB/ds é perpendicular a T(s). [Sugestão: Use 
o fato de que B(s) é perpendicular a T(s) e a N(s) e dife- 
rencie B - T em relação a s.] 
(c) Use os resultados das partes (a) e (b) para mostrar que dB/ds 
é um múltiplo escalar de N(s). O negativo desse escalar é 
chamado de torção de r(s) e é denotado por T (s). Assim, 


B 
~ = —T(s)N(s) 
ds 

(d) Mostre que t(s) = 0 para todo s se o gráfico de r(s) situar-se 
num plano. [Nota: Por razões que não discutiremos aqui, 
a torção está relacionada ao retorcimento de uma curva, e 
t(s) é considerado como uma medida numérica da tendên- 
cia de a curva torcer-se para fora do plano osculador.] 


60. Seja k a curvatura de C e t a torção (definida no Exercício 
59). Diferenciando N = B x T com relação a s, mostre que 
dN/ds = —K T+ tB. 


61. As seguintes derivadas, conhecidas como fórmulas de Fre- 
net-Serret, são fundamentais na teoria das curvas no espaço 


tridimensional: 
dT/ds = KN [Exercício 58] 
dN/ds = —xT + tB [Exercício 60] 
dB/ds = — IN [Exercício 59(c)] 


62. 
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Use as duas primeiras fórmulas de Frenet-Serret e o fato de que 
r'(s) = T se r = r(s) para mostrar que 
br'(s) x r”(s)] + r” (s) B r'(s) x r"(s) 
= e aoai 
LKOJK rs) 


(a) Use a regra da cadeia e as duas primeiras fórmulas de Fre- 
net-Serret do Exercício 61 para mostrar que 


T'=KsN e N'=-—«s'T+4 ts'B 


onde as linhas denotam diferenciação em relação a t. 
(b) Mostre que as Fórmulas (4) e (6) podem ser escritas na 
forma 


r0=sT e r(D=s5"T+«ws')PN 
(c) Use os resultados das partes (a) e (b) para mostrar que 
rg = 8" 6 
+ [Bess + x (SIN +et(s PB 
(d) Use os resultados das partes (b) e (c) para mostrar que 


[r(A x r] r” 
LAORE KOK 


tt) = 


63-66 Use a fórmula do Exercício 62(d) para obter a torção 
Tt = T(t). E 


63. 
64. 
65. 
66. 
67. 


68. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.5 


A cúbica torcida r(t) = 2ti + ĉj + Pk 

A hélice circular r(t) = a cos ti + a sen tj + ctk 
ry)=edite'j+v2k 

r(t) = (t — sen fji + (1 — cos)j+tk 


Texto Uma propriedade de uma função f(x) duas vezes deri- 
vável é que um ponto de inflexão do gráfico é um ponto em que 
a reta tangente cruza o gráfico de f. Considere analogamente 
um círculo osculador de uma curva C num ponto P do plano: o 
que significa para o círculo osculador cruzar (ou não) a curva 
C em P? Investigue esse assunto por meio de alguns exemplos 
próprios e escreva um ensaio breve, com figuras, suportando 
suas conclusões. 


Texto A figura a seguir é o gráfico do raio de curvatura versus 
9 em coordenadas retangulares da cardioide r = 1 + cos 0. Em 
palavras, explique o que o gráfico nos diz sobre a cardioide. 


yo 


ji 
3r 
mo a 


Y= 1/k(0) 


NI H 


Figura Ex-68 


Irol y roxrol 
llr’) || leI 


dT P 
L 5] =" 26 
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12.6 MOVIMENTO AO LONGO DE UMA CURVA 


r(t) 


TH 
ds 
t) = —T(t 
v(e) Er (1) 
O comprimento do vetor 


velocidade é a velocidade 
escalar da partícula, e a 


direção e sentido do vetor 
velocidade são a direção 
e sentido do movimento. 


Figura 12.6.1 


Em seções anteriores, consideramos o movimento de uma partícula ao longo de uma reta. 
Em uma reta há apenas dois sentidos nos quais a partícula pode se mover — o sentido positivo 
ou o negativo. O movimento no espaço bi ou tridimensional é mais complicado, pois há 
uma infinidade de direções segundo as quais uma partícula pode se mover. Nesta seção, 
mostraremos como os vetores podem ser usados para analisar o movimento ao longo de 
curvas no espaço bi ou tridimensional. 


E VELOCIDADE E ACELERAÇÃO 


Vamos supor que o movimento de uma partícula no espaço bi ou tridimensional seja descrito 
por uma função vetorial lisa r(t), na qual o parâmetro t denota o tempo; chamaremos isso de 
função posição ou trajetória da partícula. Quando a partícula se move ao longo de sua traje- 
tória, a direção e o sentido do movimento e a sua velocidade escalar podem variar de instante 
a instante. Assim, antes de podermos empreender a análise de tal movimento, precisamos ter 
claras as respostas para as seguintes questões: 


e Quais são a direção e o sentido do movimento da partícula em um instante do tempo? 
e Qual é a velocidade escalar da partícula em um instante do tempo? 


Definiremos a direção e o sentido do movimento no instante t como sendo a direção e o sen- 
tido do vetor tangente unitário T(t), e definiremos a velocidade escalar como sendo ds/dt — a 
taxa de variação instantânea do comprimento de arco percorrido pela partícula desde um pon- 
to de referência arbitrário. Dando um passo mais adiante, combinaremos a velocidade escalar 
com a direção e o sentido do movimento para formar o vetor 


v) = dTa) (1) 
dt 


que chamamos de função velocidade vetorial ou, simplesmente, velocidade da partícula no 
instante t. Dessa forma, em cada instante do tempo o vetor velocidade v(t) aponta na direção e 
no sentido do movimento e tem uma magnitude que é igual à velocidade escalar da partícula 
(Figura 12.6.1). 

Lembre-se de que, para o movimento ao longo de uma reta coordenada, a função velo- 
cidade é a derivada da função posição. O mesmo é verdadeiro para o movimento ao longo de 
uma curva, uma vez que 


dr drds 
dt dsdt 
Para o movimento ao longo de uma reta coordenada, a função aceleração foi definida como 


sendo a derivada da função velocidade. A definição é a mesma para o movimento ao longo 
de uma curva. 


ds 
P7 T) = v(t) 


12.6.1 DEFINIÇÃO Se r(t) for a função posição de uma partícula em movimento ao longo 
de uma curva no espaço bi ou tridimensional, então a velocidade instântanea, a aceleração 
instântanea e a velocidade escalar instantânea da partícula no instante t são definidas por 


d 
velocidade = v(t) = = (2) 


aceleração a(o = (3) 


d 
velocidade escalar = ||v(t)|| = = 


A 


y 
v=-V2i+V2j 


r=V2i+vV2j 


Figura 12.6.2 


Como poderíamos aplicar o Teorema 
12.2.8 para resolver a parte (c) do 
Exemplo 1? 
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Como mostramos na Tabela 12.6.1, a posição, a velocidade, a aceleração e a velocidade 
escalar podem também ser expressas em forma de componentes. 


Tabela 12.6.1 
FÓRMULAS PARA A POSIÇÃO, VELOCIDADE, ACELERAÇÃO E VELOCIDADE ESCALAR 


ESPAÇO BIDIMENSIONAL ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


e r) = xi +y r = (Di + (Dj + zk 
EE dx; dy; de 

VELOCIDADE vw = po + E v(t) = Fra F di) + dg É 

x dx. d., dx. dy, dz 
ACELERAÇÃO a(t) = — i+ — a(t) = i+ H k 

sar 22) usp r r 
VELOCIDADE dx [dF NI Po ly (eF 
DI = + DI = + 
ESCALAR Ivo] (5 ( A Ivo] ( dt ( dt ( dt 
> Exemplo 1 Uma partícula move-se ao longo de um caminho circular de tal maneira que 


suas coordenadas x e y no instante t são 


x=2cost, y=2sent 


(a) Determine as velocidades vetorial e escalar instantâneas da partícula no instante t. 


(b) Esboce o caminho da partícula e mostre os vetores posição e velocidade no instante 
t = 7/4 com o vetor velocidade desenhado de tal forma que o seu ponto inicial esteja na 
ponta do vetor posição. 


(c) Mostre que, em cada instante, o vetor aceleração é perpendicular ao vetor velocidade. 


Solução (a) No instante t, o vetor posição é 
r()=2costi+2sentj 
logo as velocidades vetorial e escalar instantâneas são 


dr E p 
v(t) = — = —2 sen ti + 2costj 

dt 

IVI = y(—2 sent)? + (2 cost)? = 2 


Solução (b) O gráfico das equações paramétricas é um círculo de raio 2 centrado na ori- 
gem. No instante t = 7/4, os vetores posição e velocidade da partícula são 

r(7/4) = 2 cos(m/4)i + 2 sen(m/4)j = 2i + v2j 

v(m/4) = —2 sen(x/4)i + 2 cos(m/4)j) = —2i+ 25 


Esses vetores e o círculo são mostrados na Figura 12.6.2. 


Solução (c) No instante t, o vetor aceleração é 


a(t) = a = —?2 cos ti — 2 sentj 

dt 

Uma maneira de provar que v(t) e a(t) são perpendiculares é mostrar que seu produto vetorial 
é zero (tente fazer isso). Contudo, é mais fácil observar que a(t) é o negativo de r(t), o que 
implica que v(t) e a(t) são perpendiculares, uma vez que, em cada ponto sobre um círculo, o 
raio e a reta tangente são perpendiculares. « 
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Como v(t) pode ser obtido diferenciando r(t), e como a(t) pode ser obtido dife- 
renciando v(t), tem-se que r(t) pode ser obtido integrando v(t), e v(t) pode ser obtido 
integrando a(t). Entretanto, tais integrações não produzem funções únicas, pois ocorrem 
constantes das integrações. Tipicamente, são necessárias condições iniciais para determi- 
nar essas constantes. 


> Exemplo 2 Uma partícula move-se pelo espaço tridimensional de tal maneira que sua 
velocidade é 


v(t) =i + tj + ťk 
Determine as coordenadas da partícula no instante t = 1, dado que a partícula está no ponto 
(—1, 2, 4) no instante t = 0. 
Solução Integrando a função velocidade para obter a função posição, obtemos 
2 3 


rO= [voar = fatit od =rit i+ 5k+C (5) 


onde C é um vetor constante de integração. Uma vez que as coordenadas da partícula no ins- 
tante t = 0 são (— 1, 2, 4), o vetor posição no instante t = 0 é 
r(0) = —i + 2j + 4k (6) 
Substituindo t = O em (5) e equacionando o resultado com (6) obtemos 
C=-i+2j+4k 
Substituindo esse valor de C em (5) e simplificando, obtemos 


a E 
ro =6-Di+(5 +2) 14 (5 +4)k 


Assim, no instante t = 1, o vetor posição da partícula é 


El) = Oise pu 
= yi = — 
2113 


de modo que suas coordenadas naquele instante são (0, > B), < 


E DESLOCAMENTO E DISTÂNCIA PERCORRIDA 

Se uma partícula movimenta-se ao longo de uma curva C no espaço bi ou tridimensional, o 
deslocamento da partícula durante o intervalo do tempo t; < t < ty é comumente denotado 
por Ar e é definido como 


Ar = r(t) — r(t) (7) 


(Figura 12.6.3). O vetor deslocamento, que descreve a variação na posição da partícula duran- 
te o intervalo de tempo, pode ser obtido integrando a função velocidade de t, a tz: 


h to dr h 
ar= | vendr= [ T=] =r(t)— r(t) (8) 


ty ti ti 


A partir do Teorema 12.3.1, podemos determinar a distância s percorrida por uma par- 
tícula durante um intervalo do tempo tı < t < t integrando a velocidade escalar sobre aquele 
intervalo, uma vez que 

2 || dr 
We 
| dt 


h 
di= f ivola (9) 
ti 


Figura 12.6.4 
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Deslocamento = Ar = r(t) — r(t) 


yx 


Figura 12.6.3 


> Exemplo 3 Uma partícula move-se ao longo de uma hélice circular no espaço tridimen- 
sional, de tal maneira que o seu vetor posição no instante t é 


r(t) = (4 cos zti + (4 sen mb) + tk 
Determine a distância percorrida e o deslocamento da partícula durante o intervalo de tempo 
lI<t<s5. 
Solução Temos 


d 
væ = S = (—4r sen zt)i + (4r cos zt)j +k 


IVO = y (—4r sen zt)? + (47 cos zt)? + 1 = 1672 + 1 


Assim, segue de (9) que a distância percorrida pela partícula do instante t = 1 até t = 5 é 


5 
s=[ v16x2+1dt=4vV1672+41 
1 


Além disso, segue de (8) que o deslocamento durante o intervalo de tempo é 
Ar =r(5) — r(1) 
= (4cos Sri + 4 sen 5xj + 5k) — (4 cos mi + 4 sen xj + k) 
= (—4i + 5k) — (—4i + k) = 4k 


o que nos mostra que a variação da partícula no intervalo de tempo é igual a 4 unidades dire- 
tamente para cima. < 


E COMPONENTES NORMAL E TANGENCIAL DA ACELERAÇÃO 


Sabemos de nossa experiência como passageiros de automóvel que, se a velocidade do carro 
aumentar rapidamente, nosso corpo será jogado para trás contra o encosto do assento. Sabe- 
mos também que se o carro percorrer uma curva na estrada, então nosso corpo será jogado 
para fora da curva — quanto maior a curvatura na estrada, maior será a força com que somos 
empurrados. A explicação desses fenômenos pode ser entendida resolvendo-se a velocidade e 
a aceleração em componentes vetoriais que são paralelos aos vetores tangente e normal uni- 
tários. O teorema seguinte explica como isso pode ser feito. 


12.6.2 TEOREMA Se uma partícula move-se ao longo de uma curva lisa C no espaço 
bi ou tridimensional, então em cada ponto da curva os vetores velocidade e aceleração 
podem ser escritos como 


d? ds Ý 
Zmd (5) N (10-11) 


S= o dt 


onde s é um parâmetro comprimento de arco da curva e T, N e «x denotam o vetor tangen- 
te unitário, o vetor normal unitário e a curvatura no ponto (Figura 12.6.4). 
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A Fórmula (14) aplica-se a movi- 
mentos tanto no espaço bidimen- 
sional quanto tridimensional. O que 
é interessante é que a fórmula no 
espaço tridimensional não envolve 
o vetor binormal B, portanto o vetor 
aceleração está sempre no plano de 
T e N (o plano osculador), mesmo 
para os caminhos mais sinuosos (Fi- 
gura 12.6.5). 


ye 


a = arl + apN 


Figura 12.6.5 


O Teorema 12.6.3 aplica-se a movi- 
mentos no espaço bi ou tridimensio- 
nal, mas para o movimento no espaço 
bidimensional, precisamos acrescen- 
tar um componente k nuloa ve a a 
para calcular o produto vetorial. 


DEMONSTRAÇÃO A Fórmula (10) é simplesmente uma reformulação de (1). Para obter (11), 
diferenciamos ambos os lados de (10) em relação a t; disso resulta 


pn ds Lsp, dsdT 

~ dt\dt )}) a? dt dt 
ds, dsdTds 
~ df? dt ds dt 


Fórmula (10) da 
Seção 12.5 
de onde segue (11). E 


Os coeficientes de T e N em (11) são denotados usualmente por 


se a (12-13) 
Cp SS a = ho. = — 
T gr ” dt 
e, nesse caso, a Fórmula (11) é expressa como 
a =arT + ayN (14) 


Nessa fórmula, os escalares ar e ay são chamados de componente tangencial escalar da 
aceleração e componente normal escalar da aceleração, e os vetores ar T e ay N são cha- 
mados de componente tangencial vetorial da aceleração e componente normal vetorial da 
aceleração. 

Os componentes escalares da aceleração explicam o efeito que experimentamos quando 
um carro arranca rapidamente ou faz uma curva. O crescimento abrupto na velocidade esca- 
lar produz grandes valores para d2s /d?, o que resulta em um grande componente tangencial 
escalar da aceleração; pela segunda lei de Newton, isso produz uma grande força tangencial 
sobre o carro na direção do movimento. Para entender o efeito de percorrer uma curva, obser- 
ve que o componente normal escalar da aceleração tem a curvatura x e a velocidade escalar 
ds/dt como fatores. Assim, curvas acentuadas ou curvas feitas em alta velocidade produzem 
grandes forças normais sobre o carro. 

Embora as Fórmulas (12) e (13) sejam úteis para o conhecimento do movimento de par- 
tículas movendo-se ao longo de trajetórias curvas, elas não são sempre as melhores fórmulas 
de cálculo. O teorema a seguir fornece algumas fórmulas mais úteis que relacionam ar, ay € 
x à velocidade v e à aceleração a. 


12.6.3 TEOREMA Se uma partícula move-se ao longo de uma curva lisa C no espaço 
bi ou tridimensional, então em cada ponto da curva a velocidade v e a aceleração a estão 
relacionadas com ar, ay e K pelas fórmulas 


va 


a _ lvxal 
Iv 


AN = 


Iv x all 
Gado eo 
M liv] 


ar (15-17) 


ay=alcoso 


ay = llall sen 6 


Figura 12.6.6 


Lembre-se de que, para curvas lisas 
não lineares no espaço bidimen- 
sional, o vetor normal unitário N é 
o normal para dentro (pois aponta 
para o lado côncavo da curva). Ex- 
plique por que o mesmo é verdadei- 
ro para ay N. 
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DEMONSTRAÇÃO 
vetor ar T. Assim, 


Conforme ilustrado na Figura 12.6.6, seja 0 o ângulo entre o vetor a e o 


ar=ljallcos6 e aw= llal| sen 6 
de onde obtemos que 


_ lIvlilalcoso v:a 


ar = |allcos0 = = 
lvl Iv 
villlaliseno —Ilvx al) 
an = |allsenô6 = = 
ivl Iv] 
” AN ay 1 lyxal  lvxal 
(ds/dt) ivi? vi? lvl] Ivl? 


> Exemplo 4 Uma partícula move-se pelo espaço tridimensional, de tal maneira que o 
vetor posição no instante t é 


r0)=ti+ê2j+êk 
(O caminho é a cúbica torcida mostrada na Figura 12.1.5.) 
(a) Obtenha os componentes tangencial e normal escalares da aceleração no instante t. 
(b) Obtenha os componentes tangencial e normal escalares da aceleração no instante t = 1. 
(c) Obtenha os componentes tangencial e normal vetoriais da aceleração no instante t = 1. 
(d) Obtenha a curvatura da trajetória no ponto em que a partícula está no instante t = 1. 
Solução (a) Temos 
v(t) = r'(t) =i + 2tj + 3tk 
a(t) = v'(t) = 2j + 6tk 
IVO = v1 +H +94 
v(t) -a(t) = 4t + 18£° 
i j k 
v(t) x a(t)=]|1 2% 32]=6ti-6t)+2k 
0 2 6 
Assim, de (15) e (16) 
v:a 4t + 18% 
CO O Far 
ay Val 361! 4362 +44 
Iv VI +42 +94 


Solução (b) No instante t = 1, os componentes ar e ay na parte (a) são 


9t4 +92 +1 
94 +4? 1 


22 19 
ar = —— ~ 5,88 e ap =2,|— 72,33 
"14 14 


Solução (c) Como T e v têm a mesma direção e sentido, T pode ser obtido normalizando 
v, isto é 


v(t) 


T = 
O = ol 
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Use a Fórmula (18) para confirmar o 
valor de ay obtido no Exemplo 4. 


No instante t = 1, temos 


OD MA å ioo. 
TD = = == (paraguaio 
DI Eiri va A 


Disso e da parte (b), obtemos o componente tangencial vetorial da aceleração: 
(DT() - T1) 442543) U e; 

a = = — (l = —1 im == 

+ J14 7 J 7 Re 


Para encontrar o componente normal vetorial da aceleração, reescrevemos a = arT + ayN 
como 


ayN =a-— arT 
Assim, no instante t = 1, o componente normal vetorial da aceleração é 


an (DNC) = a(1) — ar (DT(1) 


. il, 22, 33 
= (2j + 6k) (5i+ 2+ K) 


11. 8. 9 


Solução (d) Aplicaremos a Fórmula (17) com t = 1. Da parte (a), 
Iv(Dl|l=v14 e v(1)x a(l) = 6i— 6j+ 2k 
Assim, no instante t = 1, 
vx all "76 1 /38 
vi (via) 147 


No caso em que |ja|| e ar são conhecidos, existe uma alternativa útil da Fórmula (16) para 
ay que não requer o cálculo de um produto vetorial. Segue geometricamente da Figura 12.6.6 
e do Teorema de Pitágoras, ou algebricamente da Fórmula (14) (Ver Exercício 51), que 


ay = y all? — az (18) 


= 0,17 «4 


E UM MODELO DE MOVIMENTO DE PROJÉTIL 

Anteriormente neste livro, examinamos vários problemas relacionados com objetos que se 
movem verticalmente no campo gravitacional da Terra (ver a subseção da Seção 5.7, no Volu- 
me 1, intitulado O Modelo de Queda Livre e a subseção da Seção 8.4 intitulada Um Modelo de 
Queda Livre Retardada pela Resistência do Ar). Agora, consideraremos o movimento de um 
projétil lançado ao longo de uma trajetória curva no campo gravitacional da Terra. Para isso, 
necessitaremos da versão vetorial da Segunda Lei do Movimento de Newton (6.6.4), a saber, 


F=ma (19) 
e precisaremos fazer três hipóteses de modelagem: 
e A massa m do objeto é constante. 


e A única força agindo sobre o objeto depois de lançado é a força da gravidade da Ter- 
ra. (Assim, são ignorados a resistência do ar e o efeito gravitacional de outros planetas 
e objetos celestes.) 


e O objeto permanece suficientemente próximo à Terra para que possamos supor a força 
da gravidade como sendo constante. 


Vo 


So 


Figura 12.6.7 


Observe que a massa m do objeto 
não aparece nas Fórmulas (21) e 
(24) e, portanto, não tem influência 
sobre a trajetória ou a velocidade do 
objeto. Isso explica a famosa obser- 
vação de Galileu que dois objetos de 
massas diferentes, deixados cair da 
mesma altura, atingirão o chão no 
mesmo instante se a resistência do 
ar for ignorada. 
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Vamos supor que, no instante t = 0, um objeto de massa m seja lançado de uma altura so 
acima da Terra com um vetor velocidade inicial de vo. Além disso, introduzamos um sistema 
de coordenadas xy, conforme mostrado na Figura 12.6.7. Nesse sistema de coordenadas, o 
sentido y positivo é para cima, a origem está na superfície da Terra e a localização inicial do 
objeto é (0, so). Nosso objetivo é usar os princípios básicos da Física para deduzir a função 
velocidade v(t) e a função posição r(t) a partir da função aceleração a(t) do objeto. Nosso 
ponto de partida é a observação física de que a força F da gravidade da Terra sobre um objeto 
de massa m é dirigida para baixo e dada por 


F = —mgj 


onde g é a aceleração devido à gravidade (ver 9.4.3). Tem-se, a partir desse fato e da segunda 
lei de Newton (19), que 


ma = —mgj 
ou, cancelando m em ambos os lados, 


a= e] (20) 


Observe que essa função aceleração não envolve t e é, portanto, constante. Podemos, agora, 
obter a função velocidade v(t) integrando essa função aceleração e usando a condição inicial 
v(0) = vo para determinar a constante de integração. Integrando (20) em relação a t e lem- 
brando que — gj é constante, obtemos 


v(t) = J —gjdt = —gtj + cı 


onde c; é um vetor constante de integração. Substituindo t = O nessa equação e usando a con- 
dição inicial v(0) = vo, obtemos vo = cj. Assim, a função velocidade do objeto é 


WO = =g ud (21) 


Para obter a função posição r(t) do objeto, integraremos a função velocidade e usaremos 
o conhecimento da posição inicial do objeto para determinar a constante de integração. Obser- 
ve que o objeto tem coordenadas (0, so) no instante t = 0, logo o vetor posição nesse instante é 


r(0) = Oi + soj = soj (22) 


Essa é a condição inicial de que necessitaremos para determinar a constante de integração. 
Integrando (21) em relação a t, obtemos 


r(t) = [sis voar = —} gt’ j + tvo +e (23) 
onde c, é outro vetor constante de integração. Substituindo t = O em (23) e usando a condição 
inicial (22), obtemos 

Soj = €2 
de modo que (23) pode ser escrito como 


r(t) = (587 + so) j + tvo (24) 


Essa fórmula expressa a função posição do objeto em termos da posição e da velocidade ini- 
cial conhecidas. 


E EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DO MOVIMENTO DE PROJÉTIL 

As Fórmulas (21) e (24) podem ser usadas para obter equações paramétricas da posição e 
velocidade em termos da velocidade inicial do objeto e o ângulo que o vetor da velocidade 
inicial faz com o eixo x. Para esse fim, sejam vo = l|Vol|, « o ângulo que o vetor velocidade 
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A) 


vp cos oi 
0 


(vosen &)j 


y= 


Figura 12.6.8 


Figura 12.6.9 


inicial vo faz com o eixo x, vy e vy os componentes escalares horizontal e vertical de v(1) no 
instante te x e y os componentes horizontal e vertical de r(t) no instante t. Como está ilustra- 
do na Figura 12.6.8, o vetor velocidade inicial pode ser expresso como 


Vo = (vo cos ai + (vo sen œ)j (25) 


Substituindo essa expressão em (24) e combinando componentes iguais, obtemos (verifique) 


r(t) = (vo cos ati + (so + (vo sena)t — gt?)j 


(26) 
que é equivalente às equações paramétricas 
x = (vocosæ)t, y= so + (vosena)t — Sgt? (27) 
Analogamente, substituindo (25) em (21) e combinando componentes iguais, obtemos 
v(t) = (vo cos ai + (vo sena — gñ)j 
que é equivalente às equações paramétricas 
Us = vw cosa, V, = voseng — gi (28) 


O parâmetro t pode ser eliminado em (27) resolvendo a primeira equação para t e subs- 
tituindo na segunda equação. Deixamos para o leitor mostrar que disso resulta 


E 2 
=s+(t = 29 
TA i (z cos? -) x a 


que é a equação de uma parábola, já que o lado direito é um polinômio quadrático em x. As- 
sim, mostramos que a trajetória de um projétil é um arco parabólico. 


> Exemplo 5 Um projétil disparado por um canhão tem uma velocidade de 800 pés/s na 
boca do canhão. O cano faz um ângulo de 45º com a horizontal e, para simplificar, vamos 
supor que a abertura do cano esteja ao nível do solo. 


(a) Obtenha equações paramétricas para a trajetória do projétil em relação ao sistema de 
coordenadas da Figura 12.6.9. 


(b) Que altura atinge o projétil? 
(c) Que distância o projétil percorre horizontalmente? 
(d) Qual é a velocidade do projétil no ponto de impacto com o chão? 


Solução (a) A partir de (27) com vo = 800 pés/s, a = 45º, so = 0 pés (uma vez que o pro- 
jétil começa ao nível do solo) e g = 32 pés/s?, obtemos as equações paramétricas 


x = (800 cos 45º), y=(800sen45º) — 162 (t>0) 
que simplificam para 
x=400/2, y=400/2t -16° (t>0) (30) 
Solução (b) A altura máxima do projétil é o valor máximo de y em (30), que ocorre quando 
dy/dt = 0, isto é, quando 


25/2 
400/2 — 32t =0 ou ps 


Substituindo esse valor de t em (30), obtemos 
y = 5.000 pés 


como a altura máxima do projétil. 


A velocidade de impacto no Exemplo 
5 é igual à velocidade na boca do ca- 


nhão. Isso é esperado? Explique. 
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Solução (c) O projétil atingirá o solo quando y = 0. A partir de (30), isso ocorre quando 
4002t — 16t? = 0 ou 1(400/2 — 16t) = 0 


A solução t = 0 corresponde à posição inicial do projétil e a solução t = 25/2, ao instante do 
impacto. Substituindo o último valor na equação de x em (30), obtemos 


x = 20.000 pés 
como a distância horizontal percorrida pelo projétil. 
Solução (d) A partir de (30), a função posição do projétil é 
r(t) = 4002ti + (40024 — 1612) 
de modo que a função velocidade é 
v(t) = (1) = 40042i + (40042 — 321) j 
Da parte (c), o impacto ocorre quando t = 25/2, logo o vetor velocidade nesse ponto é 
v(25/2) = 400,/2i + [40042 — 32(254/2)]j = 40021 — 40042 


Assim, a velocidade no impacto é de 


Iv(254/D)]| = (4002)? + (400/2)? = 800 pés/s <4 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.6 (Ver página 895 para respostas.) 


1. Se r(t) for a função posição de uma partícula, então a velocida- 3. O componente tangencial escalar da aceleração é dado pela 
de, a aceleração e a velocidade escalar da partícula no instante fórmula e o componente normal escalar da acele- 
t são dadas, respectivamente, por ração é dado pela fórmula 
v(D) = a(t) = Es 4. O modelo de movimento de projétil 


2. Se r(t) for a função posição de uma partícula, então o desloca- 
mento da partícula ao longo do intervalo de tempo tı < t < h 


“dr 
r(t) = (—igt? + so) j + tvo 


descreve o movimento de um objeto com aceleração constante 


é — ea distância s percorrida pela partícula durante a= e função velocidade v(t) = A 
esse intervalo de tempo é dada pela integral posição inicial do objeto é e sua velocidade inicial 
é 
EXERCÍCIOS 12.6 [4 Recurso Gráfico [E] CAS 
1-4 Nestes exercícios, r(t) é o vetor posição de uma partícula em 5. r() = ti+ iej + 40k; =l 


movimento no plano. Obtenha a velocidade, a aceleração e a ve- 
locidade escalar em um instante arbitrário t. Esboce a trajetória da 


6. x=1+3t, y=2-— 4t, z=7+t, t=2 


partícula junto com os vetores velocidade e aceleração no instante 7. x= 2 cos t, y = 2 sen t, z = t, t = 7/4 


t indicado. E 


8. rf) = e sen ti + æ cos tj + tk; t= 7/2 


1. r(A = 3 cos ti + 3 sen tj; t = 7/3 


. r()=ti+ ĉj; t=2 


2 
3. r(0)=eci+te'j; t=0 
4 


. r(A) = (2+ 4)i+(1-—j; t=1 


5-8 Obtenha a velocidade, a velocidade escalar e a aceleração em y = b sen æt. 
um dado instante t de uma partícula em movimento ao longo da (a) Mostre que a aceleração está dirigida para a origem. 


curva dada. E 


ENFOCANDO CONCEITOS 


9. Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que as 
equações do movimento de uma partícula movendo-se 
ao longo de uma trajetória elíptica sejam x = a cos wt, 
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(b) Mostre que a magnitude da aceleração é proporcional à 
distância da partícula à origem. 


Figura Ex-9 


10. Suponha que uma partícula vibre de tal maneira que sua 
função posição seja r(t) = 16 sen x ti + 4 cos 27 tj, onde a 
distância está em milímetros e t está em segundos. 

(a) Determine a velocidade e a aceleração no instante t = 1 s. 

(b) Mostre que a partícula move-se ao longo de uma curva 
parabólica. 

(c) Mostre que a partícula move-se para frente e para trás 
ao longo da curva. 


11. O que pode ser dito sobre a trajetória de uma partícula que 
se move no espaço bi ou tridimensional com aceleração 
nula? Justifique sua resposta. 


12. No Teorema 12.2.8 foi visto que se r(t) for uma função ve- 
torial no espaço bi ou tridimensional e se |r(?)]| for constan- 

te para todo +, então r(t) + r'(1) = 0. 
(a) Traduza esse teorema em uma afirmação sobre o movi- 
mento de uma partícula no espaço bi ou tridimensional. 
(b) Substitua r(t) por r'(t) no teorema e traduza o resultado 
numa afirmação sobre o movimento de uma partícula 

no espaço bi ou tridimensional. 


13. Suponha que o vetor posição de uma partícula movendo-se em 
um plano seja r = 12,fi + 12j,t > 0. Determine a veloci- 
dade mínima da partícula e sua localização quando estiver com 
essa velocidade. 


14. Suponha que o movimento de uma partícula seja descrito pelo 
vetor posição r = (t — ?)i — f j. Determine a velocidade mí- 
nima da partícula e sua localização quando estiver com esta 
velocidade. 


415. Suponha que a função posição de uma partícula movendo-se no 


espaço bidimensional seja r = sen3ti— 2 cos 3t j, 0 < t < 27/3. 

(a) Use um recurso gráfico para fazer o gráfico da velocidade 
da partícula versus o tempo de t = 0 a t = 27/3. 

(b) Qual é a velocidade máxima e mínima da partícula? 

(c) Use o gráfico para estimar o instante no qual a velocidade 
máxima ocorre pela primeira vez. 

(d) Determine o instante exato no qual a velocidade máxima 
ocorre pela primeira vez. 


416. Suponha que a função posição de uma partícula movendo-se 


no espaço tridimensional seja r = 3 cos 2ti + sen 2tj + 4tk. 


(a) Use um recurso gráfico para fazer o gráfico da velocidade 
da partícula versus o tempo de t = 0 a t = 7. 

(b) Qual é a velocidade máxima e mínima da partícula? 

(c) Use o gráfico para estimar o instante no qual a velocidade 
máxima ocorre pela primeira vez. 

(d) Determine os valores exatos da velocidade máxima e míni- 
ma e o instante exato no qual a velocidade máxima ocorre 
pela primeira vez. 


17-20 Use a informação dada para determinar os vetores posição e 
velocidade da partícula. E 


17. a(t) = — cos ti — sen tj; v(0)= i; r(0)= j 

18. a) =i+e~'j; 0) =2i +j; r(0=i-j 

19. a(t) = sen ti + cos tj + ek; v(0) = k; r(0) = —i + k 
20. a(t) = (t + 1)?j — e7”k; v(0) = 3i — j; r(0) = 2k 


21. Determine, até o grau mais próximo, o ângulo entre v e a para 
r=Pi+?jquandot=1. 


22. Mostre que o ângulo entre v e a é constante para o vetor posi- 
çãor=e'costi + e sen tj. Determine o ângulo. 


23. (a) Suponha que, no instante t = to, um elétron tenha um ve- 
tor posição der = 3,5i — 1,7 j + k e em um instante mais 
tarde t = ti, seu vetor posição seja r = 42i+j — 2,4 k. 
Qual é o deslocamento do elétron durante o intervalo de 
tempo de toa tı? 
(b) Suponha que, durante um certo intervalo de tempo, um 
próton tenha um deslocamento Ar = 0,71 + 2,9j — 1,2k 
e que o seu vetor posição final observado seja r = 3,6 k. 
Qual foi o vetor posição inicial do próton? 


24. Suponha que a função posição de uma partícula moven- 
do-se ao longo de um círculo no plano xy seja dada por 
r = 5 cos 2x ti + 5 sen 2x tj. 
(a) Esboce alguns vetores deslocamento durante o intervalo 
de tempo det=0at=1. 
(b) Qual é a distância percorrida pela partícula durante o inter- 
valo de tempo? 


25-28 Obtenha o deslocamento e a distância percorrida ao longo do 
intervalo de tempo indicado. E 


25. r=ti+ ipj 1<t<3 

26. r= (1 — 3senżt)i+ 3 cos tj; O<t<37/2 

27. r=eitetj+v2k; 0 <t <ln3 

28. r = cos 2ti + (1 — cos 2t)j + (3 + £ cos 2t) k; O<t<x 


29-30 São dados os vetores posições de duas partículas. Mostre 
que as partículas movem-se ao longo da mesma trajetória, mas 
que a velocidade da primeira é constante e a velocidade da se- 
gunda não é. E 


29. rı = 2 cos 3ti + 2 sen 3tj 
r2 = 2 cos(®i + 2 sen(®)j (t> 0) 


30. ri = (3 + 2pi + tj + (1 — ìk 
r = (5 — 2i + (1 — P)j + tk 


31-36 É dada a função posição de uma partícula. Use o Teorema 

12.6.3. para encontrar 

(a) os componentes escalares tangencial e normal da aceleração no 
instante ź indicado; 

(b) os componentes vetoriais tangencial e normal da aceleração no 
instante ź indicado; 

(c) a curvatura da trajetória no ponto em que a partícula está loca- 
lizada no instante t indicado. E 


31. r=citej; t=0 

32. r = cos(t®)i + sen(t°)j; t = 7/2 

33. r= (Ê — 29i + (f — 4j; t=1 

34. r= æ cos ti + e sen tj; t= 7/4 

35. r= ei +e™”j+ tk; t=0 

36. r= 3 sen ti + 2 cos tj — sen 2tk; t= 7/2 


37-38 Nestes exercícios, v e a são dadas num certo instante de tem- 
po. Determine ar, ay, T e N nesse instante. E 


37. v=— 4j, a=2i+3j 
38. v=2i+2j+k, a=i+2k 


39-40 É dada a velocidade escalar ||v|| de uma partícula em um ins- 
tante de tempo arbitrário t. Determine o componente tangencial es- 
calar da aceleração no instante indicado. E 


39. ivl = vt? +e; t=0 
40. Iv = y (4t — 1)? + cos? zt; t = I 


41. O acelerador nuclear do Laboratório Enrico Fermi é circular 
com um raio de 1 km. Encontre o componente normal escalar 
da aceleração de um próton movendo-se ao longo do acelera- 
dor com uma velocidade constante de 2,9 x 10º km/s. 


42. Suponha que uma partícula se mova com aceleração não nula 
ao longo da curva y = f(x). Use a parte (b) do Exercício 23 da 
Seção 12.5 para mostrar que o vetor aceleração é tangente à 
curva em cada ponto em que f”(x) = 0. 


43-44 Use a informação dada e o Exercício 23 da Seção 12.5 para 
determinar o componente normal escalar da aceleração como uma 
função de x. E 


43. Uma partícula move-se ao longo da parábola y = x? com uma 
velocidade constante de 3 unidades por segundo. 


44. Uma partícula move-se ao longo da curva x = In y com uma 
velocidade constante de 2 unidades por segundo. 


45-46 Use a informação dada para determinar o componente nor- 
mal escalar da aceleração no instante t = 1. E 


45. a(1)=i+2j-— 2k; a(D=3 
46. la(D] = 9; ar(DTO)= 2i — 2j + k 


47-50 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


47. São paralelos os vetores velocidade e tangente unitário de uma 
partícula em movimento. 


48. 


49. 


50. 


51. 
52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 
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Se uma partícula move-se ao longo de uma curva lisa C no 
espaço, então, em cada ponto de C, o componente escalar da 
aceleração da partícula será o produto da curvatura de C pela 
velocidade escalar da partícula nesse ponto. 


Se uma partícula move-se ao longo de uma curva lisa C e passa 
por um ponto de curvatura zero, então os vetores velocidade e 
aceleração terão a mesma direção nesse ponto. 


A distância percorrida por uma partícula ao longo de um inter- 
valo de tempo é a magnitude do vetor deslocamento da partícu- 
la durante esse intervalo de tempo. 


Deduza a Fórmula (18) da Fórmula (14). 


Um automóvel viaja a uma velocidade constante ao longo de 
uma curva cujo raio de curvatura é de 1.000 metros. Qual é a 
velocidade máxima permitida se o valor máximo aceito para o 
componente normal escalar da aceleração for de 1,5 m/s? ? 


Se um automóvel de massa m fizer uma curva, então o compo- 
nente vetorial da aceleração para dentro ay N é causado pela 
força de atrito F da estrada. Assim, segue da forma vetorial da 
segunda lei de Newton [Equação (19)] que a força de atrito e 
o componente escalar normal da aceleração estão relacionados 
pela equação F = mayN. Assim, 


dsY 
FI = mi Xr 
t 


Use esse resultado para encontrar a magnitude da força de atri- 
to em newtons exercida pela estrada sobre um carrinho de kart 
de 500 kg dirigido a uma velocidade de 10 km/h ao longo de 
uma pista circular com raio de 15 m. [Nota: IN = 1kg m/s] 


Um projétil é disparado a partir do nível do chão com uma ve- 
locidade de 320 pés/s na boca de canhão e ângulo de elevação 
de 60º. Determine: 

(a) as equações paramétricas da trajetória do projétil; 

(b) a altura máxima alcançada pelo projétil; 

(c) a distância horizontal percorrida pelo projétil; 

(d) a velocidade do projétil no impacto. 


Uma pedra é atirada para baixo do topo de um prédio a 168 pés 
de altura a um ângulo de 60º com a horizontal. A que distância 
da base do prédio a pedra atinge o solo se sua velocidade ini- 
cial for de 80 pés/s? 


Resolva o Exercício 55 supondo que a pedra seja atirada hori- 
zontalmente com uma velocidade de 80 pés/s. 


Um projétil é disparado do nível do chão com um ângulo de 
elevação de 30º. Qual deveria ser a velocidade na boca do ca- 
nhão a fim de que a altura máxima do projétil seja 2.500 pés? 


Um projétil, disparado do nível do chão com um ângulo de 
elevação de 45º, atinge o chão a uma distância de 24.500 m. 
Calcule a velocidade do projétil na boca do canhão. 


Determine dois ângulos de elevação que irão possibilitar um 
projétil atirado a partir do nível do chão com uma velocidade 
de 800 pés/s na boca do canhão atingir no chão um alvo que 
está a 10.000 pés. 
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60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


Cálculo 


Uma bola rola para fora de uma mesa de 4 pés de altura, en- 

quanto se move a uma velocidade constante de 5 pés/s. 

(a) Quanto tempo irá levar para a bola atingir o chão após dei- 
xar a mesa? 

(b) Com que velocidade a bola atinge o chão? 

(c) Se uma bola fosse deixada cair a partir do repouso da mes- 
ma mesa exatamente quando a outra bola rolando deixa a 
mesa, qual das duas atingirá o chão primeiro? Justifique 
sua resposta. 


Na figura a seguir, uma mangueira de incêndio joga água com 
uma velocidade inicial de 40 pés/s a um ângulo de 60º com a 
horizontal. 

(a) Confirme que a água irá passar acima do canto 4. 

(b) Confirme que a água irá atingir o telhado. 

(c) A que distância do ponto A a água irá atingir o telhado? 


[+15 pés>|e— 25 pés —| Figura Ex-61 
Qual é a velocidade inicial mínima que irá permitir à água do 
Exercício 61 atingir o telhado? 


Conforme mostra a figura a seguir, água é esguichada de uma 

mangueira com uma velocidade inicial de 35m/s a um ângulo 

de 45º com a horizontal. 

(a) Qual é o raio de curvatura do jato de água no ponto em que 
ele deixa a mangueira”? 

(b) Qual é a máxima altura do jato acima da ponta da 
mangueira? 


Conforme ilustrado na figura a seguir, um trem percorre uma 

curva. No ponto em que o trem está a uma velocidade de 132 

pés/s e o raio de curvatura da curva é 3.000 pés, o maquinista 

aciona o freio e diminui a velocidade do trem a uma taxa cons- 

tante de 7,5 pés/s2. 

(a) Encontre a magnitude da aceleração no instante em que o 
maquinista aciona a freio. 

(b) Aproxime o ângulo entre o vetor aceleração e o vetor tangen- 
te unitário no instante em que o maquinista aciona o freio. 


132 pés/s 


35 m/s 
45º 


Figura Ex-63 Figura Ex-64 


Um projétil é disparado de um ponto ao nível do chão com ân- 
gulo de elevação a e uma velocidade de boca vo. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


(a) Mostre que a altura máxima atingida pelo projétil é 


(vo sena)? 
28 


altura máxima = 


(b) O alcance horizontal R do projétil é a distância ho- 
rizontal percorrida até retornar ao solo. Mostre que 
R= (vz sen 20')/g. Para que ângulo de elevação o alcance 
será máximo? Qual é o alcance máximo? 


Um projétil é disparado a partir do nível do solo com um ân- 
gulo de elevação a e uma velocidade de boca vo. Obtenha dois 
ângulos que podem ser usados para atingir um alvo ao nível do 
solo que está a 3/4 do alcance máximo do projétil. Expresse 
sua resposta até o décimo de grau mais próximo. [Sugestão: 
Ver Exercício 65(b).] 


No instante t = 0, uma bola de beisebol que está 5 pés acima 

do solo é atingida com um bastão. A bola deixa o bastão com 

uma velocidade de 80 pés/s em um ângulo de 30º acima da 

horizontal. 

(a) Quanto tempo leva até a bola atingir o chão? Expresse a 
sua resposta até o centésimo de segundo mais próximo. 

(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar a distância ho- 
rizontal percorrida pela bola. Expresse a sua resposta até o 
décimo de pé mais próximo. 


Repita o Exercício 67, supondo que a bola deixe o bastão a 
uma velocidade de 70 pés/s em um ângulo de 60º acima da 
horizontal. 


No instante t = 0, um esquiador deixa a extremidade de uma 

rampa com uma velocidade de vo pés/s a um ângulo œ com a 

horizontal (ver figura a seguir). Ele atinge o solo a 259 pés em 

2,9 segundos. 

(a) Aproxime vo até o pé/s mais próximo e a até o grau mais 
próximo. [Nota: Use g = 32 pés/s? como aceleração devi- 
do à gravidade]. 

(b) Use um CAS ou uma calculadora com capacidade de inte- 
gração para aproximar a distância percorrida pelo esquiador. 


y 


Figura Ex-69 


No instante t = 0, um projétil é atirado de uma altura h acima 
do solo a um ângulo de elevação de « com uma velocidade v. 
Seja R a distância horizontal até o ponto onde o projétil atinge 
o chão. 


(a) Mostre que « e R devem satisfazer a equação 
g(sec? œ)R? — 2v/(tg o)R — 2v2h = 0 


(b) Se g, h e v forem constantes, então a equação da par- 
te (a) define R implicitamente como uma função de a. 
Seja Ro o valor máximo de R e œo o valor de œ quando 
R = Ro. Use diferenciação implícita para encontrar dR/do 
e mostrar que 

t; E 
8 %0 = -7 
8 Ro 
[Sugestão: Suponha que dR/dæ = O quando R for máximo.] 
(c) Use os resultados nas partes (a) e (b) para mostrar que 


Ro = =v v? + 2gh 


v 


vv? +2gh 


ao = arc tg 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.6 


- Texto 
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. Texto Considere as várias forças que o passageiro de um car- 


ro sentiria se o carro passasse pelo alto de um morro ou ao 
longo de uma curva. Relacione essas sensações com os com- 
ponentes vetoriais tangencial e normal do vetor aceleração do 
movimento do carro. Discuta como o aumento ou a diminuição 
da velocidade (por exemplo, duplicando a velocidade do carro 
ou reduzindo-a à metade) afeta esses componentes. 


A fórmula 
r(t) = (vo cos ati + (so + (vo seno)t — gt) 


modela a função posição do movimento de um projétil [Fór- 
mula (26)]. Identifique as diversas quantidades (vo, œ, so e g) 
nessa fórmula e discuta como ela foi deduzida, incluindo as 
hipóteses necessárias. 


dr 
“dt 


dv dr 
“dt 


= e VOIL 2 ro) =: f IVO dt 
h 


dºs 
, 2 
3. da K(ds/dt) 


4. —gj; —gtj + Vo; soj; Vo 


12.7 LEIS DE KEPLER DO MOVIMENTO PLANETÁRIO 


O Science Photo Library/Photo Researchers, Inc. 
Os planetas do nosso sistema solar 
movem-se de acordo com as três leis de 


Kepler. 


Um dos grandes avanços na história da Astronomia ocorreu no início dos anos 1600, quando 
Johannes Kepler* deduziu, a partir de dados empíricos, que todos os planetas em nosso 
sistema solar movem-se em órbitas elípticas com o Sol em um foco. Subseguentemente, Isaac 
Newton mostrou matematicamente que tal movimento planetário é uma consequência de 
uma lei do quadrado inverso da atração gravitacional. Nesta seção, usaremos os conceitos 
desenvolvidos nas seções precedentes deste capítulo para deduzir as três leis básicas do 
movimento planetário, conhecidas como as leis de Kepler. 


EB LEIS DE KEPLER 


Na Seção 10.6, enunciamos as seguintes leis do movimento planetário que foram publicadas 
por Johannes Kepler em 1609, no seu livro conhecido como Astronomia Nova. 


12.7.1 LEIS DE KEPLER 


Sol em um foco. 


* Ver biografia na página 759. 


que vai do Sol ao planeta. 


e Primeira lei (Lei das Órbitas) Cada planeta move-se em uma órbita elíptica com o 


e Segunda lei (Lei das Áreas) Áreas iguais são varridas em tempos iguais pela reta 


e Terceira lei (Lei dos Períodos) O quadrado do período do planeta (o tempo que o 
planeta leva para completar uma órbita em torno do Sol) é proporcional ao cubo do 
semieixo maior de sua órbita. 


896 Cálculo 


Figura 12.7.1 


Os astrônomos chamam o plano que 
contém a órbita de um planeta de a 
eclíptica do planeta. 


M exerce uma força F sobre m e 
m exerce a força —F sobre M. 


Figura 12.7.2 


E FORÇAS CENTRAIS 
Se uma partícula mover-se sob a influência de uma única força que está sempre voltada 
para um ponto fixo O, então diz-se que a partícula está em movimento num campo de for- 
ça central. A força é chamada de força central e o ponto O é chamado de centro da força. 
Por exemplo, no modelo mais simples do movimento planetário, supõe-se que a única força 
agindo sobre o planeta seja a força da gravidade do Sol, voltada em direção ao centro do Sol. 
Esse modelo, que produz as leis de Kepler, ignora as forças que outros objetos celestes exer- 
cem sobre o planeta, bem como o efeito menor que a gravidade do planeta tem sobre o Sol. 
Os modelos de forças centrais são também usados para estudar o movimento dos cometas, 
dos asteroides, das luas e dos satélites artificiais. Eles também têm importantes aplicações no 
eletromagnetismo. Nosso objetivo, nesta seção, é desenvolver alguns princípios básicos sobre 
os campos de forças centrais e, então, usar esses resultados para deduzir as leis de Kepler. 

Suponha que uma partícula P de massa m mova-se em um campo de força central devi- 
do a uma força F que é voltada para um ponto fixado O e seja r = r(t) o vetor posição de O a 
P (Figura 12.7.1). Sejam v = v(t) e a = a(t) as funções velocidade e aceleração da partícula, 
e suponha que F e a estejam relacionadas pela segunda lei de Newton (F = ma). 

Nosso primeiro objetivo é mostrar que a partícula P move-se em um plano contendo 
o ponto O. Para isso, observe que a tem a mesma direção e sentido de F pela segunda lei de 
Newton, e isso implica que a e r são vetores de mesma direção com sentidos opostos. Assim, 
segue da parte (c) do Teorema 11.4.5 que 


rxa=0 


Como a velocidade e a aceleração da partícula são dadas por v = dr/dt e a = dv/dt, respec- 
tivamente, temos 


x y=rx D+ Txv-txa+iyxw=0+0-0 (1) 
— (r =r — — = (r a = = 
dt ý de de” Y didi 
Integrando os lados esquerdo e direito desta equação em relação a t, obtemos 
rxv=b (2) 


onde b é uma constante (independente de 1). Entretanto, b é ortogonal a r e v, logo podemos 
concluir que r = r(t) e v = v(t) situam-se em um plano fixo contendo o ponto O. 


E LEI DA GRAVITAÇÃO UNIVERSAL DE NEWTON 

Nosso próximo objetivo é deduzir a função posição de uma partícula movendo-se sob uma 
força central em um sistema de coordenadas polares. Para alcançar isso, necessitaremos do 
seguinte resultado, conhecido como Lei da Gravitação Universal de Newton. 


12.7.2 LEI DA GRAVITAÇÃO UNIVERSAL DE NEWTON Toda partícula de matéria no univer- 
so atrai qualquer outra partícula de matéria no universo com uma força que é proporcional 
ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distância entre elas. 
Especificamente, se uma partícula de massa M e uma partícula de massa m estão a uma dis- 
tância r uma da outra, então elas se atraem com forças iguais e opostas Fe —F de magnitude 


GMm 
= (3) 


onde G é uma constante chamada de constante gravitacional universal. 


Para obter uma fórmula para a força vetorial F que a massa M exerce sobre a massa m, 
tomaremos r como sendo o vetor posição da massa M para a massa m (Figura 12.7.2). Assim, 
a distância r entre as massas é Ijr||, e a força F pode ser expressa em termos de r como 


r= m (=p) 


Observe na Fórmula (5) que a acele- 
ração a não envolve m. Assim, a ace- 
leração de um planeta não é afetada 
por sua massa. 


Figura 12.7.3 


Figura 12.7.4 
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que, por (3), pode ser expressa como 


GMm 


r? 


F= r (4) 


Inicialmente, queremos encontrar uma fórmula para a função aceleração. Para alcançar 
isso, usamos a Fórmula (4) e a segunda lei de Newton, obtendo 


GMm 
ma = — r 
r3 
e, portanto, 
GM 
a 6) 
r 


Para obter uma fórmula para a função posição da massa m, precisaremos introduzir um 
sistema de coordenadas e fazer algumas hipóteses sobre as condições iniciais. Vamos supor que: 


e A distância r de m a M é mínima no instante t = 0. 
e A massa m tem vetores posição e velocidade não nulos ro e vo no instante + = 0. 


e Um sistema de coordenadas polares é introduzido com seu polo na massa M e orienta- 
do de tal modo que 6 = O no instante t = 0. 


e O vetor Vo é perpendicular ao eixo polar no instante t = 0. 


Além disso, para assegurar que o ângulo polar 6 cresça com t, concordaremos em obser- 
var esse sistema de coordenadas polares olhando em direção ao polo a partir do ponto 
final do vetor b = ro x vo. Veremos, também, que é útil superpor um sistema de coorde- 
nadas xyz ao sistema de coordenadas polares com eixo positivo z na direção e sentido de 
b (Figura 12.7.3). 

Para fins computacionais, será útil denotar roll por ro e ||vo]| por vo, caso em que pode- 
mos expressar os vetores ro € Vo no sistema de coordenadas xyz como 


ro= roi e Vo= voj 
e o vetor b como 
b = ro X Vo = roi X Voj = rovok (6) 
(Figura 12.7.4). Será útil também introduzir o vetor unitário 
u = cos ĝi + sen 6j (7) 
que nos permite expressar a forma polar do vetor posição r como 
r = r cos ĝi + r sen 0j = r(cos ĝi + sen 0j) = ru (8) 


e expressar o vetor aceleração a em termos de u reescrevendo (5) como 


r? (9) 


Estamos, agora, prontos para deduzir a função posição da massa m em coordenadas 
polares. Inicialmente, lembremos de (2) que o vetor b = r x v é constante, portanto segue de 
(6) que a relação 


b =r x v = rovok (10) 
é válida para todos os valores de t. Agora, examinaremos b de outro ponto de vista. Segue de 
(8) que 
dr dr 


y= E L u 
<da di Aa 
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e, portanto, 
b z ué gor ie EM dr y 2x & aD 
=rx v=(ru r uj=ru r—ux u=rux — 
dt dt dt dt dt 
No entanto, (7) implica que 
du dudo ( oi + P 
= = (— sen ĝi + cos 0 j) — 
dt do di Var 
logo, 
du do 
Z= (12) 
dt dt 
Substituindo (12) em (11), obtém-se 
, do 
b=r"—k 
dt (13) 
Assim, segue de (7), (9) e (13) que 
GM , , 240 
ax b= —— (cos0i + sen 0j) x |r^—k 
r dt 
du 
= GM(— sengi + cos j) ZOM i (14) 
A partir dessa fórmula e do fato de que db/dt = 0 (pois b é constante), obtemos 
db d d 
Cx b) = vx Eq b=ax b= cm2 
dt dt dt 
Integrando ambos os lados dessa equação em relação a t, obtemos 
v x b= GMu+ C (15) 


onde C é um vetor constante de integração. Essa constante pode ser obtida calculando ambos 
os lados da equação em t = 0. Deixamos como exercício mostrar que 


= (rov — GM)i (16) 
do que segue 


vxb= GMu + (row — GM (17) 


Podemos, agora, obter a função posição calculando o produto misto r - (v x b) de duas ma- 
neiras. Primeiro, usamos (10) e a propriedade (11) da Seção 11.4 para obter 


re(vxb=(rxvcb=b- b=riv (18) 
e, em seguida, usamos (17) para obter 
r: (v x b) =r : (GMu) +r : (rov — GM)i 
=r- (am?) +ru: (rov? —GM)i 
= GMr + r(rovê — GM) cos6 
Se, agora, igualarmos isso com (18), obteremos 
réva = GMr +r (rovi — GM) cos6 


que, resolvendo para r, dá 


~ GM + (rov — GM)cos6 — ig E: ) 


Parábola 
e=1 


Figura 12.7.5 


Hipérbole 
e>1 
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ou, mais simplesmente, 


ee SE (20) 
l+ecos0 
onde 
2.2 2 
k= aw = na 1 (21-22) 


Deixaremos como exercício mostrar que e > 0. Aceitando isso, segue que comparando 
(20) com a Fórmula (3) da Seção 10.6 concluímos que a trajetória é uma seção cônica com 
excentricidade e, o foco no polo e d = k/e. Assim, dependendo see < 1, e = 1 oue > l,a 
trajetória será, respectivamente, uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole (Figura 12.7.5). 

Note a partir da Fórmula (22) que e depende de ro e vo, logo a forma exata da traje- 
tória é determinada pela massa M e as condições iniciais. Se as condições iniciais são tais 
que e < 1, então a massa m é capturada em uma órbita elíptica; caso contrário, a massa 
m “escapa” e nunca retorna para a sua posição inicial. Consequentemente, a velocidade 
inicial que produz uma excentricidade de e = 1 é chamada de velocidade de escape e é 
denotada por vesc. Assim, segue de (22) que 


2GM 
ro 


(23) 


Vesec = 


(verifique). 


E AS PRIMEIRA E SEGUNDA LEIS DE KEPLER 

Segue de nossa discussão geral de campos de forças centrais que os planetas têm órbitas elíp- 
ticas com o Sol no foco, o que é a primeira lei de Kepler. Para deduzir a segunda lei de Kepler, 
começamos igualando (10) e (13) para obter 


E (24) 
Pr ovo 


Para provar que a reta radial do centro do Sol ao centro de um planeta varre áreas iguais 
em tempos iguais, sejam r = f(6) a equação polar do planeta e A a área varrida pela reta radial 
quando ela varia de qualquer ângulo fixado 6, para um ângulo 0. Segue da fórmula de área em 
10.3.4 que A pode ser expressa como 


[5) 1 5 
i= f SIO do 


0 


em que a variável muda à é introduzida na integração para reservar O como limite superior. 
Segue, agora, da Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo e da regra da cadeia que 


dA dAdo 1 d0 1 „d0 
dt do dt 2 dt 2 dt 
Assim, decorre de (24) que 
dA 1 (25) 
DD = Dry 
dt 2” 2 


o que mostra que A varia a uma taxa constante. Isso implica que áreas iguais são varridas em 
tempos iguais. 


E ATERCEIRA LEI DE KEPLER 

Para deduzir a terceira de lei de Kepler, sejam a e b os semieixos maior e menor da órbita 
elíptica; lembremos que a área dessa elipse é xab. Integrando (25), segue que em t unidades 
de tempo a reta radial varre uma área de A = Ero vot. Assim, se T denotar o tempo necessário 


900 


Cálculo 


para o planeta completar uma revolução em torno do Sol (o período), então a reta radial var- 
rerá toda a área da elipse durante aquele tempo e, portanto, 


1 
rab = — T 
a 2"0v0 
da qual obtemos 
= 4ma?b? 


2 
T= r2v2 
0“0 


(26) 


Entretanto, segue da Fórmula (1) da Seção 10.6 e da relação c? = a? — b? para uma elipse que 
a 
Assim, b = a@ (1 — ee, portanto, (26) pode ser escrito como 


4 2,4 1— 2 
pa me n (27) 
Fo vo 


Porém, comparando a Equação (20) com a Equação (17) da Seção 10.6, vemos que 


k=ad-e) 
Finalmente, substituindo essa expressão e (21) em (27), obtemos 
7? 4ra’? 4ra? roU am? 3 
= = = a 
revs reù GM GM (28) 


Assim, provamos que T° é proporcional a a°, que é a terceira lei de Kepler. Quando conve- 
niente, a Fórmula (28) pode também ser expressa como 


(29) 


E SATÉLITES ARTIFICIAIS 


A segunda e a terceira leis de Kepler e a Fórmula (23) aplicam-se também a satélites que or- 
bitam um corpo celeste; precisaremos apenas interpretar M como sendo a massa do corpo que 
está exercendo a força e m como sendo a massa do satélite. Os valores de GM que são exigi- 
dos em muitas das fórmulas nesta seção foram determinados experimentalmente para vários 
corpos atratores (Tabela 12.7.1). 


Tabela 12.7.1 


CORPO ATRATOR SISTEMA INTERNACIONAL SISTEMA BRITÂNICO DE ENGENHARIA 
GM = 3,99 x 10! m?/s? | GM = 1,41 x 10!6 pés3/s? 
TERRA: r E: P 12 an? 
GM = 3,99 x 10º km3/s GM = 1,24 x 102 milhas?/h 
o GM = 1,33 x 10% m/s? | GM = 4,69 x 10?! pés3/s2 
GM = 1,33 x 10!! km/s? | GM = 4,13 x 10!" milhas?/h? 
n GM = 4,90 x 102 m?/s? | GM = 1,73 x 10!4 pés3/s? 
GM = 4,90 x 10° km?/s? | GM = 1,53 x 10!° milhas?/h? 


Lembre-se de que, para as órbitas de planetas ao redor do Sol, o ponto no qual a dis- 
tância entre o centro do planeta e o centro do Sol é máxima é chamado de afélio e o ponto no 
qual é mínima é chamado de periélio. Para os satélites em torno da Terra, o ponto no qual a 
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distância máxima ocorre é chamada de apogeu e o ponto no qual a distância mínima ocorre 
é chamada de perigeu (Figura 12.7.6). As distâncias reais entre os centros no apogeu e no 
perigeu são chamadas de distância do apogeu e distância do perigeu. 


Apogeu Perigeu — 
> Exemplo 1 Uma órbita geossincrônica para um satélite é uma órbita circular em torno 
do Equador da Terra na qual o satélite permanece fixado sobre um ponto do Equador. Use o 
fato de que a Terra faz uma revolução em torno de seu eixo a cada 24 horas para determinar a 
Figura 12.7.6 


altitude em milhas de um satélite de comunicações em órbita geossincrônica. Suponha que a 
Terra seja uma esfera com raio de 4000 milhas. 


Solução Para permanecer fixado em relação a um ponto sobre o Equador, o satélite deve 
ter um período de T = 24 h. Segue de (28) ou (29) e do valor da Terra na Tabela 12.7.1 de 
GM = 1,24 x 10!? milhas?/h? que 


Es E x 102)(24)? 
a = = 


4r? 4n? 


= 26.250 milhas 


e, portanto, a altitude h do satélite é 


h = 26.250 — 4.000 = 22.250 milhas < 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.7 (Ver página 902 para respostas.) 


1. Sejam G a constante gravitacional universal e M e m duas mas- for a constante gravitacional universal, então a velocidade “de 
sas a uma distância r entre si. escape” de m será 
(a) De acordo com a Lei de Newton da Gravitação Universal, 


N ; 3. Para um planeta numa órbita elíptica em torno do Sol, qual é 
M e m se atraem uma à outra com uma força de magnitude 


a potência do semieixo maior da órbita que é proporcional ao 


ETs ; 9 
(b) Se r for o vetor de posição de M para m, então a for- quadrado da periödo:do planeta? 


ça de atração que a massa M exerce sobre a massa m é 4. Suponha que uma massa m esteja em uma órbita em torno de 
uma massa M e que rọ seja a distância mínima de m a M. Se vo 
for a velocidade escalar da massa m quando esta estiver a uma 
distância ro de M, e se G denotar a constante gravitacional uni- 
versal, então a excentricidade da órbita será 


2. Suponha que uma massa m esteja em uma órbita em torno de 
uma massa M e que rọ seja a distância mínima de m a M. Se G 


EXERCÍCIOS 12.7 


1-14 Nos exercícios que requeiram valores numéricos, quando ne- 
cessário, use a Tabela 12.7.1 e os seguintes valores: 

raio da Terra = 4.000 milhas = 6.440 km 

raio da Lua = 1.080 milhas = 1.740 km 

1 ano (terrestre) = 365 dias E 


(e) Suponha que uma partícula esteja em uma órbita elíp- 
tica. Use a parte (d) para concluir que a distância da 
partícula ao centro da força atinge um mínimo se, e so- 
mente se, a velocidade da partícula atinge um máximo. 
Analogamente, argumente que a distância da partícula 
ao centro da força atinge um máximo se, e somente se, 


ENFOCANDO CONCEITOS a velocidade da partícula atinge um mínimo. 


1. (a) Obtenha o valor de C dado na Fórmula (16), pondo t = 2. Use o resultado do Exercício 1(d) para mostrar que quando 
0 em (15). uma partícula em órbita elíptica com excentricidade e al- 
(b) Use as Fórmulas (7), (17) e (22) para mostrar que cança uma extremidade do eixo menor, sua velocidade é 
= ; : Fs 
v x b = GM[(e + cos 0i + sen 8 j] iS — 
e 


(c) Mostre que ||v x b|| = |Ivll Ibl]. 
(d) Use os resultados das partes (b) e (c) para mostrar que 
a velocidade de uma partícula em órbita elíptica é 


3. Use o resultado do Exercício 1(d) para mostrar que, para 
uma partícula em órbita elíptica com excentricidade e, as 
velocidades máxima e mínima estão relacionadas por 


v= 20 Ve2+2ecos0+4+1 l+e 


l+e Umax = Vmin ~ 
l-e 


902 Cálculo 


8. Use o resultado do Exercício 4 para determinar a velocidade 
4. Use a Fórmula (22) e o resultado do Exercício I(d) para em mi/h de um satélite de comunicações que está em órbita 
mostrar que a velocidade v de uma partícula em órbita cir- geossincrônica em torno da Terra. [Ver Exemplo 1.] 


cular de raio ro é constante e é dada por : 
q P 9. Encontre a velocidade de escape em km/s para uma sonda es- 


GM pacial em órbita circular 300 km acima da superfície da Terra. 
v= | — 
ro 10. A constante de gravitação universal é aproximadamente 


5. Suponha que uma partícula esteja em uma órbita elíptica G = 6,67 x 107!! m?/kg-s? 
em um campo de forças central em que o centro da força 


esteja em um foco, e sejam r = r(t) e v = v(t) as funções e o semieixo maior da órbita da Terra é aproximadamente 


posição e velocidade da partícula, respectivamente. Sejam a= 149.6 x 10º km 

Fmin € Fmax as distância mínima e máxima da partícula ao 

centro de força e sejam Vmin € Vmax as Velocidade mínima e Estime a massa do Sol em kg. 

máxima da partícula. 11. (a) A excentricidade da órbita da Lua em torno da Terra é 


(a) Relembre a discussão sobre elipses em coordenadas 
polares na Seção 10.6 e mostre que se a elipse tem ex- 
centricidade e e semieixo maior a, então rmin = a(l — 


0,055 e o semieixo maior é a = 238.900 milhas. Encontre 
as distâncias máxima e mínima entre a superfície da Terra 
e a superfície da Lua. 


e) € Fmax = a(l + e). (b) Determine o período da órbita da Lua em dias. 

(b) Explique por que rmin € Fmax Ocorrem em pontos em 
querev são ortogonais. [Sugestão: Primeiramente, 12. (a) (0) Vanguard 1 foi lançado em março de 1958 com altitude 
mostre que os valores extremos de ||r|| ocorrem em de perigeu e apogeu acima da Terra de 649 km e 4.340 km, 


respectivamente. Encontre o comprimento do semieixo 
maior de sua órbita. 

(b) Use o resultado da parte (a) do Exercício 16 da Seção 10.6 
para encontrar a excentricidade de sua órbita. 

(c) Encontre o período do Vanguard 1 em minutos. 


pontos críticos da função ||r||? = r * r.] 

(c) Explique por que Vmin € Vmax Ocorrem em pontos em 
que r e v são ortogonais. [Sugestão: Primeiramente, 
mostre que os valores extremos de ||v|| ocorrem em 
pontos críticos da função ||v||? = v * v. Em seguida, use 


a Equação (5).] 13. (a) Suponha que uma sonda espacial esteja em órbita circular 
(d) Use a Equação (2) e as partes (b) e (c) para concluir a uma altitude de 180 milhas acima da superfície da Terra. 
QUE "maxUmin = YminUmax- Use o Exercício 4 para determinar sua velocidade. 


(b) Durante um período muito curto de tempo, um propulsor 
da sonda espacial é acionado para aumentar a velocidade da 
sonda em 600 mi/h na direção do movimento. Encontre a ex- 
centricidade da órbita elíptica resultante e use o resultado da 
parte (b) do Exercício 5 para encontrar a altitude do apogeu. 


6. Use os resultados nas partes (a) e (d) do Exercício 5 para 
deduzir a equação no Exercício 3. 


7. Use o resultado do Exercício 4 para determinar a velocidade 14. Mostre que a grandeza e definida pela Fórmula (22) é não ne- 
em km/s de um satélite em órbita circular 200 km acima da gativa. [Sugestão: O eixo polar foi escolhido de tal modo que r 
superfície da Terra. é mínimo quando 9 = 0.] 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 12.7 


M GM 2GM 2 
M b) Ma gE 33 desn] 
r3 ro GM 


G 
1. (a) o 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 12 


1. Em palavras, o que se quer dizer com o gráfico de uma função 7. Mostre que o gráfico de r(t) = t senzti + tj + t cosxtk está 
vetorial? situado na superfície de um cone e esboce o cone. 
2-5 Descreva o gráfico da equação. E 8. Obtenha equações pamétricas para a interseção das superfícies 
2. r=(2-3i- 4tj 3. r=3sen2ti + 3 cos 2tj y="2 e 2 +y +62? =24 


4. r=3costi+2sentj-k 5. r=-2+1j+(ê — Dk e esboce a interseção. 


6. Descreva o gráfico das funções vetoriais. 
(a) r=r0+1(r/— ro) 
(b) r=ro+i(ri—ro) (0O<i=<1) 
(c) r=ro+ tr (fo) 


9. Em palavras, dê uma descrição geométrica da afirmação 
lim r(t) = L. 
t>a 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17; 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


t>0 


1- t 
Calcule lim (esi + 5 + Ph), 


Encontre equações paramétricas da reta tangente ao gráfico de 
r(t) = (t+ cos 2i — (É + Dj + sen tk 
no ponto em que 1 = 0. 


Suponha que r(t) e r»(t) sejam funções vetoriais lisas tais que 
ri(0) = (—1,1,2), r2(0) = (1,2, 1), ri(0) e r5(0) = (4,0,2). 
Use essa informação para calcular a derivada em t = 0 de 
cada função. 

(a) (1) = 3ri(1) + 2r2(t) 
(e) r) =r) x r(t) 


(b) rO = [Int + Dlri() 
(d) RO = ri) + rt) 


Calcule feos ti + sen tj) dt. 


7/3 
Calcule 1 (cos 3t, — sen 3t) dt. 
0 


Resolva o problema de valor inicial vetorial 
yO0=f+2%j yO=i+j 

Resolva o problema de valor inicial vetorial 
dr 

dt 


=r, 


r(0) = ro 


para uma função vetorial r(t) desconhecida. 


Encontre o comprimento de arco do gráfico de 

r(t) =e *i+e jr 2tk (0<1<v2n2) 
Suponha que r(t) seja uma função vetorial lisa de t com 
r(0)=3i-j+kequeri(?) = r(2 — e'™ ?). Encontre ri (1). 


Obtenha a parametrização por comprimento de arco da reta 

que passa por P(—1, 4, 3) e O(0, 2, 5) que tem ponto de refe- 

rência P e orienta a reta no sentido de P para Q. 

Encontre a parametrização pelo comprimento de arco da curva 
r(t) = (æ cos t, —e' sen t) (O<t<7r/2) 


que tenha a mesma orientação e que tenha r(0) como ponto de 
referência. 


Suponha que r(t) seja uma função vetorial lisa. Dê as defini- 
ções de T(t), N(t) e B®). 


Encontre T(0), N(0) e B(0) para a curva 


3 6 
r(t) = (2cos1 2cost + — sent, cost — — sent) 


"5 "5 


Dê a definição de “curvatura” e explique o que isso significa 
geometricamente. 


Suponha que r(t) seja uma curva lisa com r(0) = ie 
r(0) = i + 2j. Encontre a curvatura em t = 0. 


25-28 Encontre a curvatura da curva no ponto dado. E 


25. 
26. 


r(t) = 2 cos ti + 3 sen tj — tk; t=7/2 


r(A = (2t, e”, e”; t=0 


27. 
29. 


30. 


31. 


32. 
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y= cosx; x=7/2 28. y=lnx; x=1 


Suponha que r(t) seja a função posição de uma partícula em 
movimento no espaço bi ou tridimensional. Em cada parte, ex- 
plique o que a grandeza dada representa fisicamente. 


dr A 
à ef 
dt to 


(a) O que o Teorema 12.2.8 nos diz sobre o vetor velocidade 
de uma partícula que se move sobre uma esfera? 

(b) O que o Teorema 12.2.8 nos diz sobre o vetor aceleração 
de uma partícula que se move com velocidade escalar 
constante? 

(c) Mostre que a partícula com função posição 


r(t) = 1 — jcos?tcosti+ 1 — 4 cos? t sentj + $ costk 


move-se sobre uma esfera. 


(a) (c) IIr(b]l 


d 
a | dt 
dt 


Como ilustrado na figura a seguir, suponha que uma partícu- 
la mova-se no sentido anti-horário em torno de um círulo de 
raio R centrado na origem a uma taxa constante de w radianos 
por segundo. Isso é chamado de movimento circular unifor- 
me. Supondo que a partícula esteja no ponto (R, 0) no instante 
t= 0, então sua função posição será 


r(t) = R cos wti + R sen wtj 


(a) Mostre que o vetor velocidade v(t) é sempre tangente ao 
círculo e que a partícula tem velocidade escalar constante 
v dada por 


v = Ro 


(b) Mostre que o vetor aceleração a(t) está sempre voltado para 
o centro do círculo e tem magnitude constante a dada por 


a= Ro 


(c) Mostre que o tempo T necessário para a partícula fazer 
uma revolução completa é 


2x 27R 
T = — = —— 
w v 
y 
v(t) AA 
x 
> 
(R,0) 


Figura Ex-31 


Se uma partícula de massa m estiver em movimento circular 
uniforme [ver Exercício 31], então o vetor aceleração a(t) é 
chamado de aceleração centrípeta. De acordo com a segunda 
lei de Newton, essa aceleração deve ser produzida por alguma 
força F(t), chamada de força centrípeta, que está relacionada 
com a(t) pela equação F(t) = ma(t). Se essa força não estiver 
presente, então a partícula não pode estar submetida a um mo- 
vimento circular uniforme. 
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33. 


34. 


35. 


36. 
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Cálculo 


(a) Mostre que a direção da força centrípeta varia com o tem- 
po, mas tem magnitude constante F, dada por 


mv? 


Fme 
R 
(b) Um astronauta com uma massa de m = 60 kg orbita a Ter- 
ra em uma altitude de A = 3.200 km com uma velocidade 
constante de v = 6,43 km/s. Obtenha a aceleração centrí- 
peta supondo que o raio da Terra seja de 6.440 km. 
(c) Que força gravitacional centrípeta em newtons a Terra 
exerce sobre o astronauta? 


No instante t = 0, uma partícula na origem de um sistema de 
coordenadas xyz tem uma velocidade de vo = i + 2j — k. A 
função aceleração da partícula é a(t) = 22i + j + cos 2tk. 

(a) Encontre a função posição da partícula. 

(b) Encontre a velocidade escalar da partícula no instante t = 1. 


Sejam v = v(t) e a = a(t) os vetores velocidade e aceleração 
de uma partícula se movendo no espaço bi ou tridimensional. 
Mostre que a taxa de variação de sua velocidade pode ser ex- 
pressa como 


TE O 
ae VI = O a) 


Use a fórmula (23) da Seção 12.7 e os dados da Tabela 12.7.1 
para encontrar a velocidade de escape (em km/s) de uma sonda 
espacial numa órbita circular a 600 km acima da superfície da 
Terra. 


Conforme ilustrado na figura a seguir, as coordenadas po- 
lares de um foguete são rastreadas por radar de um ponto 
que está a b unidades da rampa de lançamento. Mostre que a 


37. 


velocidade escalar v do foguete pode ser expressa em termos 
de b, 6 e d9/dt como 


do 
v = b sec? 0 — 
dt 


Figura Ex-36 


Um jogador lança uma bola com uma velocidade inicial de 60 
pés/s em um ângulo desconhecido œ com a horizontal a par- 
tir de um ponto que está 4 pés acima do chão de um ginásio 
coberto. Dado que o forro do ginásio está a 25 pés de altura, 
determine a altura máxima h na qual a bola pode atingir uma 
parede que está a 60 pés adiante (ver figura a seguir). 


60 pés/s 


a 


14 pés 


|< 60 pés >| 
Figura Ex-37 


Ho 


(a) Use as fórmulas 


NA = B(t) x T) 
TO = r(9/Ilr'Co]| 


r(t) x r”(t) 

(0) x 1"(0)]) 

para mostrar que N(t) pode ser dado em termos de r(t) por 
r'(t) 

lr’) 


(b) Use propriedades do produto vetorial para mostrar que a 
fórmula da parte (a) pode ser expressa por 


B(t) = 


ACO dE UC) 
le) x rÆ 


N(t) = 


TOX TON TO) 
[ŒE x r”) x rol 


(c) Use o resultado da parte (b) para encontrar N(t) no ponto 
dado. 
O rA =(P- Di+tj; t=1 
Gi) r(A) = 4 cos ti + 4 sen tj + tk; t= 7/2 


N(t) = 


2. 


(a) Use o resultado do Exercício 1(b) e o Exercício 45 da Se- 
ção 11.4 para mostrar que N(t) pode ser dado diretamente 
em termos de r(t) por 


u(t) 


N = 
O = mol 


onde 


u(o = [OITO — O Or O 


(c) Use o resultado da parte (b) para encontrar N(t). 
(1) r(t) = sen ti + cos tj + tk 
(ii) r()=ti+2j+ Pk 


No Exercício 1 de Estabelecendo Conexões do Capítulo 10, 
definimos a espiral de Cornu parametricamente como 


t 2 t 2 
= cos La du, = sen a du 
0 2 0 2 


Essa curva, cujo gráfico está ilustrado na figura a seguir, é 
usada no planejamento de rodovias para criar uma transição 
gradual de uma estrada reta (curvatura zero) para uma rampa 
de saída com curvatura positiva. 


o 


4. 


(a) Expresse a espiral de Cornu como uma função vetorial r(f) e, 
então, use o Teorema 12.3.4 para mostrar que s = t é o parâ- 
metro comprimento de arco com ponto de referência (0, 0). 

(b) Substitua t por s e use a Fórmula (1) para mostrar que 
K(s) = 7º |s|. [Nota: Se s > 0, então a curvatura k(s) = 78 
cresce a partir de O a uma taxa constante em relação a s. 
Isso torna essa espiral ideal para unir uma estrada curva 
com uma estrada reta.] 

(c) O que acontece com a curvatura da espiral de Cornu quan- 
do s— +00? Em palavras, explique por que isso é consis- 
tente com o gráfico. 


A) 


Figura Ex-63 


Em 1975, o engenheiro alemão Werner Stengel foi o pioneiro na 
utilização de espirais de Cornu (ver Exercício 3) para o traçado 
de laços de montanhas-russas, que utilizou na montanha-russa 
Revolution do parque Six Flags Magic Mountain, na Califórnia, 
nos Estados Unidos. Nesse projeto, a parte superior do laço é 
um arco circular que, em cada extremidade, está conectado a 
uma espiral de Cornu que facilita a transição à pista horizontal. 
A figura a seguir ilustra esse projeto nos casos em que o arco 
circular (em azul) é um semicírculo, um quarto de círculo ou 
um único ponto, respectivamente. Suponha que o laço da mon- 
tanha-russa seja projetada para ter 45 pés de extensão em sua 
parte mais larga. Em cada caso da Figura Ex-4, encontre a dis- 
tância vertical entre o nível horizontal da pista e o alto do laço. 
Use a capacidade de integração numérica de seu computador 
para obter uma estimativa das integrais, quando necessário. 


w y 
0,8 0,8 
0,6 0,6 
0,4 0,4 
0,2 0,2 
RE ja 
027 06 1 0,2 0,6 


Figura Ex-4 


Use os resultados do Exercício 61 da Seção 12.5 e do Exercí- 
cio 32 da Seção 12.3 para mostrar que, para a hélice circular 


r =a cos ti + a sen tj + ctk 


EXPANDINDO O HORIZONTE DO CÁLCULO 
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com a > 0, a torção e o vetor binormal são 


c 
t= — 
72 


a aa 


onde w = ~a? + c? e s tem ponto de referência (a, 0, 0). 


6. Suponha que a função posição de um ponto em movimento no 


plano xy seja 
r= (Di + y(Dj 


Essa equação pode ser expressa em coordenadas polares fa- 
zendo a substituição 


x(t) = r(t) cos (1), (1) = r(t) sen 6(t) 


Disso resulta 
r = r(t) cos O(ti + r(t) sen 9(1)j 
que pode ser expresso como 
r=r(tet) 


onde e, = cos 6 (f) i + sen 6 (f) j. 

(a) Mostre que e,(t) é um vetor unitário que tem a mesma di- 
reção e sentido que o vetor posição r se r(t) > 0 e que 
es (t) = — senô (t) i + cos 0 (t) j é o vetor unitário que 
resulta quando e, (t) é girado no sentido anti-horário por 
um ângulo de 7/2. O vetor e,(t) é chamado de vetor radial 
unitário e o vetor es(t) é chamado de vetor transversal 
unitário (ver figura a seguir). 

(b) Mostre que a função velocidade v = v(t) pode ser expressa 


em termos de componentes radial e transversal como 
dr a do 
v= eir € 
i dh 


(c) Mostre que a função aceleração a = a(t) pode ser expressa 
em termos de componentes radial e transversal como 


d'r = E 
as = =r | e +2 


dr d0 
RE 
dt dt? i 


dt dt 


Ay 
Trajetória 


y= 


Figura Ex-6 


Para uma aplicação prática do movimento de projéteis em um contexto divertido, con- 
fira o módulo intitulado Kabum, o Homem Bala em 


www.grupoa.com.br 


Pi, 


O Science Photo Library/Photo Researchers, Inc. 


Superfícies tridimensionais 

têm pontos mais altos e pontos 
mais baixos que são parecidos 
com os cumes e os vales de uma 
cordilheira. Neste capítulo, 
utilizaremos derivadas para 
localizar esses pontos e estudar 
outras características dessas 
superfícies. 


DERIVADAS PARCIAIS 


Neste capítulo, estenderemos muitos dos conceitos básicos do Cálculo para funções de duas ou 
mais variáveis, comumente chamadas de funções de várias variáveis. Iniciaremos discutindo limites 
e continuidade de funções de duas ou três variáveis, então definiremos as derivadas de tais funções, 
depois usaremos essas derivadas para estudar planos tangentes, taxas de variação, inclinações 

de superfícies e problemas de maximização e minimização. Embora muitas das ideias básicas 

que desenvolvemos para funções de uma variável persistam de uma maneira natural, as funções 

da várias variáveis são intrisicamente mais complicadas do que as funções de uma variável, logo 
precisaremos desenvolver novas ferramentas e novas ideias para tratar dessas funções. 


13.1 FUNÇÕES DE DUAS OU MAIS VARIÁVEIS 


Em seções anteriores, estudamos funções reais de uma variável real e funções vetoriais de 
uma variável real. Nesta seção, consideraremos funções reais de duas ou mais variáveis reais. 


E NOTAÇÃO E TERMINOLOGIA 


Há muitas fórmulas familiares em que uma variável dada depende de outras duas ou mais 
variáveis. Por exemplo, a área A de um triângulo depende do comprimento da base b e da 
altura h pela fórmula A = tbh; o volume de uma caixa retangular depende do comprimento 
l, da largura w e da altura h pela fórmula V = lwh; e a média aritmética x de n números reais 
X1, X2, X3,..., Xn depende desses números pela fórmula 


1 
R= Ha HE a) 


Assim, dizemos que 


A é uma função das duas variáveis b e h; 
V é uma função das três variáveis /, w e h; 
x é uma função das n variáveis x1, X2, X3,..., Xn- 


A terminologia e a notação para funções de duas ou mais variáveis são análogas àquelas 
para funções de uma variável. Por exemplo, a expressão 


z= f(x,y) 


Por extensão, podemos definir a no- 
ção de “espaço n-dimensional” em 
que um “ponto” é uma sequência de n 
números reais (x1, X2, . . ., Xn). Então 
uma função de n variáveis reais é uma 
regra que associa um único número 
real f(x1, X2, . . ., Xn) a cada ponto de 
algum conjunto desse espaço. 


A linha de fronteira sólida está 
incluída no domínio, ao passo 
que a linha tracejada não 
está incluída no domínio. 


Figura 13.1.1 
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significa que z é uma função de x e y no sentido de que um único valor da variável de- 
pendente z é determinado especificando valores para as variáveis independentes x e y. 
Analogamente, 


w = f(x, y, z) 


expressa w como uma função de x, y e z e 


u= f iesean) 


expressa u como uma função de x1, X2,..., Xn: 

Como ocorre com funções de uma variável, as variáveis independentes de uma função 
de duas ou mais variáveis podem estar restritas a algum conjunto D, que denominamos do- 
mínio de f. Às vezes, o domínio é determinado por restrições físicas sobre as variáveis. Se a 
função estiver definida por uma fórmula e se não houver restrições físicas nem outras expli- 
citadas, entende-se que o domínio consiste em todos os pontos para os quais a fórmula dá um 
valor real para a variável dependente. Esse é o que chamamos de domínio natural da função. 
As definições a seguir resumem essa discussão. 


13.1.1 DEFINIÇÃO 


Uma função f de duas variáveis, x e y, é uma regra que associa um 
único número real f(x, y) a cada ponto (x, y) de algum conjunto D no plano x y. 


13.1.2 DEFINIÇÃO Uma função f de três variáveis, x, y e z, é uma regra que associa 


um único número real f(x, y, z) a cada ponto (x, y, z) de algum conjunto D no espaço 
tridimensional. 


> Exemplo 1 Seja f(x,y) = y +F I + ln(x? — y). Encontre f(e, 0) e esboce o domínio 


natural de f. 


Solução Por substituição, 
fle,0)=vV0+1+In( -0=vI+Ine)=1+2=3 


Para encontrar o domínio natural de f, observe que /y + 1 só está definida se y > —1, en- 
quanto que In(x? — y) só está definida se 0 < x? — y ou y < x°. Assim, o domínio natural de f 
consiste em todos os pontos do plano xy com —1 < y < x°. Para esboçar o domínio natural, 
começamos esboçando a parábola y = x? como uma curva tracejada e a reta y = —1 como 
uma linha sólida. Então, o domínio natural de fé a região que fica acima ou na reta y = —1 e 
abaixo da parábola y = x? (Figura 13.1.1). 4 


> Exemplo 2 Seja 


fœ, y z) =y1 -x -y -z 
Determine f (0, L, = 1) e o domínio natural de f. 
Solução Por substituição 


sO- =y1 -0-4 -O= 


Por causa do sinal da raiz quadrada, devemos ter 0 < 1 — x? — y? — z? para ter um valor real 
para f(x, y, z). Reescrevendo essa desigualdade na forma 


X+y+2<l 
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O índice de sensação térmica indi- 
ca aquela temperatura (em graus 
Fahrenheit) com a qual um vento de 
3 milhas por hora produziria na pele 
exposta a mesma sensação do que a 
combinação de temperatura e veloci- 
dade do vento nas condições climato- 
lógicas atuais. 


Tabela 13.1.1 


TEMPERATURA T (°F) 


200] 20 SONS 


BE 13 | 19 | 25 | 31 


15 6 | 13 | 19 | 25 


16 | 23 


35 0 7/14/21 


45 | -2 5 | 42. | 19 


VELOCIDADE DO VENTO U 
(milhas/h) 
N 
tn 
Ww 
No) 


vemos que o domínio natural de f consiste em todos os pontos sobre ou dentro da esfera 


Ż+y += 


E FUNÇÕES DESCRITAS POR TABELAS 

Às vezes, é necessário ou conveniente representar funções de duas variáveis por meio de uma 
tabela, em vez de dar uma fórmula explícita. Por exemplo, o Serviço Nacional de Meteorolo- 
gia dos EUA utiliza a fórmula 


W = 35,74 + 0,6215T + (0,4275T — 35,75)u®™!6 iii 


para modelar o índice de sensação térmica W em graus Fahrenheit (°F) como uma função da 
temperatura T, dada em graus Fahrenheit, e da velocidade do vento v (em milhas por hora), 
para velocidades superiores a 3 milhas por hora. Essa fórmula é suficientemente complexa 
a ponto de ser difícil ter uma ideia intuitiva da relação entre as variáveis. É possível ter uma 
ideia mais precisa dessa relação escolhendo valores amostrais de T e de v e construir uma ta- 
bela, como a Tabela 13.1.1, em que arredondamos os valores de W até o inteiro mais próximo. 
Por exemplo, se a temperatura for de 30ºF e a velocidade do vento for de 5 milhas por hora, a sen- 
sação que teremos será de uma temperatura de 25ºF. Se a velocidade do vento aumentasse para 
15 milhas por hora, teríamos a impressão de que a temperatura despencou para 19ºF. Observe 
que, nesse caso, um aumento de 10 milhas por hora no vento causa uma queda de 6ºF no ín- 
dice de sensação térmica. Para estimar valores de sensação térmica que não estejam dispostos 
na tabela, podemos utilizar a interpolação linear. Por exemplo, suponha que a temperatura 
seja de 30ºF e a velocidade do vento seja de 7 milhas por hora. Uma estimativa razoável para 
a queda no índice de sensação térmica em relação a uma velocidade do vento de 5 milhas por 
hora seria Z -6° F = 1,2°F. (Por quê?) A estimativa resultante do índice de sensação térmica, 
então, seria de 25°F — 1,2°F = 23,8°F. 

Em alguns casos, as tabelas para funções de duas variáveis surgem diretamente dos da- 
dos experimentais, quando então devemos trabalhar diretamente com a tabela ou então utili- 
zar alguma técnica para construir uma fórmula que modele os dados da tabela. Essas técnicas 


de modelagem são abordadas em textos de Estatística e de Análise Numérica. 


E GRÁFICOS DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS 


Lembre que, para uma função f de uma variável, o gráfico de f(x) no plano xy foi definido como 
sendo o gráfico da equação y = f(x). Analogamente, se f for uma função de duas variáveis, defi- 
nimos o gráfico de f(x, y) no espaço xyz como sendo o gráfico da equação z = f(x, y). Em geral, 
tal gráfico será uma superfície no espaço tridimensional. 


> Exemplo 3 Em cada parte, descreva o gráfico da função em um sistema de coordenadas 
XYZ. 


@ fæ )=1-x-7 ©) fæ y) =y1-x2 -y 
(c) fœ, y) = =yx? + y? 
Solução (a) Por definição, o gráfico da função dada é o gráfico da equação 
z=1-x— ły 


que representa um plano. Uma parte triangular do plano pode ser esboçada plotando as inter- 
seções com os eixos coordenados e unindo-os com segmentos de reta (Figura 13.1.2a). 


Solução (b) Por definição, o gráfico da função dada é o gráfico da equação 


z=yl-x = yº (2) 


(0,0, 1) a=1-x-5y 


(c) 


Figura 13.1.2 


AZ 


z = f(x, y) 


Curva de nível 
x de altura k 


Figura 13.1.4 


S 


fx, y)=k 
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Depois de elevar ao quadrado ambos os lados, isso pode ser reescrito como 
X +y +z =l 


que representa uma esfera de raio 1 centrada na origem. Uma vez que (2) impõe a condição 
adicional z > 0, o gráfico é somente a semiesfera superior (Figura 13.1.2b). 


Solução (c) O gráfico da função dada é o gráfico da equação 


= +y? (3) 


Depois de elevar ao quadrado, obtemos 
Z=? +y 


que é a equação de um cone circular (ver Tabela 11.7.1). Como (3) impõe a condição z < 0, o 
gráfico é precisamente a folha inferior do cone (Figura 13.1.2c). «4 


E CURVAS DE NÍVEL 

Estamos todos familiarizados com os mapas topográficos (ou de contornos) nos quais uma 
paisagem tridimensional, tal como a extensão de uma montanha, está representada por linhas 
de contorno bidimensionais ou curvas de elevação constante. Considere, por exemplo, o mo- 
delo de montanha e seu mapa de contornos mostrados na Figura 13.1.3. O mapa de contornos 
foi construído passando planos de elevação constante pela montanha, projetando o contorno 
resultante sobre uma superfície plana e classificando os contornos por sua elevação. Na Figu- 
ra 13.1.3, notamos como os dois sulcos aparecem como reentrâncias das linhas de contorno, 
e como as curvas estão mais próximas no mapa de contornos quando a colina tem uma incli- 
nação íngreme e tornam-se mais espaçadas quando a inclinação é gradual. 


—. N UU RUA 


Centenas de metreos 


Uma vista em perspectiva de uma Um mapa de contornos da 
montanha modelo com dois sulcos montanha modelo 


Figura 13.1.3 


Os mapas de contornos são úteis também para o estudo de funções de duas variáveis. 
Se a superfície z = f(x, y) for cortada pelo plano horizontal z = k, então todos os pontos da in- 
terseção têm f(x, y) = k. A projeção dessa interseção sobre o plano xy é denominada curva de 
nível de altura k ou curva de nível com constante k (Figura 13.1.4). Um conjunto de curvas 
de nível para z = f(x, y) é chamado de um esboço de contornos ou mapa de contornos de f. 


> Exemplo 4 O gráfico da função f(x, y) = y? — x? no espaço xyz é o paraboloide hiper- 
bólico (superfície de sela), mostrado na Figura 13.1.5a. As curvas de nível têm equações 
da forma y? — x? = k. Se k > 0, essas curvas são hipérboles abrindo ao longo de retas pa- 
ralelas ao eixo y; se k < 0, elas são hipérboles abrindo ao longo de retas paralelas ao eixo 
x; e se k = 0, a curva de nível consiste nas retas que se intersectam y +x=0ey —- x=0 
(Figura 13.1.5h). < 


910 
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= 
ERR 


E" 


Figura 13.1.5 


>» Exemplo 5 Esboce o mapa de contornos de f(x, y) = 4x? + y? usando as curvas de nível 
de altura k = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 


Solução O gráfico da superfície z = 4x? + y? é o paraboloide mostrado na parte esquerda 
da Figura 13.1.6, logo é razoável esperar que o mapa de contorno seja uma família de elipses 
centradas na origem. A curva de nível de altura k tem a equação 4x? + y? = k. Se k = 0, então 
o gráfico é o único ponto (0, 0). Se k > 0, podemos reescrever a equação como 


k/4 ko 


que representa uma família de elipses com cortes no eixo x iguais a +y/k/2 e cortes no eixo 
y iguais a +k. O mapa de contornos para os valores especificados de k é mostrado na parte 
à direita da Figura 13.1.6. < 


Nos dois últimos exemplos, utilizamos uma fórmula de f(x, y) para encontrar o mapa 
de contornos de f. Reciprocamente, dado um mapa de contornos de alguma função, podemos 
utilizá-lo para obter estimativas dos valores da função. 


Figura 13.1.6 


> Exemplo 6 Seja f(r, L) o pagamento mensal para um empréstimo de 5 anos para a com- 
pra de uma moto como uma função da taxa de juros r e o total financiado L. A Figura 13.1.7 
é um mapa de contornos de f(r, L). Use esse mapa em cada parte seguinte. 


(a) Obtenha uma estimativa do pagamento mensal de um empréstimo de 3.000 reais a uma 
taxa de 7%. 


(b) Obtenha uma estimativa do pagamento mensal de um empréstimo de 5.000 reais a uma 
taxa de 3%. 


f(x,y) = Isenx seny] 


(a) 
Figura 13.1.8 


O termo “superfície de nível” é pa- 
drão, mas confuso, uma vez que uma 
superfície de nível não precisa estar 
nivelada no sentido de ser horizontal; 
é simplesmente uma superfície so- 
bre a qual todos os valores de f são 
o mesmo. 
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(c) Obtenha uma estimativa do total do empréstimo se o pagamento mensal for de 80 reais 
e a taxa de juros for de 7%. 


Solução (a) Como o ponto (7; 3.000) aparenta estar na curva de nível 60, uma estimativa 
do pagamento mensal é de 60 reais. 


Solução (b) Como o ponto (3; 5.000) aparenta estar entre as curvas de nível 80 e 100, uma 
estimativa do pagamento mensal é de 90 reais. 


Solução (c) A reta vertical x = 3 intersecta a curva de nível 80 em um ponto cuja coorde- 
nada L parece ser 4.500. Assim, uma estimativa do total do empréstimo é de 4.500 reais. 


8.000 


& 7.000 
q 
É 6.000 
É 5.000 
E 
o 
S 4.000 
g 
E 3.000 
1 3 5 7 9/11 13/15 
Figura 13.1.7 Taxa de juros r (%) 


E MAPAS DE CONTORNOS USANDO RECURSOS GRÁFICOS 


Exceto nos casos mais simples, os mapas de contornos podem ser difíceis de se produzir sem 
a ajuda de um recurso gráfico. A Figura 13.1.8 ilustra como a tecnologia gráfica pode ser 
usada para exibir curvas de nível. A Figura 13.1.8a mostra o gráfico de f(x, y) = |sen x sen y| 
esboçado acima do domínio 0 < x < 27,0 < y < 2x, e a Figura 13.1.8b exibe as curvas de 
elevação constante do gráfico de f. As projeções dessas curvas no plano xy são as curvas de 
nível de f. A Figura 13.1.8c ilustra como essas curvas de nível podem ser exibidas mais clara- 
mente com o uso de tonalidades. 


(b) (c) 


E SUPERFÍCIES DE NÍVEL 

Observe que o gráfico de y = f(x) é uma curva no espaço bidimensional, e o gráfico de 
z = f(x,y) é uma superfície no espaço tridimensional, logo o número de dimensões necessá- 
rias para esses gráficos é o número de variáveis mais 1. Conseguentemente, não há maneira 
“direta” de fazer o gráfico de uma função de três variáveis, uma vez que necessitamos de qua- 
tro dimensões. Contudo, se k for constante, então o gráfico da equação f(x, y, z) = k será, ge- 
ralmente, uma superfície no espaço tridimensional (por exemplo, o gráfico de x? + y? + z2? = 1 
é uma esfera), que denominamos superfície de nível com constante k. Alguma intuição ge- 
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Superfícies de nível de 
fæ y z) = +y +z? 


Figura 13.1.9 


Superfícies de nível de 


fæy d=? -x-y 


Figura 13.1.10 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
gráfico computacional que gere su- 
perfícies no espaço tridimensional, 
leia seu manual e tente reproduzir 
algumas das superfícies das Figuras 
13.1.11 e 13.1.12 e da Tabela 13.1.2. 


ométrica do comportamento da função f pode, às vezes, ser obtida fazendo o gráfico dessas 
superfícies de nível com vários valores de k. 


> Exemplo 7 Descreva as superfícies de nível de 


a) faypd=2+7+70 O færsla 


Solução (a) As superfícies de nível têm equações da forma 
XL+y +z =k 


Se k > 0, o gráfico dessa equação é uma esfera de raio vk centrada na origem; se k = 0,0 
gráfico é o único ponto (0, 0, 0); e se k < 0, não há superfície de nível (Figura 13.1.9). 


Solução (b) As superfícies de nível têm equações da forma 
2 o x = y =k 


Como foi visto na Seção 11.7, essa equação representa um cone se k = 0, um hiperboloide de 
duas folhas se k > O e um hiperboloide de uma folha se k < O (Figura 13.1.10). < 


E FAZENDO O GRÁFICO DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS USANDO 
RECURSOS GRÁFICOS 


Gerar superfícies com um recurso gráfico é mais complicado do que gerar curvas planas, 
pois há mais fatores que devem ser levados em conta. Podemos tratar disso apenas superfi- 
cialmente aqui, portanto se o leitor precisar usar um recurso gráfico, o manual será a prin- 
cipal fonte de informações. 

Os recursos gráficos podem apenas mostrar uma parte do espaço x, y, z em uma tela 
de visualização, logo o primeiro passo para fazer o gráfico de uma superfície é determinar 
qual parte do espaço x, y, z queremos exibir. Essa região é chamada de janela de inspeção 
ou caixa de inspeção. Por exemplo, a Figura 13.1.11 mostra o efeito de produzir o gráfico 
do paraboloide z = x? + y? em três diferentes janelas de inspeção. Entretanto, dentro de uma 
janela de inspeção fixa, a aparência da superfície também é afetada pelo ponto de vista, isto é, 
a direção da qual a superfície é vista, e a distância do observador à superfície. Por exemplo, a 
Figura 13.1.12 mostra o gráfico do paraboloide z = x? + y? de três pontos de vista diferentes 
usando a primeira janela de inspeção da Figura 13.1.11. 
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Figura 13.1.12 Variando o ponto de vista. 
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Na Tabela 13.1.2, mostramos seis superfícies no espaço tridimensional, junto aos mapas 
de contornos associados. Observe que a malha das curvas nas superfícies são os traços em 
planos verticais, enquanto que as curvas de nível correpondem a traços em planos horizontais. 


Tabela 13.1.2 


SUPERFÍCIE MAPA DE CONTORNOS SUPERFÍCIE MAPA DE CONTORNOS 


zZ 


z 


= 


f EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.1 (Ver página 917 para respostas.) 


1. O domínio de f(x, y) = ln xy é , e o domínio de (b) Descreva as curvas de nível f (x, y) = k com os valores de k 
gax, y)=Inx+tInyé o Žž . obtidos em (a). 


= 1 
2. Seja f(x, y) = 4 4. Seja f(x, y, z) = 


x+y+1 de do 
a fB Ds D f,D= 00000 (a) Determine todos os valores de k tais que a superfície de 
© faa5 — O fo+lys— nível f (x, y, z) = k contenha pelo menos um ponto. 
3. Seja f, y) = e”. (b) Descreva as curvas de nível f (x, y, z) = k com os valores 


(a) Com quais valores de k a curva de nível f(x, y) = k contém de k obtidos em (a). 


pelo menos um ponto? 
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EXERCÍCIOS 13.1 [Recurso Gráfico [E] CAS 


1-8 Estes exercícios dizem respeito a funções de duas variáveis. EB 


1. Seja f(x,y) = x?y + 1. Determine 


(a) fQ, 1) (b) fA, 2) (c) f(O, 0) 

(d) FA, —3) (e) f(3a, a) (D Fab, a — b). 
2. Seja f(x, y) = x + 3/xy. Determine 

(a) fa P) (b) fa) ©) f, 4y). 


3. Seja f(x, y) = xy + 3. Determine 
(a) fæ@+y x-y) (b) fy, 3x). 


4. Seja g(x) = x sen x. Determine 


(a) g&/y) (b) gy) (©) g(x — y). 
5. Determine F(g(x), h(y)) se F(x, y) = xe, g(x) = Le 


6. Determine g(u(x, y), v(x, y)) se g(x, y) = y sen (x°y), 
u(x, y) = x? y? e v(x, y) = T xY. 


7. Sejam f(x, y) = x + 3x? y2, x(t) = P e y(t) = P. Determine 
(a) fA, yO) (b) FO(O), y0)) 
(0) FOZ), y2)) 


8. Sejam g(x, y) = ye, x(t) = In(? + 1) e y(b) = yt. Determine 
8A), yO). 


9-10 Suponha que a concentração C em mg/l de um medica- 
mento na corrente sanguínea de um paciente seja modelada pela 
função C(x, t) = 0,2x(e “2! — e"), em que x é a dosagem do 
medicamento em mg e t é o número de horas desde o início da 
medicação. E 


9. (a) Dê uma estimativa do valor de C(25, 3) com duas casas 
decimais. Inclua unidades apropriadas e interprete sua res- 
posta em um contexto físico. 

(b) Se a dosagem for de 100 mg, dê uma fórmula para a con- 
centração como uma função do tempo. 

(c) Dê uma fórmula que descreva a concentração depois de 
uma hora em termos da dosagem x. 


[=/10. (a) Suponha que o medicamento atinja um nível satisfatório 
na corrente sanguínea depois de uma meia hora. Dê uma 
estimativa de quanto tempo a mais o medicamento se man- 
tém eficaz. 

(b) Suponha que a dosagem seja de 100 mg. Dê uma estimati- 
va da concentração máxima na corrente sanguínea. 


11-14 Nestes exercícios, use a Tabela 13.1.1 para obter uma estima- 
tiva da quantidade solicitada. E 


11. O índice de sensação térmica quando 
(a) a temperatura for 25ºF e a velocidade do vento, 7 milhas 
por hora. 
(b) a temperatura for 28ºF e a velocidade do vento, 5 milhas 
por hora. 


12. O índice de sensação térmica quando 
(a) a temperatura for 35ºF e a velocidade do vento, 14 milhas 
por hora. 
(b) a temperatura for 32ºF e a velocidade do vento, 15 milhas 
por hora. 


13. A temperatura quando 
(a) o índice de sensação térmica for de 16ºF e a velocidade do 
vento, 25 milhas por hora. 
(b) o índice de sensação térmica for de 6ºF e a velocidade do 
vento, 25 milhas por hora. 


14. A velocidade do vento quando 
(a) o índice de sensação térmica for de 7ºF e a temperatura 
25ºF. 
(b) o índice de sensação térmica for de 15ºF e a temperatura 
30ºF. 


15. Um método para determinar a umidade relativa do ar consiste 
em molhar o bulbo (a parte que contém o mercúrio) de um 
termômetro, agitá-lo pelo ar e, então, comparar a leitura do ter- 
mômetro com a verdadeira temperatura do ar. Se a umidade 
for inferior a 100%, então a temperatura obtida no termômetro 
será inferior à temperatura do ar. Essa diferença de temperatura 
é conhecida como a depressão do bulbo molhado. A tabela a 
seguir dá a umidade relativa do ar como uma função da tem- 
peratura do ar e da depressão do bulbo molhado. Use a tabela 
para completar as partes (a) a (c). 

(a) Qual é a umidade relativa do ar se a temperatura do ar for 
de 20ºC e a depressão do bulbo molhado for 16ºC? 

(b) Estime a umidade relativa se a temperatura do ar for de 
25ºC e a depressão do bulbo molhado for 3,5ºC. 

(c) Estime a umidade relativa se a temperatura do ar for de 
22ºC e a depressão do bulbo molhado for 5ºC. 


TEMPERATURA DO AR (ºC) 


3 
q espa EE æ 
E 
2: nm | 7% |7M|7] 
ú x 
3g 
2 S|4 | 62 | 66]7 | 7,3 
A Q 
S 5 53 | 59 | 63 | 67 
fas] 


Tabela Ex-15 


16. Utilize a tabela do Exercício 15 para completar as partes (a) a (c). 
(a) Qual é a depressão do bulbo molhado se a temperatura do 
ar for de 30°C e a umidade relativa for 73%? 
(b) Estime a umidade relativa se a temperatura do ar for de 
15°C e a depressão do bulbo molhado for 4,25°C. 
(c) Estime a umidade relativa se a temperatura do ar for de 
26°C e a depressão do bulbo molhado for 3°C. 


17-20 Estes exercícios envolvem funções de três variáveis. E 


17. Seja f(x, y, z) = xy27 + 3. Determine 


(a) f(2,1,2) (b) F(-3,2, 1) 
(c) F(0,0,0) (d) f(a, a, a) 
(e) f(,P,-—t) (f) f(a+b,a-— b,b) 


18. Seja f(x, y, z) = zxy + x. Determine 
(a) fæty x= x) b) fO, y/x, xz) 


19. Determine FA), g), h2)) se Flx, y, z) = ye”, fœ) = x°, 
sQ)=y+1leh(2) = 2. 


20. Determine g(u(x, y, 2), v(x, y, 2), w(x, y, 2)) se g(x, y, z) = 
z sen xy, U(X, y, Z) = 22, V(X, y, Z) = TXYZ € W(X, Y, Z) = xy/z. 


21-22 Estes exercícios dizem respeito a funções de quatro ou mais 
variáveis. EH 


21. (a) Seja f(x, y, z, t) = x2y) V/Z +t. 
Determine f5, 2, m, 37). 


(b) Seja f(x, x2,- Xn) = J kar. 
k=1 


Determine f(1, 1,..., 1). 


22. (a) Seja f(u, v, à, p) = e" 7” cos à tg q. 
Determine f(—2, 2, 0, 7/4). 
(b) Seja f(x1,x2,...,Xn) =x? +x2 + tal 
Determine f(1, 2,..., n). 


23-26 Esboce o domínio de f. Utilize linhas sólidas para as porções 
da fronteira que estão incluídas no domínio e linhas tracejadas para 
as porções que não estão incluídas. E 


23. fœ, y =m -x2 — y) 24. f(x,y) =x? +y? —4 


25. f(x,y) = 26. f(x, y) = ln xy 


x—y? 
27-28 Descreva o domínio de fem palavras. E 
27. (a) f(x,y) = xe P 
b) fx,y,)=V25-x2 — y? — 22 
(0) fl, y, z) = e” 
V4— x? 
y +3 
xyz 
x+y+z 


28. (a) fœ, y) = (6) fœ, y) = ln Q — 2x) 


© fæ, y,z)= 
29-32 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 


deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


29. Se o domínio de f(x, y) for o plano xy, então o domínio de 
f(arc sent, a/t ) será o intervalo [0, 1]. 


30. Se f(x, y) = y/x, então uma curva de nível de f(x, y) = m será a 
reta y = mx. 


31. O domínio natural de f(x, y, z) = y1 — x? — y? é o disco de 


raio 1 centrado na origem do plano xy. 
32. Cada superfície de nível de f(x, y, z) = x + 2y + 3z é um plano. 
33-42 Esboce o gráfico de f. E 
33. fl, y)=3 34. f(x, y) = y9 -x2 — y? 
35. fæ, y) = y2 Fy? 36. fœ y = +y 


37. fo y)=02—y 38. fepyp=4-*-y 
39. fx, y) =y +y +1 40. fx, y)=/2+9-1 
41. fx, y)=y+1 42. f(x,y) =x 


43-44 Em cada parte, selecione o termo que melhor descreve as 
curvas de nível da função f. Escolha dentre os termos: retas, círcu- 
los, elipses não circulares, parábolas ou hipérboles. W 


43. (a) fay =57 -5y b) fxy)=y—-4 
(C) fœ y) =x + 3y (d) f(x,y) = 3x? 
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44. a) frn)=)-29+7º0 b) fa, y= 2x +27 
© æ= -2x-y (d) f@,y)=2y -x 


45-46 Em cada parte, use a Figura 13.1.7. E 


45. Suponha que tomemos um empréstimo de 6.000 reais a uma 
taxa de juros de 11%. 
(a) Dê uma estimativa do pagamento mensal. 
(b) Mantendo esse pagamento mensal, dê uma estimativa da 
quantidade que poderíamos tomar emprestada se o juro ca- 
ísse para 9%. 


46. Suponha que tomemos um empréstimo de 3.000 reais a uma 
taxa de juros de 4%. 
(a) Dê uma estimativa do pagamento mensal. 
(b) Mantendo esse pagamento mensal, dê uma estimativa da 
quantidade que poderíamos tomar emprestada se o juro 
aumentasse para 7%. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


47. Em cada parte, associe o mapa de contornos com uma das 
funções 


fr, y) =yx? + 3?, 
fay =1-x -y 
por inspeção e explique seu raciocínio. Quanto maior o valor 


de z, mais clara fica a cor no mapa de contornos. Os contor- 
nos correspondem a valores igualmente espaçados de z. 


fœ y) =x +y, 


(a) é Dai 
° l i "| 
2 — 2 
-2 0 2 -2 
xX 


48. Em cada parte, associe o mapa de contornos com uma das 
superfícies na figura a seguir por inspeção e explique seu 
raciocínio. Quanto maior o valor de z, mais clara fica a cor 
no mapa de contornos. 


(a) 6 F 
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(1) (a) Em referência ao mapa metereológico abaixo, a veloci- 
dade do vento é maior em Medicine Hart ou em Chica- 
go? Explique seu raciocínio. 

(b) Estime a taxa de variação média da pressão atmosfé- 
rica em mb/milha de Medicine Hart a Chicago, dado 
que a distância entre as duas cidades é de aproximada- 


mente 1.400 milhas. 


(IV) 


Figura Ex-48 


{Pressão em milibares (mb) 


49. Em cada parte, as questões se referem ao mapa de contorno 
na figura a seguir. Figura Ex-50 
(a) O ponto 4 ou B é o ponto mais alto? Explique seu 
raciocínio. 
(b) O ponto 4 ou B está na inclinação mais íngreme? Ex- 


plique seu raciocínio 51-56 Esboce a curva de nível z = k com os valores especificados 


(c) Iniciando em A e movendo-se de tal modo que y per- dek. E 
manece constante e x cresce, a elevação começará a 51. z=x +); k=0,1,2,3,4 
crescer ou decrescer? 52. z=y/x k= -—2, —1,0,1,2 
(d) Iniciando em B e movendo-se de tal modo que y per- 
manece constante e x cresce, a elevação começará a 53. z=x +y; k= —2, —1,0, 1,2 
crescer ou decrescer? 2 2 
54. z= 9y*; k= 0, 1,2,3,4 
(e) Iniciando em A e movendo-se de tal modo que x per- dd 
manece constante e y decresce, a elevação começará a 55. z= =y; k=-2,-1,0,1,2 


crescer ou decrescer? 
(f) Iniciando em B e movendo-se de tal modo que x per- 
manece constante e y decresce, a elevação começará a 57-60 Esboce a superfície de nível fx, y, z) = k. E 


2 
crescer ou decrescer' 57. f, y, Z) = 4x2 +y? + 42; k=16 
58. fœ, y, z) =x +y- z; k=0 


y 

2) 59. fœ, y, z) =z=x — y +4; k=7 
2 
34 Elevações em 60. f(x,y,z) =4x— 2y +z; k=1 

4 B centenas de metros 

61-64 Descreva a superfície de nível em palavras. EH 
3 
2 ar x 


61. fay D= a- a 
Figura Ex-49 62. x,y,z) =3x—y+2z7 63. fxy)= +27 


56. z= y cossec x; k= —2, —1, 0, 1,2 


> 


50. Uma curva conectando pontos de pressão atmosférica iguais 64. Ax, y, D) =z- 2 -y 
sobre um mapa metereológico é denominada linha isobá- 
rica ou de isóbare. Em um mapa metereológico típico, as 
linhas isobáricas referem-se à pressão ao nível do mar e são 


65. Seja flx, y) = x? — 2x? + 3xy. Determine uma equação da curva 
de nível que passa pelo ponto 


dadas em unidades de milibares (mb). Matematicamente, @) (1,1) (b) (0,0) © =) 

as linhas isobáricas são curvas de nível da função pressão 66. Seja f(x, y) = ye”. Determine uma equação da curva de nível 
p(x, y) definida nos pontos geográficos (x, y), representados que passa pelo ponto 

no mapa. Linhas isobáricas muito próximas correspondem (a) (In 2,1) (b) (0,3) (c) (1, —2) 


a inclinações íngremes no gráfico da função pressão e estão 
geralmente associadas a fortes ventos — quanto maior a in- 
clinação, maior será a velocidade do vento. 


67. Seja fx, y, z) =x? + y? — z. Determine uma equação da super- 
fície de nível que passa pelo ponto 
(a) (1, —2, 0) (b) (1,0,3) (c) (0,0,0) 
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68. Seja fx, y, z) = x y z + 3. Determine uma equação da superfí- 73. Seja f(x, y) = xe +, 
cie de nível que passa pelo ponto (a) Use um CAS para gerar o gráfico de fcom —2 < x < 2 e 
(a) (1,0,2) (b) (2,4, 1) (c) (0,0,0) —2<y<2. 

(b) Gere um mapa de contornos para a superfície e confirme 
visualmente que está consistente com a superfície obtida 
na parte (a). 

(c) Leia o manual apropriado e explore o efeito de gerar o grá- 
fico de f de vários pontos de vista. 


o 


69. Se T(x, y) for a temperatura em um ponto (x, y) sobre uma pla- 
ca delgada de metal no plano xy, então as curvas de nível de T 
são denominadas curvas isotérmicas. Todos os pontos sobre 
tal curva têm a mesma temperatura. Suponha que uma placa 
ocupe o primeiro quadrante e T(x, y) = xy. 

(a) Esboce as curvas isotérmicas nas quais T=1,7=2eT=3. [c]74. Seja f(x,y) = me sen y. 


(b) Uma formiga, inicialmente em (1, 4), anda sobre a placa (a) Use um CAS para gerar o gráfico de fcom 0 <x < 4e 
de modo que a temperatura ao longo de sua trajetória per- 0<y<27. 
manece constante. Qual é a trajetória tomada pela formiga (b) Gere o mapa de contornos para a superfície e confirme vi- 
e qual é a temperatura ao longo de sua trajetória? sualmente que está consistente com a superfície obtida na 
70. Se V(x, y) for a voltagem ou potencial em um ponto (x, y) do parte (a). 


(c) Leia o manual apropriado e explore o efeito de gerar o grá- 


plano xy, então as curvas de nível de V são denominadas cur- i pu À 
fico de f de vários pontos de vista. 


vas equipotenciais. Ao longo de tal curva, a voltagem perma- 


nece constante. Dado que 75. Em cada parte, descreva em palavras como o gráfico de g está 
8 relacionado com o gráfico de f. 
V(x, y) = -= (a) gr )=fw-Ly) (b) g&,y)=1+f&, y) 
g © say) = -fæ y+ 1) 
esboce as curvas equipotenciais nas quais V = 2,0; V = 1,0 e 76. (a) Esboce o gráfico de f(x, y) = e A, 
V=0,5. (b) Descreva em palavras como o gráfico da função 


g(x, y) = e710? está relacionado como o gráfico de f 


F71. Seja fx, y) =x +y. 


7 , para valores positivos de a. 
(a) Use um recurso gráfico para gerar a curva de nível que 


passa pelo ponto (2, — 1). 77. Texto Encontre algumas aplicações práticas de funções de 
(b) Gere a curva de nível de altura 1. duas e três variáveis e discuta como considerações físicas afe- 


F72. Seja f(x,y) = 2/77. tam o domínio dessas funções. 


(a) Use um recurso gráfico para gerar a curva de nível que 78. Texto Descreva duas maneiras diferentes pelas quais pode- 
passa pelo ponto (2, 2). mos representar geometricamente uma função f(x, y). Discuta 
(b) Gere a curva de nível de altura 8. algumas vantagens e desvantagens de cada representação. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.1 


1. todos os pontos (x, y) do primeiro ou terceiro quadrantes; todos os pontos (x, y) do primeiro quadrante 2. (a) : (b) — (c) O 


(d) 1/(2y + 2) 3. (a) k>0 (b) asretas x+ y= ln k 4. (a) O0<k<1 (b) esferas de raio (1 — k)/k se O < k < 1, o único 
ponto (0, 0, 0) se k= 1. 


13.2 LIMITES E CONTINUIDADE 


Nesta seção, introduziremos as noções de limite e continuidade para funções de duas ou mais 
variáveis. Não entraremos em grandes detalhes — nosso objetivo é desenvolver precisamente 
os conceitos básicos e obter resultados necessários nas seções posteriores. Um estudo mais 
extensivo desses tópicos é comumente dado em Cálculo avançado. 


E LIMITES AO LONGO DE CURVAS 
Para uma função de uma variável, há dois limites laterais em um ponto xo, a saber, 


lim | fœ) e lim f(x) 


X> xo 


refletindo o fato de que há apenas dois sentidos pelos quais x pode aproximar xo, pela direita 
ou pela esquerda. Para funções de duas ou três variáveis, a situação é mais complicada, pois 
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y 


(0y0) 


x, y) x 
j > 


Figura 13.2.1 


Em palavras, as Fórmulas (1) e (2) 
afirmam que um limite de uma função 
f ao longo de uma curva paramétrica 
pode ser obtido substituindo as equa- 
ções paramétricas da curva na fórmu- 
la da função e, então, calculando o li- 
mite no ponto apropriado da função a 
uma variável que resulta. 


ECON ON CORON 


Figura 13.2.2 


há uma infinidade de curvas diferentes ao longo das quais um ponto pode aproximar outro 
(Figura 13.2.1). Nosso primeiro objetivo nesta seção é definir o limite de f(x, y) quando (x, y) 
tende a (xo, Yo) ao longo de uma curva C (e, analogamente, para funções de três variáveis). 

Se C for uma curva paramétrica lisa no espaço bi ou tridimensional que está represen- 
tada pelas equações 


x=x(t), y=y(1) ou  x=xt, y=yD, z=<) 
e se xo = x(t9), Yo = Y(to) € zo = Z(to), então os limites 
lim fœ,y) e lim fœ, y, z) 
Œ, y) > (xo, Yo) (x, y, 2) > (xo, Yo, Zo) 
(ao longo de C) (ao longo de C) 
são definidos por 
lim fœ, y) = lim fat), yO) (1) 
(x, y) > (xo, Yo) t —> to 
(ao longo de C) 
fŒ, y, 2) = lim fæl), y0), z0) 2) 
(x, 7,2) (xo, Yo, Zo) t>to 


(ao longo de C) 


Nessas fómulas, o limite da função de ft deve ser tratado como um limite lateral se (xo, yo) ou 
(xo, Yo, Zo) forem extremidades de C. 

Uma interpretação geométrica do limite ao longo de uma curva para uma função de 
duas variáveis está mostrada na Figura 13.2.2. À medida que o ponto (x(t), y(t)) move-se ao 
longo da curva C no plano xy em direção a (xo, yo), o ponto (x(t), y(t), f (x(t), y(£))) move- 
-se diretamente acima ao longo do gráfico de z = f(x, y) com f (x(t), y(t)) tendendo ao valor 
limite L. Na figura, seguimos uma prática comum de omitir o zero na coordenada z para os 
pontos no plano xy. 


> Exemplo 1 A Figura 13.2.3a mostra um gráfico gerado por um computador da função 


XY 
Hs = 
x? +y? 
O gráfico revela que a superfície tem um cume acima da reta y = —x, o que é de se esperar, 
uma vez que f(x, y) tem um valor constante de } com y = —x, exceto em (0, 0), onde f não está 


definida (verifique). Além disso, o gráfico sugere que o limite de f(x, y) quando (x, y) —> (0, 0) 
ao longo de uma reta que passa pela origem varia com a direção da reta. Determine esse li- 
mite ao longo 


(a) do eixo x (b) do eixo y (c) daretay =x 


(d) daretay = —x (e) da parábola y = xX 


Solução (a) O eixo x tem equações paramétricas x = t, y = 0, com (0, 0) correspondendo 
a t = 0, logo 


0 

li = li t;0) = li = lim 0 =0 
(1,9) 0,0) fe, y) ek i ) 0 ( 2) a 

(ao longo de y = 0) 


o que é consistente com a Figura 13.2.3b. 
Solução (b) O eixo y tem equações paramétricas x = 0, y = t, com (0, 0) correspondendo 


at = 0, logo 


. ; : 0 
RR mm fœ, y) = lim f(0,t) = lim (-5) = lim 0=0 
(ao longo de x = 0) 


o que é consistente com a Figura 13.2.3b. 
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Figura 13.2.3 


Para manter a uniformidade, escolhe- 
mos o mesmo parâmetro t em cada 
parte do Exemplo 1. Também pode- 
ríamos ter escolhido x ou y como o 
parâmetro, de acordo com o contexto. 
Por exemplo, a parte (b) poderia ter 
sido calculada usando 


lim JO, y) 


e a parte (e) poderia ter sido calcula- 
da usando 


ha fox) 


Solução (c) A reta y = x tem equações paramétricas x = t, y = t, com (0, 0) corresponden- 
do a t = 0, logo 


> 

t° l l 

lim (x, y) = lim f(t,t) = lim | -> | = lim | —- | = —- 
(x. y} — (0, 0) / ` hee tá 10 21? 2 2 

(ao longo de y = x) 


o que é consistente com a Figura 13.2.3b. 

Solução (d) A reta y = —x tem equações paramétricas x = t, y = —t, com (0, 0) correspon- 
dendo a t = 0, logo 

f? | 


5 


l 
> 
N| = 


lim f(x. y) = lim f(t, —t) = lim 
(x, ¥)}— (0, 0) 1—0 1-0 
(ao longo de y = =x) 


+“ 


o que é consistente com a Figura 13.2.3b. 


Solução (e) A parábola y = x? tem equações paramétricas x = t, y = f, com (0, 0) corres- 
pondendo a t = 0, logo 


3 
> t t 
lim (x, y) = lim f(t,1°) = lim | -—-—— | = lim {| — =) 
(3.9) 10,0) Sy) Eim FA ) ary, ( t? Ta) pe ( | za) 


(ao longo de y = x) 


o que é consistente com a Figura 13.2.3c, que mostra a curva paramétrica 


> t 
p S p= >= 


sobreposta na superfície. <4 


E CONJUNTOS ABERTOS E FECHADOS 


Embora os limites ao longo de curvas sejam úteis em muitas ocasiões, eles nem sempre 
contam toda a história sobre o comportamento limite de uma função em um ponto; o que se 
precisa é de um conceito de limite que dê conta do comportamento da função em toda uma 
vizinhança de um ponto, e não só ao longo de curvas lisas que passem pelo ponto. Para alcan- 
çar isso, começamos introduzindo alguma terminologia. 

Seja C um círculo no espaço bidimensional centrado em (xo, yo) e de raio positivo ô. O 
conjunto de todos os pontos englobados pelo círculo, mas que não estejam na circunferência, 
é denominado disco aberto de raio ô centrado em (xo, Yo). já o conjunto de todos os pontos 
da circunferência junto aos englobados pelo círculo é o disco fechado de raio ô centrado em 
(xo, Yo) (Figura 13.2.4). Analogamente, seja $ uma esfera no espaço tridimensional centrada 
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Um disco fechado Um disco aberto 
contém todos os não contém ponto 
pontos de sua algum de sua 
fronteira circular. fronteira circular. 


Figura 13.2.4 


Um ponto 
interior Um ponto 
de fronteira , 


Um ponto de 
fronteira 


Figura 13.2.5 


Quando for conveniente, podemos 
escrever (3) também como 


lim fœ, y) =L 


y= y 
ou como 


f(x, y)—> L quando (x, y)—> (xo, Yo) 


em (xo, Yo, Zo) e de raio positivo ô; o conjunto de todos os pontos englobados pela esfera, mas 
que não estejam na esfera, é denominado bola aberta de raio ô centrada em (xo, Yo, Zo), € O 
conjunto de todos os pontos da esfera junto aos englobados pela esfera é a bola fechada de 
raio ô centrada em (xo, yo, Zo). Os discos e as bolas são os análogos bi e tridimensionais dos 
intervalos de uma reta. 

As noções de “aberto” e “fechado” podem ser estendidas a conjuntos mais gerais do 
espaço bi e tridimensional. Se D for um conjunto de pontos do espaço bidimensional, então 
diremos que um ponto (xo, yo) é um ponto interior de D se existir algum disco aberto centrado 
em (xo, Yo) que contenha unicamente pontos de D; dizemos que (xo, yo) é um ponto de frontei- 
ra de D se qualquer disco aberto centrado em (xo, yo) contiver pontos tanto de D quanto não 
de D. A mesma terminologia se aplica a conjuntos no espaço tridimensional, mas nesse caso 
utilizamos bolas em vez de discos (Figura 13.2.5). 

Dizemos que o conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto D do espaço bi ou 
tridimensional constitui o interior de D, e o conjunto de todos os pontos de fronteira constitui 
a fronteira de D. Além disso, da mesma maneira como fizemos com discos e bolas, dizemos 
que D é fechado se contiver todos os seus pontos de fronteira e que D é aberto se não contiver 
ponto algum de sua fronteira. O conjunto de todos os pontos do espaço bidimensional e de 
todos os pontos do espaço tridimensional não têm pontos de fronteira (por quê?); portanto, 
convencionamos que esses conjuntos são tanto abertos quanto fechados. 


E LIMITES GERAIS DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS 
A afirmação 


lim fe, y)=L 


(1,3) > (x0, y0) 


tem o objetivo de transmitir a ideia de que, restringindo o ponto (x, y) a estar suficientemente 
próximo (mas distinto) do ponto (xo, yo), podemos forçar o valor de f (x, y) a ficar tão próximo 
de L quanto queiramos. Essa ideia é formalmente expressa na definição seguinte e é ilustrada 
na Figura 13.2.6. 


13.2.1 DEFINIÇÃO Seja fuma função de duas variáveis e suponha que festeja definida 
em todos os pontos de algum disco aberto centrado em (xo, yo), exceto, possivelmente, em 
(xo, Yo). Escrevemos 


lim x,y)=L 
frag! CSA 3) 


se, dado qualquer número e€ > O, pudermos encontrar um número ô > 0 tal que f (x, y) sa- 
tisfaça 


fœ, y) — L| <e 


sempre que a distância entre (x, y) e (xo, yo) satisfizer 


0 < y(x — x0)? + (Y — yo)? < ô 


Outra ilustração da Definição 13.2.1 é mostrada no diagrama “de flecha” da Figura 
13.2.7. Como a Figura 13.2.6, essa figura pretende transmitir a ideia de que os valores de 
f(x, y) podem ser forçados a cair a menos de € unidades de L no eixo z pela exigência de que 
(x, y) esteja a menos de ô unidades de (xo, yo) no plano xy. Utilizamos um ponto branco em 
(xo, Yo) para sugerir que a condição com épsilon não precisa valer nesse ponto. 

Notamos sem prova que as propriedades padrão de limites são válidas para limites ao 
longo de curvas e para limites gerais de funções de duas variáveis, portanto os cálculos envol- 
vidos em tais limites podem ser efetuados da maneira usual. 


Na Figura 13.2.6, a condição 
fœ y) -L| < e 


está satisfeita em cada ponto (x, y) 
dentro da região circular. Contudo, o 
fato de que essa condição também 
está satisfeita no centro da região cir- 
cular não é relevante para o limite. 


ADVERTÊNCIA 


De um modo geral, não podemos 
mostrar que 
lim TOS 
(6,7) > (x0,y0) 

mostrando que esse limite vale ao 
longo de alguma curva específica, 
nem mesmo se valer para uma famí- 
lia específica de curvas. O problema é 
que poderia haver alguma outra curva 
ao longo da qual o limite não exista 
ou tenha um valor diferente de L (ver 
Exercício 34, por exemplo). 
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z=L+e 


Esta região circular com o centro 
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removido consiste em todos os z=f@,y) 
pontos (x, y) que satisfazem y 
0< V(x- x0)? + Y- y0)? < ô. Em < (x, y) 
/ X lim f(x,y) = L 
Ed (xo; Yo) &, y) >o 0) 
Figura 13.2.6 
Ay 
A iie em \ 
/ >» À 
Á ea | 
/ “q y | 
| x, y) / x 
\ E Lg L f(x,y) L+e 
Figura 13.2.7 
> Exemplo 2 
lim [5x2*y2-9]= lim [5xy]— lim 
0,7) (1,4) &,y)> (1,4) (0,7) > (1,4) 


3 2 
=5 | lim J | lim J —9 
(6,7) (1,4) (0,3) > (1,4) 


= 5(1)}(4} -9=71 « 


E RELAÇÕES ENTRE LIMITES GERAIS E LIMITES AO LONGO DE 
CURVAS LISAS 


Enunciado informalmente, se f(x, y) tiver limite L quando (x, y) tender a (xo, Yo), então o va- 
lor de f(x, y) fica cada vez mais próximo de L à medida que a distância entre (x, y) e (xo, Yo) 
tender a zero. Como essa afirmação não impõe restrição alguma sobre a direção pela qual 
(x, y) se aproxima de (xo, yo), é plausível que a função f(x, y) também tenha o limite L quan- 
do (x, y) tender a (xo, yo) ao longo de qualquer curva lisa. Isso decorre do seguinte teorema, 


que enunciamos sem demonstração. 


13.2.2 TEOREMA 


(a) Se f(x, y) > L quando (x,y) — (xo, yo), então f(x, y) —> L quando (x, y) — (xo, Yo) ao 


longo de qualquer curva lisa. 


(b) Se o limite de f(x, y) deixar de existir quando (x, y) — (xo, yo) ao longo de alguma cur- 
va lisa, ou se f(x, y) tiver limites diferentes quando (x, y) — (xo, Yo) ao longo de duas 
curvas lisas diferentes, então o limite de f(x, y) não existe quando (x, y) — (xo, yo). 
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Figura 13.2.8 


> Exemplo3 O limite 
Xy 


(,)>(00) x+y? 


não existe, pois no Exemplo 1 encontramos duas curvas lisas diferentes ao longo das quais 
esse limite tem dois valores diferentes. Especificamente, 


; x . x 1 
fm e E E, Ea T 
()->(0,0) x? + y? ay => 00 x? + y? 2 
(ao longo de x = 0) (ao longo de y = x) 


E CONTINUIDADE 


Informalmente enunciado, uma função de uma variável é contínua se o seu gráfico for uma 
curva não quebrada, sem saltos ou buracos. Para estender esta ideia para funções de duas va- 
riáveis, imagine que o gráfico de z = f(x, y) esteja moldado a partir de uma fina camada de 
argila que tenha sido escavada ou apertada com força, criando cumes e vales. Consideraremos 
f como sendo contínua se a superfície de argila não tiver ruptura nem buracos. As funções 
cujos gráficos estão na Figura 13.2.8 deixam de ser contínuas devido ao seu comportamento 
em (0, 0). 

A definição precisa da continuidade em um ponto para funções de duas variáveis é aná- 
loga àquela para funções de uma variável — será necessário que o limite da função e o valor da 
função sejam o mesmo naquele ponto. 


13.2.3 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f(x, y) é contínua em (xo, Yo) se flxo, Yo) 
estiver definido e se 


lim fx, y) = flo, yo) 
(x,y) > (x0, y0) 
Além disso, se f for contínua em cada ponto de um conjunto aberto D, então dizemos que 
fé contínua em D; e se f for contínua em todo ponto do plano xy, então dizemos que f é 
contínua em toda parte. 


O teorema seguinte, que enunciamos sem demonstração, ilustra algumas das maneiras 
em que funções contínuas podem ser combinadas para produzir novas funções contínuas. 


13.2.4 TEOREMA 


(a) Se g(x) for contínua em xo e h) for contínua em yo, então f (x, y) = 8x)hQ) será 
contínua em (xo, yo). 


(b) Se h(x, y) for contínua em (xo, yo) e g(u) for contínua em u = h(xo, yo), então a com- 
posição f (x, y) = g(h(x, y)) será contínua em (xo, yo). 


(c) Se f(x, y) for contínua em (xo, yo) e x(t) e y(t) forem contínuas em to, com x(to) = Xo € 
Y(to) = yo, então a composição f (x(t), y(t)) será contínua em to. 


> Exemplo 4 Use o Teorema 13.2.4 para mostrar que as funções f(x, y) = 3xºy e 
f(x, y) = sen(3x2y) são contínuas em toda parte. 


Solução Os polinômios g(x) = 3x2 e A(y) = y> são contínuos em cada ponto da reta real; 
portanto, pela parte (a) do Teorema 13.2.4, a função f(x, y) = 3x2y? é contínua em cada 
ponto (x, y) do plano xy. Como 3x2yº é contínua em cada ponto do plano xy e sen u é con- 
tínua em cada ponto u da reta real, segue da parte (b) do Teorema 13.2.4 que a composição 
f(x, y) = sen (3x2yº) é contínua em toda parte. < 


Figura 13.2.9 
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O Teorema 13.2.4 é um de uma classe inteira de teoremas sobre continuidade de fun- 
ções de duas ou mais variáveis. O conteúdo desses teoremas pode ser resumido informalmen- 
te com três princípios básicos: 


Reconhecendo Funções Contínuas 
e A composição de funções contínuas é contínua. 
e A soma, a diferença ou o produto de funções contínuas são contínuos. 


e O quociente de funções contínuas é contínuo, exceto onde o denominador for zero. 


Usando esses princípios e o Teorema 13.2.4, o leitor deve ser capaz de confirmar que as 
seguintes funções são todas contínuas em toda parte. 


xy 


xe” + 2/3 cosh(xy?) — Ixy], ———— 
y (xy?) — Ixy] DERA 


> Exemplo5 Calcule lim —2. 
ey) > 1,2 x? + y? 


Solução Como f(x, y) = x y/(xº + y’) é contínua em (—1, 2) (por quê”), segue da definição 
de continuidade para funções de duas variáveis que 


xy CDO) 2 P 


lim = = 
y> D x+y? (D+? 5 


> Exemplo 6 Como a função 


xy? 


l— xy 


fœ, y)= 


é um quociente de funções contínuas, é contínuo exceto onde 1 — xy = 0. Assim, fx, y) é 
contínua em toda parte exceto na hipérbole xy = 1. < 


E LIMITES EM DESCONTINUIDADES 
Às vezes, é fácil reconhecer quando um limite não existe. Por exemplo, é evidente que 


lim —————— = +% 
@y)—> 0,0) x2 + y? 


o que implica que os valores da função tendem a +% quando (x, y) —> (0, 0) ao longo de qual- 
quer curva lisa (Figura 13.2.9). Contudo, não é evidente se o limite 


lim (x? + y^ ln(x? + y? 
E a y^) In( y^) 


existe, pois está na forma indeterminada do tipo O - «o. Embora a regra de L’ Hôpital não possa 
ser aplicada diretamente, o seguinte exemplo ilustra um método para encontrar esse limite 
convertendo-o para coordenadas polares. 


> Exemplo 7 Pepe ma ea +93 In(x? + y’). 
x,y) > A 


Solução Sejam (r, 0) as coordenadas polares do ponto (x, y) com r > 0. Então, temos 


x=rcos6, y=rsenð, r=x¥ +y 
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Além disso, uma vez que r > 0, temos r = yx? + y2, de modo que r — 0" se, e somente se, 
(x, y) — (0, 0). Assim, podemos reescrever o limite dado como 


lim +y’) hna? +y’) = lim, r nr? 


(x,y) > (0,0) 
lim 2lnr Isso converte o limite para uma 
r>0+ 1 / r2 forma indeterminada do tipo c/c. 
` 2/r 
lim 2r? Regra de L’Hopital. 
r0 =T 


= lim (=r°)=0 « 


r=>0t 


OBSERVAÇÃO | O gráfico de f(x, y) = (2 + 3?) InQ? + y?) no Exemplo 7 é uma superfície com um buraco, ou furo, na origem 
(Figura 13.2.10). Podemos remover essa descontinuidade definindo f (0, 0) como sendo igual a O. (Ver Exercí- 
cios 39 e 40, que também tratam da noção de descontinuidade “removível”.) 


E CONTINUIDADE EM PONTOS DE FRONTEIRA 

Em nosso estudo de continuidade de funções de uma variável, definimos primeiramente a 
continuidade em um ponto, depois a continuidade em intervalos abertos e, então, usando li- 
mites laterais, estendemos a noção de continuidade para incluir os pontos nas extremidades 
do intervalo. Analogamente, para funções de duas variáveis, podemos estender a noção de 
continuidade de f (x, y) para a fronteira de seu domínio, modificando apropriadamente a Defi- 
nição 13.2.1, de tal modo que (x, y) seja forçado a aproximar (xo , Yo) somente por pontos que 
Figura 13.2.10 estejam completamente no domínio de f. Omitiremos os detalhes. 


z= (+33 hna +?) 


> Exemplo 8 O gráfico da função f(x,y) = y1 — x? — y? é o hemisfério superior mos- 
trado na Figura 13.2.11, e o domínio natural de fé o disco unitário fechado 


xX+y<1 
O gráfico de fnão apresenta cortes nem buracos, de modo que passa no nosso “teste intuitivo” de 
Z continuidade. Nesse caso, a continuidade em um ponto (xo, Yo) da fronteira reflete o fato de que 
-1 1 
lim V1I-x2-y2=V/1-x)-34=0 
(2,3) > (x0, y0) 
z=l-x2-y quando (x, y) fica restrito a pontos do disco unitário fechado x? + y? < 1. Segue que f é con- 


tínua em seu domínio. <4 
Figura 13.2.11 


E EXTENSÕES PARA TRÊS VARIÁVEIS 


Todos os resultados nesta seção podem ser estendidos para funções de três ou mais variáveis. 
Por exemplo, a distância entre os pontos (x, y, Z) e (xo, Yo, Zo) no espaço tridimensional é 


vg — x0)? + O — y0)? + Z — zo)? 


logo, a extensão natural da Definição 13.2.1 para o espaço tridimensional é: 


13.2.5 DEFINIÇÃO Seja fuma função de três variáveis e suponha que f esteja definida 
em todos os pontos dentro de uma bola centrada em (xo, yo, Zo), exceto, possivelmente, em 
(xo, Yo, Zo). Escrevemos 
lim (œ, y,z)=Ł 
(x,y,z) > (x0: y0:Z0) f (4) 
se, dado qualquer número e > 0, pudermos encontrar um número ô > O tal que f(x, y, z) 
satisfaça 


f(x,y, 2) — L] <E 


sempre que a distância entre (x, y, Z) e (xo, Yo, Zo) satisfizer 


0 < y(x — x0)? + (Y — yo)? + Z — zo)? < ô 
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Da mesma forma que ocorre com as funções de uma ou duas variáveis, definimos uma 
função f (x, y, z) de três variáveis como sendo contínua em um ponto (xo, Yo, Zo) se o limite da 
função e o valor da função forem o mesmo neste ponto, isto é, 

lim f(x, y, z) = flo, Yo, Zo) 
(x,y,z) > (x0,70,20) 
Embora os detalhes sejam omitidos, as propriedades de limites e de continuidade que foram 
discutidas para funções de duas variáveis, inclusive a noção de continuidade em pontos de 
fronteira, podem ser transportadas para funções de três variáveis. 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.2 (Ver página 927 para respostas.) 


1. Seja b) lim e”= 
(0,3) > (0,1) 
x-y? f 2,3 ( 1 ) 
D=>D—— c lim (xf +y^)sen| —— | = — 
fed O Mo + sen 

Determine o limite de f(x, y) quando (x, y) tende a (0, 0) ao 3. Uma função f(x, y) é contínua em (xo , Yo) desde que f(xo, Yo) 

longo da curva C. exista e que f(x, y) tenha um limite igual a quando 

(a) C:x=0 (b) C:y=0 (x, y) tende a 

as qi 

E y=x 0 As bm 4. Determine todos os valores da constante a tais que a função 

2. (a) lim xcosty=—— f(x, y) = yx? — ay? + 1 seja contínua em toda parte. 
(,7) > (3,2) 
EXERCÍCIOS 13.2 
e o xz 
1-6 Use as leis do limite e as propriedades da continuidade para 17. lim -n 
calcular o limite. E poea yE 
4x — 

1. lim  (4xy? — x) 2. lim SE. 18. lim In(2x +y — z) 

(x,y)> (1,3) (x,7) > (0,0) sen y — 1 (x,y,z)—> (2,0,-1) 

3 

3 lim _ 4 lim EP 9.º qm SEHA 

y>) x +y @,y)>(1,—3) ayd > 0,00 /x2 E y2 4z y +z 


5 lm ma +xy’ 6. lm xy +2x 
(x,y) — (0,0) ( y) (x,y)—> (4,—2) » 20 . sen / x2 + y? +z? 


lim 
2 2472 
7-8 Mostre que o limite não existe considerando os limites quando e AÊ +z 


(x, y) — (0, 0) ao longo dos eixos coordenados. E - 
7 [2492422 
3 RR a. lim E 
7. (9) lm S>S b) lm Ss ya > 000 yx? +y? +z 
@.y)> (0,0) x? + 2y? @,y)> (0,0) 2x2 + y2 
1 
f ty . cos xy 22. lim arc tg [ma] 
8. (a lm = b im = En 2 E) 
a y> 0,0 x? + y2? i @,y)—> 0,0) x2 + y2 RAD PREE 


23-26 Calcule o limite, se existir, convertendo para coordenadas 


9-12 Calcule o limite fazendo a substituição z = x? + y? e observan- 
polares, como no Exemplo 7. E 


do que z — 0? se, e somente se, (x, y) > (0,0). E 


o sen2 +y?) 1 — cos(x? + y?) 23. lim vx? +y na? +y’) 
9. lm ——————— 10 lim. 5 *. (1,7) > (0,0) 
(,)=>(0,0) x? +y? (1,3) > (0,0) x +y? 242 
z xX y 
Mana 24. lim In(x2 + y?) 25. im —=——— 
1. lim eVe’ 12. lim ETIN t (6.0) (0,0)7 É (> 0,0) /x2 +72 
(1,7) — (0,0) (,)>(0,0) /x2 + y2 2y 
. noi ; da . 26. lim  —-— 
13-22 Determine se o limite existe. Se existir, determine seu (6) (0,0) /x2 + 2y? 
valor. E 
4 4 4 164 27-28 Calcule o limite, se existir, convertendo para coordenadas 
13. im et 14. im O SA esféricas, (p, 0, &) e observe que p — 0" se, e só se, (x, y, z) — 
@,y)> (0,0) x? + y? @.y)> 0,0) x2 + 4y? (0,0,0). E 
— x? — y? xyz 
xy im L% 27. hi -7H 
15. lim ———— 16. lim — . im 
(x,7)= (0,0) 3x? + 2y? (,)=>(0,0) x? +y? @,y,z)> (0,0,0) x? + y? + z? 
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28. lim sen x sen y 


(x,y,z) —> (0,0,0) /x2 + 2y2 + 372 


29-32 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. W 


29. Se D for um conjunto aberto do plano ou do espaço, então cada 
ponto de D será um ponto interior de D. 


30. Se f(x, y)—L quando (x, y) tender a (0, 0) ao longo do eixo x e 
se f(x, y)— L quando (x, y) tender a (0, 0) ao longo do eixo y, 
então lim y> 0,0 (X,)) = L. 


31. Sefe g forem funções de duas variáveis tais que f+ g e fg sejam 
ambas contínuas, então ambas as funções, fe g, serão contínuas. 


32. Selim, .so+ f(x) = L £ 0, então 
x2 +y? 


lim  —— 
(1) 0,0) f(x? + y?) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


33. A figura a seguir mostra uma parte do gráfico de 


(a) Baseado no gráfico da figura, f (x, y) tem limite quando 
(x, y) — (0, 0)? Explique seu raciocínio. 

(b) Mostre que f (x, y) —> 0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo 
de qualquer reta y = mx. Isso implica que f (x, y) > 0 
quando (x, y) — (0,0)? Explique. 

(c) Mostre que f (x, y) — > quando (x, y) — (0,0) ao longo 
da parábola y = x° e confirme visualmente que isso é 


consistente com o gráfico de f (x, y). 

(d) Baseado nas partes (b) e (c), f(x, y) tem um limite 
quando (x, y) — (0, 0)? Isso é consistente com a res- 
posta da parte (a)? 


Figura Ex-33 


34. (a) Mostre que o valor de 
A 
2x6 + y? 
tende a O quando (x, y) — (0, 0) ao longo de qualquer 
reta y = mx ou ao longo de qualquer parábola y = kx?. 


(b) Mostre que 


xy 


lim  ————— 
(6) (0,0) 2x8 + y? 


não existe, tomando (x, y) — (0, 0) ao longo da curva 


y=*. 


35. (a) Mostre que o valor de 
xyz 
x2 4! eg" 
tende a O quando (x, y, z) — (0, 0, 0) ao longo de qual- 
quer reta x = at, y = bt, z = ct. 
(b) Mostre que o limite 
lim 2 
@y,z)—> (0,0,0) x2 + y4 + 74 


não existe tomando (x, y, 2) — (0, 0, 0) ao longo da 
curva x= Ê, y=46,z=t. 


241 
36. Determine lim arctg [| 
(> (0,1) kO = 1) 


2 

—1 

37. Determine lim arctg E ; 
@.y)> (0,1) x? +(y— 1)? 


sen(x? + y?) 
2y (x, y) Æ (0, 0) 


1; (x, y) = (0, 0). 


Mostre que f é contínua em (0, 0). 


38. Seja f(x, y) = 


39-40 Dizemos que uma função f (x, y) tem uma descontinuidade 
removível em (xo, yo) se existir lima, y}(x, y) fŒ, y) mas f não for 
contínua em (xo, Yo), ou por não estar definida em (xo, Yo) ou por 
que f (xo, Yo) difere do valor do limite. Determine se f (x, y) tem uma 
descontinuidade removível em (0, 0). E 


x2 


9. en 
39. f(x,y) EE 


x +77, 


di sæ»=] E OO) 


se (x, y) = (0, 0) 


41-48 Esboce a maior região na qual a função fé contínua. E 


H. 0,9) = ]In(l +) 42. f(x,y) =y 


x?y 


V25—- x? — y? 


44. f(x, y)=ln(2x— y+ 1) 


Bá 
o PR a 


46. f(x, y) = el 
48. f(x,y) = arc tg (x — y) 


43. f(x,y) = 


47. f(x,y) = are sen (x y) 


49-52 Descreva a maior região na qual a função f é contínua. E 
49. f(x,y, 2) = 3x e" cos (xyz) 

50. fx y)=In(4-2-y— 22) 

y+1 


x+272-1 


52. fœ, y, z) = sen yx? + y? + 3z? 


51. fœ, y,z)= 
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53. Texto Descreva o procedimento que poderíamos usar para 54. Texto Com suas próprias palavras, dê a interpretação geomé- 
determinar se existe ou não o limite trica da definição € e ô de 
lim (x, y) lim (x, y)=L 
(0,7) > (x0, y0) fœy Œy) > (x0, y0) fm» 


dada na Definição 13.2.1. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.2 


1. @) 1 DIDO (d1 2. (a)3 DIDO 3. fo, yo); Œo y) 4 a<0 


13.3 DERIVADAS PARCIAIS 


Nesta seção, desenvolveremos as ferramentas matemáticas para estudar taxas de variação 
que envolvam duas ou mais variáveis independentes. 


E DERIVADAS PARCIAIS DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS 


Se z = f (x, y), então é possível indagar como os valores de z variam se x for mantido fixado 
e a y for permitido variar ou se y for mantido fixado e a x for permitido variar. Por exemplo, 
a lei dos gases ideais da Física afirma que, sob condições apropriadas, a pressão exercida por 
um gás é uma função do volume do gás e sua temperatura. Assim, um físico estudando gases 
poderia estar interessado na taxa de variação da pressão se o volume for mantido fixado e à 
temperatura for permitido variar ou se a temperatura for mantida fixada e ao volume for per- 
mitido variar. Passamos a definir uma derivada que descreva tais taxas de variação. 

Suponha que (xo, Yo) seja um ponto do domínio de uma função f(x, y). Se fixarmos 
y = yo, então f(x, yo) é uma função apenas da variável x. O valor da derivada 


d 
T [fŒ yo)] 


em xo dá, portanto, uma medida da taxa de variação instantânea de f em relação a x no ponto 
(xo, Yo). Analogamente, o valor da derivada 


d 
dy Co y)] 


em yo dá uma medida da taxa de variação instantânea de f em relação a y no ponto (xo, yo). 
Essas derivadas são tão importantes no estudo do Cálculo Diferencial de funções a várias va- 
riáveis que têm seu próprio nome e notação. 


13.3.1 DEFINIÇÃO Sez = f(x, y) e (xo, Yo) é um ponto no domínio de f, então a derivada 
parcial de f em relação a x em (xo, yo) [também chamada de derivada parcial de z em re- 
lação a x em (xo, yo)] é a derivada em xo da função que resulta quando y = yo for mantido 
fixo e a x for permitido variar. Essa derivada parcial é denotada por fi(xo, Yo) e é dada por 


d EE 
fixo, Yo) = melho, yo)] im Flo + Ax, yo) — f(xo, Yo) 1) 
X Ax>0 


Ax 


X=X0 


Os limites em (1) e (2) mostram a Analogamente, a derivada parcial de f em relação a y em (xo, yo) [também chamada de 
relação entre as derivadas parciais derivada parcial de z em relação a y em (xo, yo)] é a derivada em yo da função que resulta 
eras derivadas de, funções de uma quando x = xo for mantido fixo e a y for permitido variar. Essa derivada parcial é denotada 


variável. Na prática, nosso método : dad 
usual de calcular derivadas parciais por Jyxo; y 0) e Gata por, 


é manter uma variável fixa e, então, F 
derivar a função resultante usando IEO: w = = o = ff 
as regras de derivação de funções dy y=yo Ay 
de uma variável. 


a f(xo, yo + Ay) — Flo, Yo) 
>0 Ay 


(2) 
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> Exemplo 1 Encontre f(1, 3) e (1, 3) para a função f(x, y) = 2x°y? + 2y + 4x. 


Solução Como 
d d 3 2 
f(x, 3) = — [f (x, 3)] = — [18xº + 4x + 6] = 54x" + 4 
dx dx 
temos f(1, 3) = 54 + 4 = 58. Também, como 
d d 2 
Ha, y) = IfA, y) = — By +2y+4]=4y+2 
dy dy 
temos f} (1, 3) = 43) +2 = 14. «4 
E AS FUNÇÕES DERIVADAS PARCIAIS 
As Fórmulas (1) e (2) definem as derivadas parciais de uma função em um ponto (xo, Yo) 


específico. Contudo, muitas vezes será desejável omitir os subscritos e pensar nas derivadas 
parciais como funções das variáveis x e y. Essas funções são 


fa + Ax,y)— fx, 9) Go nm fœ, y + Ay) — f, y) 
0 Ax UR — Ay>50 Ay 


Í: x (x , y ) = lim 
Ax — 
O exemplo seguinte apresenta uma maneira alternativa de fazer as contas do Exemplo 1. 


> Exemplo 2 Encontre f(x, y) e f(x, y) se f(x, y) = 2x°y? + 2y +4x e use essas derivadas 
parciais para calcular f(1, 3) ef(1, 3). 


Solução Mantendo y fixo e derivando em relação a x, obtemos 
d 3,2 2,2 
fx, y) = n” y4 + 2y + 4x] = 6x" yf + 4 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA e mantendo x fixo e derivando em relação a y, obtemos 


Os sistemas algébricos computacio- 
nais têm comandos especiais para 
calcular derivadas parciais. Se o leitor 
dispuser de um CAS, use-o para en- 
contrar as derivadas parciais f(x, y) e 


fila, y) do Exemplo 2. ULHD= MD) +4=58 e LHD=43+2=14 


d Dad) 3 
bans 5x y +2y + 4x] = 4x°y +2 


Assim, 
o que está de acordo com os resultados no Exemplo 1. « 


E NOTAÇÃO DE DERIVADA PARCIAL 
COUBE RSA RR Se z = f(x, y), então as derivadas parciais f, e fp são também denotadas pelos símbolos 
derivada parcial e é derivado do alfa- 9 f dz 9 f dz 
beto cirílico. — 2 


əx’ Ox əy ðy 


Algumas notações típicas para as derivadas parciais de z = f(x, y) no ponto (xo, yo) são 


of əz af a Blcas 
ER , X0, , X0, 
3x 3x 3x ga u gy 


i , 
X=X0,)=)0 (xo, Yo) (x0, y0) 
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> Exemplo 3 Determine 9z/ôx e dz/0y se z = x" sen (y?). 


Solução 
ð ð ə ð 
Sa jyt sen(xy*)] = x*— [sen(xy*)] + sen(xy”) - =x") 
Ox Ox Ox Ox 
= xf cos(xy”) - y? + sen(xy?) - 4x? = xy? cos(xy?) + 4x? sen(xy?) 
ə ð ə ð 
Z Z L it sen(xy°)] = xt Z [sen(xy?)] + sen(xy?) - — (x4) 
dy Əy dy dy 


II 


xí cos(xy°) . 3xy? + sen(xy?) -0= 3x5y? cos(xy°) < 


E DERIVADAS PARCIAIS VISTAS COMO TAXAS DE VARIAÇÃO E INCLINAÇÕES 
Lembre-se de que, se y = f(x), então o valor de f’ (xo) pode ser interpretado ou como a taxa 
de variação de y em relação a x no ponto x ou a inclinação da reta tangente ao gráfico de f 
no ponto xo. As derivadas parciais têm interpretações análogas. Para ver isso, suponha que C1 
seja a interseção da superfície z = f(x, y) com o plano y = yo e que C3 seja sua interseção com 
o plano x = xo (Figura 13.3.1). Assim, f(x, yo) pode ser interpretada como a taxa de variação 
de z em relação a x ao longo da curva C; e f(xo, y) pode ser interpretada como a taxa de varia- 
ção de z em relação a y ao longo da curva C2. Em particular, f(xo, yo) é a taxa de variação de 
z em relação a x ao longo da curva C4 no ponto (xo, yo) e fy(xo, Yo) é a taxa de variação de z em 
relação a y ao longo da curva C3 no ponto (xo, Yo). 


Inclinação = f(x9, yo) 


Figura 13.3.1 


Em problemas concretos, deve- 
mos acompanhar a interpretação de 


fáxo Yo) e€ f(x, Yo) pelas unidades 
correspondentes. Veja o Exemplo 4. 


> Exemplo 4 Lembre que o índice de sensação térmica é dado pela fórmula 
W = 35,74 + 0,6215T + (0,4275T — 35,75)u®!6 


Calcule a derivada parcial de W em relação a v no ponto (T, v) = (25, 10) e interprete essa 
derivada parcial como uma taxa de variação. 


Solução Mantendo T fixo e derivando em relação a v, obtemos 


aW 
a v) = 0 + 0 + (0,4275T — 35,75) (0,16)v®!®! = (0,4275T — 35,75)(0,16)v 28! 
v 


930 


Confirme a conclusão do Exemplo 4 
calculando 


W(Q5,10+ Av) — W(25, 10) 


Cálculo 


Av 


com valores de Av perto de 0. 


VELOCIDADE DO VENTO U 
(milhas/h) 


Tabela 13.3.1 


TEMPERATURA T (°F) 


W | 25 | SO | Ss 

Sm 13 | 19 | 25 | 31 

10 9 | i5 | 21 | 27 
IS 6 | 13 | 19 |25 
20 4 | 11 | 17 | 24 


Como W é dado em graus Fahrenheit e v, em milhas por hora, as unidades de uma taxa de 
variação de W em relação a v são °F/(milhas/hora) (que também podemos escrever como 
°F-h/milhas). Substituindo T = 25 e v = 10, temos 


ºF 


oW 
— (25, 10) = (—4,01)107084 ~ —0,58 ——— 
ðv milhas/h 


como a taxa de variação instantânea de W em relação a v no ponto (T, v) = (25, 10). Concluí- 
mos que se a temperatura do ar permanecer constante em 25°F e a velocidade do vento mudar 
um pouco a partir de uma velocidade inicial de 10 milhas por hora, então a razão da variação 
do índice de sensação térmica pela variação da velocidade do vento deveria ser de aproxima- 
damente —0,58°F/(milhas/hora). < 


Geometricamente, fi(xo, Yo) pode ser vista como a inclinação da reta tangente à curva C1 
no ponto (xo, Yo) € (xo, Yo) pode ser vista como a inclinação da reta tangente à curva Cz no 
ponto (xo, Yo) (Figura 13.3.1). Diremos que f(xo, Yo) é a inclinação da superfície na direção 
x em (xo, Yo) € (xo; Yo), a inclinação da superfície na direção y em (xo, yo). 


> Exemplo5 Seja fx, y) = xy + 5y?. 
(a) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção x no ponto (1, —2). 
(b) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção y no ponto (1, —2). 
Solução (a) Derivando fem relação a x com y fixo, obtemos 

fds) = 2 


Assim, a inclinação na direção x é f(1, —2) = —4, isto é, z está decrescendo a uma taxa de 4 
unidades a cada unidade de crescimento de x. 


Solução (b) Derivando fem relação a y com x fixo, obtemos 
fay) = + 15y 


Assim, a inclinação na direção y é (1, —2) = 61, isto é, z está crescendo a uma taxa de 61 
unidades a cada unidade de crescimento de y. < 


E OBTENDO DERIVADAS PARCIAIS APROXIMADAS DE TABELAS 
Para funções dadas por meio de tabelas, podemos estimar as derivadas parciais usando entra- 
das adjacentes da tabela. 


> Exemplo 6 Use os valores da função índice de sensação térmica W(T, v) dados na Ta- 
bela 13.3.1 para estimar a derivada parcial de W em relação a v no ponto (T, v) = (25, 10). 
Compare essa estimativa ao valor da derivada parcial obtida no Exemplo 4. 


Solução Como 


W(25,10+ Av) — W(25,10) li W(25,10 + Av) — 15 
= 1m 
Av Av>0 Av 


ow 
— (25,10) = lim 
dv Av>0 


podemos aproximar a derivada parcial por 


W(Q5,10+ Av) — 15 
Av 


9 
IW (os, 10) = 
dv 


Com Av = 5, essa aproximação é 


W(25,10+5)-15  W(25,15)-15 13-15 2 °F 


5 5 5 5mih 


ow 
— (25,10) = 
dv 


Figura 13.3.2 


Verifique o resultado obtido no Exem- 


plo 7 derivando as funções 


z=v1-x2-y2 


z=-yl- x- y? 


diretamente. 


Capítulo 13 / Derivadas parciais 931 


e com Av = —5, é 


W(25,10—-5)—15 W(25,5)—15 19-15 4 °F 
-5 = =5 5“ 5mi/h 


aW 
— (25,10) = 
du 


Consideremos a média dessas duas aproximações, -4 = —0,6°F/(milhas/hora), como nossa 


estimativa de (9W/ðv)(25, 10). Isso está próximo do valor 
°F 
mi/h 


oW 
p 10) = (—4,01)107®4 ~ —0,58 
v 


encontrado do Exemplo 4. < 


E DERIVAÇÃO PARCIAL IMPLÍCITA 


> Exemplo 7 Determine a inclinação da esfera x? + y? + z? = 1 na direção y nos pontos 
(3,3, 4)e(4, i, —4) (Figura 13.3.2). 

Solução O ponto (ż, Ł, $) situa-se no hemisfério superior z = y1 — x? — y?, e o ponto 
(3, L, — 2) situa-se no hemisfério inferior z = —,/1 — x? — y?. Poderíamos encontrar as in- 
clinações derivando cada expressão para z separadamente em relação a y e, então, calcular as 
derivadas em x = A ey= L, Contudo, é mais eficiente derivar a equação dada 


21212 
x+y +z =1 
implicitamente em relação a y, uma vez que isso nos dará ambas as inclinações com uma dife- 


renciação. Para efetuar a derivação implícita, vemos z como uma função de x e y e derivamos 
ambos os lados em relação a y, mantendo x fixo. Os cálculos são: 


o ð 
— [x +y +z] = —[] 
ðy əy 


oz 
0+2y+272— =0 


əy 
oz y 
dy Z 
im E dado jd a 
Substituindo as coordenadas y e z dos pontos (4, +, 4) e (5, 4, — 3) nessa expressão, vemos 
E dd dia bass das EE 
que a inclinação no ponto (%, 4, 5) é —; e a inclinação no ponto (%, 3, —5) é5. < 


> Exemplo 8 Suponha que D = yx? + y? seja o comprimento da diagonal de um retân- 
gulo cujos lados têm comprimentos x e y que podem variar. Determine uma fórmula para a 
taxa de variação de D em relação a x se x varia com y considerado constante e use essa fór- 
mula para determinar a taxa de variação de D em relação a x no ponto em que x = 3 e y = 4. 


Solução Derivando ambos os lados da equação D? = x? + y? em relação a x, obtemos 


ƏD . ƏD 
2D— =2x eassim, D-— =x 
Ox Ox 


Como D = 5 quando x = 3 e y = 4, segue que 


Assim, D está crescendo a uma taxa de 5 unidades por aumento de unidade de x no ponto 
(3,4). 4 
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>N 


Figura 13.3.3 


E DERIVADAS PARCIAIS E CONTINUIDADE 

Contrastando com o caso de funções de uma única variável, a existência de derivadas parciais 
de funções de várias variáveis não garante a continuidade da função. Esse fato é exibido no 
exemplo seguinte. 


> Exemplo9 Seja 
xy 
-z z (,9) # (0,0) 
fe y=] WHY (3) 
0, (x, y) = (0,0) 
(a) Mostre que f, (x, y) e fy (x, y) existem em todos os pontos (x, y). 
(b) Explique por que fnão é contínua em (0, 0). 
Solução (a) A Figura 13.3.3 mostra o gráfico de f. Note que f é parecida com a função con- 
siderada no Exemplo 1 da Seção 13.2, exceto que agora associamos a fo valor O em (0, 0). 
Exceto nesse ponto, as derivadas parciais de f são 
a? yy- yx) xy? 


fx, y) = (x2 + y2)? T (x2 de 32)? 


(4) 


(x? +3)x — xy(2y) xy? — x’ 
(x? + y2)? (+? 


H00,)) = (5) 

Não é evidente da Fórmula (3) se f tem derivadas parciais em (0, 0) e, caso afirma- 
tivo, quais os valores dessas derivadas. Para responder a essa questão, teremos de usar as 
definições das derivadas parciais (Definição 13.3.1). Aplicando as Fórmulas (1) e (2) a 
(3), obtemos 


SÃO, 0) = lim LD AO, U po 


AX Ax>0 Ax 
0, Ay) — f(0,0 . 0-0 

paw i LOAD TOO q 0-0 
j Ay>0 Ay Ay>0 Ay 


Isso mostra que f tem derivadas parciais em (0, 0) e os valores de ambas as derivadas parciais 
são 0 nesse ponto. 


Solução (b) Vimos no Exemplo 3 da Seção 13.2 que 


xy 
lim A r Y 
@y)—> 0,0) x? + y? 


não existe. Assim, f não é contínua em (0, 0). < 


Na próxima seção, abordaremos a relação entre a continuidade de uma função e as pro- 
priedades de suas derivadas parciais. 


E DERIVADAS PARCIAIS DE FUNÇÕES COM MAIS DE DUAS VARIÁVEIS 
Para uma função f(x, y, z) de três variáveis, há três derivadas parciais: 


Iy D 0 VD fAX, Y, 2) 


A derivada parcial f, é calculada mantendo y e z constantes e derivando em relação a x. Para 


fy as variáveis x e z mantêm-se constantes, e para f, as variáveis x e y são mantidas constantes. 


Se uma variável dependente 


w = f(x, y, 2) 
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for usada, então as três derivadas parciais de f podem ser denotadas por 


ðw ðw ðw 
e pa e SE, 
dx dy oz 


> Exemplo 10 Se f(x,y, z) = Xy z + 2xy + z, então 
fx, y, D)=3xyz7! + 2y 
fŒ, y, z) = 2x°yzt + 2x 
fex, y, z) = 4x? yz? 41 
f1, 1, 2) = 4—1} (1) (2 + 1 = —31 <4 


> Exemplo 11 Se f(p, 0, &) = p? cos q sen 6, então 
o(p. 8, $) = 2p cos ġ sen 0 
fa(p, 0, $) = p? cos ġ cos 0 
fo(0,0,4) = —p? sing sent «4 


Em geral, se (vi, V2, v3,..., vn) for uma função de n variáveis, haverá n derivadas par- 
ciais de f, cada uma das quais sendo obtida fixando n — 1 variáveis e derivando a função em 
relação à variável que não foi fixada. Se w = f (v1, v2,..., Vn), então essas derivadas parciais 
são denotadas por 


ow ðw ðw 
ðv du 


dVn 


onde ðw/ðv; é obtida fixando todas as variáveis exceto v; e derivando em relação a v;. 


E DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 

Suponha que f seja uma função de duas variáveis x e y. Como as derivadas parciais 9f/0x 
e df/dy também são funções de x e y, essas funções podem, elas mesmas, ter derivadas 
parciais. Isso origina quatro possíveis derivadas parciais de segunda ordem de f, que são 


definidas por 
Pf o (Əf eF. Pf ð (Əf er 
0x2 gxldx) M əy? dyloy) 2 


Derivando duas vezes Derivando duas vezes 
em relação a x. em relação a y. 


Bf 3 (af 3f a (af 
g (dx) = br (5) = 4» 


dxdy dx 


Derivando primeiramente 
em relação a x e, então, 
em relação a y. 


Os dois últimos casos são denominados derivadas parciais de segunda ordem mistas. Além 
disso, as derivadas 9f/0x e df/9y são chamadas frequentemente de derivadas parciais de pri- 
meira ordem, quando for necessário distingui-las das derivadas parciais de ordem superior. 
Convenções análogas se aplicam a derivadas parciais de segunda ordem de uma função de 
três variáveis. 
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ADVERTÊNCIA 


Se f for uma função de três variáveis, 
então o análogo do Teorema 13.3.2 
vale para cada par de derivadas par- 
ciais de segunda ordem mistas se tro- 
carmos “disco aberto” por “bola aber- 
ta”. Quantas derivadas parciais de 
segunda ordem possuem uma função 


tie sp 


Observe que as duas notações para as parciais de segunda ordem mistas têm convenção oposta quanto à ordem 
de diferenciação. Na notação “9”, as derivadas são feitas da direita para a esquerda e, na notação “subscrito”, elas 
são tomadas da esquerda para a direita. Contudo, a convenção faz sentido se inserirmos os parênteses: 


of = ð af Da direita para a esquerda. Derivando ati Da esquerda para a direita. Derivando 
dydx E y\ðx dentro dos parênteses primeiro. f. ay f » | dentro dos parênteses primeiro. 


> Exemplo 12 Determine as derivadas parciais de segunda ordem de f(x, y) = xy? + xºy. 


Solução Temos 


ð ð 
CE EEA e o =3xy tx 
Ox dy 


e portanto 


= 4x°y) = 2y? + 12x? 
ax? dx dx əx =) E or 


2 
f ð (£)- Lg 


af = ð of = ð (3x2y? +x’) = 6x2y 

əy? dy dy dy 

9? o /9 ð 

L “9x (5) = Jx Gx’? te= 6x? + 4x? 
of o (Əf ə 

3yəx = 3» (2) = Jy (Qxy* + 4x)y) = 6xy? + 4% «4 


As derivadas parciais de terceira ordem, de quarta ordem e de ordens superiores podem 
ser obtidas derivando sucessivamente. Algumas possibilidades são 


f a (PFN P f a (PFN a 

dx) gx (ax?) CM ayt dy lay) DM 

Pr a(Pf o f a (df zi 
dy20x dy (ðyðx] | dy20x? dy (ðyðx?] 7I 


> Exemplo 13 Seja fx, y) = y’e + y. Determine fy- 


Solução 


BE P I) 2 ə 
xyy = = = *) = —(2ye*) = 2e” q 
foy dy20x Oy? (5º) 3y? ge) Th ve) E 


E IGUALDADE DAS PARCIAIS MISTAS 


Poderíamos esperar que uma função f (x, y) tivesse quatro derivadas parciais de segunda or- 
dem distintas: fx, fry» fyx € fyy Contudo, observe que as derivadas parciais de segunda ordem 
mistas no Exemplo 12 são iguais. O teorema a seguir (demonstrado em cursos avançados) 
explica o motivo dessa igualdade. 


13.3.2 TEOREMA Seja fuma função de duas variáveis. Se fy e fx forem contínuas em 


algum disco aberto, então fy = fyx nesse disco. 
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Segue desse teorema que se f(x, y) e f(x, y) forem contínuas em toda parte, então 
fox, y) = f(x, y) com quaisquer valores de x e y. Como os polinômios são contínuos em toda 
parte, isso explica por que as parciais de segunda ordem mistas do Exemplo 12 são iguais. 


E A EQUAÇÃO DA ONDA 

Considere uma corda de comprimento L fortemente esticada entre os pontos x = 0ex=L 
sobre um eixo x e suponha que coloquemos a corda em movimento vibratório por um puxão 
no instante t = O (Figura 13.3.44). O deslocamento de um ponto sobre a corda depende de sua 
coordenada x e do tempo decorrido t e, portanto, é descrito por uma função u(x, t) de duas va- 
riávies. Com um valor fixado 1, a função u(x, t) depende somente de x, e o gráfico de u versus 
x descreve a forma da corda — pense nele como uma foto instantânea da corda no instante t 
(Figura 13.3.4b). Segue que em um tempo fixado t, a derivada parcial du/dx representa a in- 
clinação da corda no ponto x, e o sinal da derivada parcial de segunda ordem 92u/9x? nos diz 
se a corda é côncava para cima ou para baixo no ponto x (Figura 13.3.4c). 


Au Au Au 
ou A 
rs ðu — < 0 (côncavo para baixo) 
Inclinação = — 9x2 
E dx 
| | 
| | 
| | 
x | x | x 
0 E á 0 X L > 0 = L > 
(a) (b) (c) 
Figura 13.3.4 


O vndrpttn/iStockphoto 
A vibração de uma corda dedilhada 
é governada pela equação da onda. 


Fixado um valor de x, a função u(x, t) depende apenas de t, e o gráfico de u versus t é 
a curva posição versus tempo do ponto sobre a corda com a coordenada x. Assim, dado um 
valor fixado x, a derivada parcial ðu/ðt é a velocidade do ponto com a coordenada x e 2u/0t 
é a aceleração daquele ponto. 
Pode ser provado que, sob condições apropriadas, a função u(x, t) satisfaz uma equação 
da forma 
92u 2 92u 
> =e— 
ot? ox? (6) 
onde c é uma constante positiva que depende das características físicas da corda. Essa equa- 
ção, que é denominada equação da onda unidimensional, envolve as derivadas parciais da 
função desconhecida u(x, t) e, portanto, é classificada como uma equação diferencial par- 
cial. Técnicas para resolver equações diferenciais parciais são estudadas em cursos avançados 
e não serão discutidas neste texto. 


> Exemplo 14 Mostre que a função u(x, t) = sen (x — ct) é uma solução da Equação (6). 


Solução Temos 


du ( j 3u ( 9 
— = cos(x — ct), — = — sen(x — c 
9x 9x? 

du ( j 92u 2 ( H 
— = —ccos(x — ct), — = —c' sen(x — c 
dt ot? 


Assim, u(x, t) satisfaz (6). < 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.3 (Ver página 940 para respostas.) 


1. 


2. 


3. 


Seja f(x, y) = x sen xy. Então f(x, y) = —— e 

hay) = 

A inclinação da superfície z = xy? na direção x no ponto (2, 3) 
é ea inclinação dessa superfície na direção y no 


ponto (2, 3) é 


O volume V de um cone circular reto de raio r e altura h é dado 
porV = amr2h. 


EXERCÍCIOS 13.3 [5 Recurso Gráfico 


4. 


(a) Encontre uma fórmula para a taxa de variação instantânea 
de Vem relação a r se r variar e h permanecer constante. 

(b) Encontre uma fórmula para a taxa de variação instantânea 
de Vem relação a h se h variar e r permanecer constante. 


Encontre todas as derivadas parciais de segunda ordem da fun- 
ção f(x, y) = 2º. 


1. 


Seja fx, y) = 3x*y?. Determine 
(a) fx, y) b) fl, y) © AA, y) 
(d) fx, 1) © AA, y) (D Hæ, 1) 
(g) AA, 2) h) AA, 2) 


Seja z = e” sen y. Determine 

(a) dz/dx (b) 3z/3y (c) dz/0x |0, y) 
(d) 8z/əx læ, (e) d/dylo,» ®© dz/9y Ix,0) 
(g) 3z/əx|anz,0 h) dz/9y lan2,0) 


3-10 Calcule as derivadas parciais indicadas. EE 


3. 


4. 


dz dz 
=p os 
É Rr td dx dy 
Ff, y) = 10x3 — 6xy? + 10x; fx, Y), fx, y) 
dz dO 
. z = (x? + 5x — 2y)$; = a 
’ ðy 
E 
- fœ, y) = = » O), pŒ, y) 
à (ep -7p/ 
(era, Seha) 
E 
Za 155), À (xev) 
əy 
z, O Oz 
. z=sen(Sxy+7xy); —, — 
“9y 


10. 
11. 


12. 


13. 


f(x, y) = cos(2xy? — aa FE yhy) 


Seja f(x, y) = y3x + 2y. 

(a) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção 
x no ponto (4, 2). 

(b) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção 
y no ponto (4, 2). 


Seja fx, y) = xe? + 5y. 

(a) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção 
x no ponto (3, 0). 

(b) Determine a inclinação da superfície z = f(x, y) na direção 
y no ponto (3, 0). 


Seja z = sen (y? — 4x). 

(a) Determine a taxa de variação de z em relação a x no ponto 
(2, 1) com y fixo. 

(b) Determine a taxa de variação de z em relação a y no ponto 
(2, 1) com x fixo. 


14. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15. 


16. 


17. 


Seja z = (x +y) |. 

(a) Determine a taxa de variação de z em relação a x no ponto 
(—2, 4) com y fixo. 

(b) Determine a taxa de variação de z em relação a y no ponto 
(—2, 4) com x fixo. 


Use a informação fornecida na figura a seguir para encon- 
trar os valores das derivadas parciais de primeira ordem de 
fno ponto (1, 2). 


z= f(x,y) 


Figura Ex-15 


A figura a seguir mostra o mapa de contornos de uma fun- 
ção não especificada f(x, y). Faça uma conjectura sobre os 
sinais das derivadas parciais f(Xo, Yo) € f(Xo, Yo) e explique 
seu raciocínio. 


to EUA Io 


Yo 


yxs 


“o Figura Ex-16 

Suponha que Nolan arremesse uma bola de beisebol para 
Ryan e que a bola deixe a mão de Nolan à mesma altura que 
é apanhada por Ryan. Se ignorarmos a resistência do ar, o 
alcance horizontal r da bola de beisebol é uma função da ve- 
locidade v da bola quando deixa a mão de Nolan e o ângulo 
9 com a horizontal em que é lançada. Use a tabela a seguir e 
o método do Exemplo 6 para obter uma estimativa 

(a) da derivada parcial de r em relação a v quando 

v = 80 pés/s e 6 = 40º; 


(b) da derivada parcial de r em relação a 6 quando 
v = 80 pés/s e 0 = 40º. 


VELOCIDADE v (pés/s) 


75 80 85 90 
35) 165 | 188 | 212 | 238 


40 173 197 | 222 249 


45 176 | 200 | 226 253 


50 173 197 | 222 249 


ÂNGULO 0 (graus) 


Tabela Ex-17 


18. Use a tabela do Exercício 17 e o método do Exemplo 6 para 
obter uma estimativa 
(a) da derivada parcial de r em relação a v quando 
v = 85 pés/s e 0 = 45°; 
(b) da derivada parcial de r em relação a O quando 
v = 85 pés/s e 0 = 45°. 


19. A figura a seguir mostra os gráficos de uma função não 
especificada f(x, y) e suas derivadas parciais f(x, y) 
e f(x, y). Determine qual gráfico é qual e explique seu 
raciocínio. 


0 
U) 2 
O) 
Sos 


IRL, 
SSSH 


Figura Ex-19 


20. O que pode ser dito sobre o sinal de ðz/3x, 3?z/3x?, 02/0y e 
92z/9y? no ponto P na figura abaixo? Explique seu raciocínio. 


z 


z=f(x,y) 


» Figura Ex-20 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


21. Se areta y = 2 for uma curva de nível de f(x, y) pelo ponto 
(4, 2), então f(4, 2) = 0. 


22. Se o plano x = 3 intersectar a superfície z = f(x, y) em uma 
curva que passa pelo ponto (3, 4, 16) e satisfaz z = y”, então 
HG, 4) =8. 


23. Se o gráfico de z = f(x, y) for um plano no espaço, então fy e fy 
serão funções constantes. 
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24. Existe um polinômio z = f(x, y) que satisfaz as equações 
Fx, y) = 3 + y? + 2y e f(x, y) = 2xy + 2y. 


25-30 Determine dz/dx e dz/dy. W 


25. z = 4e 26. z= cos(y*) 
27. z=% nd + x) 28. z= e” sen 4y? 
23 
pgs . 30; go 
x2 +97? x +) 


31-36 Determine f(x, y) e f(x,y). E 


31. foy) = Vy Ty 32 16,9) = 02 
33. fx, y) ="? arc tg(x/y) 

34. f(x, y) = xºe + y? sec x 

35. f, y) = 0° tg 97 

36. f(x, y) = cosh(Vx) senh? (xy?) 

37-40 Calcule as derivadas parciais indicadas. E 

37. fo, )=9-2 Ty: HD, AD 

38. fx, y) =x ye; f/x, 1), IfA, 1) 

39, z = yx? + 4y?; dz/0x(1,2), dz/9y(1,2) 

40. w = x° cosxy; 3w/əx (5,7), Əw/3y (4, 7) 


41. Seja fx, y, z) = Py? +xy + 2? + 1. Determine 
(a) fx, y, z) (b) HO, y, z) (c) a, y, z) 
(d) Al, y, 2) (e) A, 2, z) Œ) f1, 2,3) 


42. Seja w = x°y cos z. Determine 
(a) dw/dx (x, y, z) (b) dw/dy (x, y, z) 
(c) dw/dz (x, y, z) (d) dw/dx (2, y, z) 
(e) dw/dy (2, 1, z) (D dw/dz (2, 1, 0) 


43-46 Detemine fy, fy e f.. EB 
43. fayz) =z In(x?y cos z) 


44. f(x, y, z) = y7? sec (=) 
y 
1 
45. f(x,y, z) =arctg| — 3 
xy2z 
46. f(x, y, z) = cosh(Z) senh? (x? yz) 
47-50 Determine ðw/əx, dw/dy e dw/dz. M 


2.042 
47. w= ye sen xz 48. w = ae do 
y2 +2 

49. w = yx? + y? +z? 50. w= ye” + 
51. Seja fx, y, z) = ye“. Determine 

(a) f/x la, 1, (b) əf/Əy la, 1, © df/óz la, 1, 
52. Sejaw = yx? + 4y? — z?. Determine 

(a) dw/dx p,1,-1) (b) dw/9y lo, 1,-1) 

(©) dw/dz l,1,-1) 


53. Seja f(x, y) = e" cos y. Use um recurso computacional para ob- 
ter o gráfico das funções fi(O, y) e f(x, 7/2). 


54. Seja f(x, y) = e sen y. Use um recurso computacional para ob- 
ter o gráfico das funções fi(O, y) e f(x, 0). 
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56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 
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Um ponto move-se ao longo da interseção do paraboloide elíp- 
tico z = x? + 3y7 e do plano y = 1. Qual é a taxa de variação de 
z em relação a x quando o ponto estiver em (2, 1,7)? 


Um ponto move-se ao longo da interseção do paraboloide elíp- 
tico z = x? + 3y7 e do plano x = 2. Qual é a taxa de variação de 
z em relação a y quando o ponto estiver em (2, 1,7)? 


Um ponto move-se ao longo da interseção do plano y = 3 e a 


superfície z = 29 — x? — y2. A que taxa z está variando em 
relação a x quando o ponto está em (4, 3, 2)? 


Determine a inclinação da reta tangente em (— 1, 1, 5) da curva 
de interseção da superfície z = x? + 4y? e 
(a) o plano x = —1 (b) oplanoy = 1. 


O volume V de um cilindro circular reto é dado pela fórmula 

V=xrh, onde r é o raio e h é a altura. 

(a) Determine uma fórmula para a taxa de variação instantânea 
de Vem relação a r se r variar e h permanecer constante. 

(b) Determine uma fórmula para a taxa de variação instantânea 
de Vem relação a h se h variar e r permanecer constante. 

(c) Suponha que A tenha um valor constante de 4 pol, mas que 
r varie. Determine a taxa de variação de V em relação a r 
no ponto onde r = 6 pol. 

(d) Suponha que r tenha um valor constante de 8 pol, mas que 
h varie. Determine a taxa de variação instantânea de Vem 
relação a h no ponto onde h = 10 pol. 


O volume V de um cone circular reto é dado por 
V= Nas? Ta 


onde s é a altura inclinada e d é o diâmetro da base. 

(a) Determine uma fórmula para a taxa de variação instantâ- 
nea de V em relação a s se d permanecer constante. 

(b) Determine uma fórmula para a taxa de variação instantâ- 
nea de V em relação a d se s permanecer constante. 

(c) Suponha que d tenha um valor constante de 16 cm, mas 
s varie. Determine a taxa de variação de V em relação a s 
quando s = 10 cm. 

(d) Suponha que s tenha um valor constante de 10 cm, mas d 
varie. Determine a taxa de variação de V em relação a d 
quando d = 16 cm. 


De acordo com a lei dos gases ideais, a pressão, a temperatura 

e o volume de um gás estão relacionados por P = kT/V, onde 

k é uma constante de proporcionalidade. Suponha que V seja 

medido em polegadas cúbicas (pol?), T seja medido em kelvins 

(K) e que para um certo gás a constante de proporcionalidade 

seja k = 10 pol - Ib/K. 

(a) Determine a taxa de variação instantânea da pressão em 
relação à temperatura se a temperatura for 80 K e o volu- 
me permanecer constante em 50 pol’. 

(b) Determine a taxa de variação instantânea do volume em 
relação à pressão se a pressão for 16 Ib/pol? e a temperatu- 
ra permanecer constante em 80 K. 


A temperatura em um ponto (x, y) sobre uma placa de metal 
no plano xy é T(x, y) = X? + 2y? + x graus. Suponha que a dis- 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


tância seja medida em centímetros e determine a taxa na qual a 
temperatura varia com a distância se iniciarmos no ponto (1, 2) 
e movermos 

(a) para a direita e paralelamente ao eixo x 

(b) para cima e paralelamente ao eixo 7. 


O comprimento, a largura e a altura de uma caixa retangular 

sãol=5,w=2eh= 3, respectivamente. 

(a) Encontre a taxa de variação instantânea do volume da cai- 
xa em relação ao comprimento se w e h permanecerem 
constantes. 

(b) Encontre a taxa de variação instantânea do volume da cai- 
xa em relação à largura se l e h permanecerem constantes. 

(c) Encontre a taxa de variação instantânea do volume da cai- 
xa em relação à altura se | e w permanecerem constantes. 


A área de um triângulo é dada por A = sab sen 6, onde a e b 

são os comprimentos de dois dos lados e 9 o ângulo entre eles. 

Suponha que a = 5, b = 10 e 0 = 7/3. 

(a) Encontre a taxa segundo a qual A varia em relação a a se 
b e 0 forem mantidos constantes. 

(b) Encontre a taxa segundo a qual A varia em relação a 0 se 
a e b forem mantidos constantes. 

(c) Encontre a taxa segundo a qual b varia em relação a a se 
A e 0 forem mantidos constantes. 


O volume de um cone circular reto de raio r e altura h é 
V= ixr?h. Mostre que se a altura permanecer constante en- 
quanto o raio varia, então o volume satisfaz 


ƏV 2V 


ər r 


Determine as equações paramétricas para a reta tangente em 
(l, 3, 3) para a curva de interseção da superfície z = xy e 
(a) o plano x = 1 (b) o plano y = 3. 


(a) Derivando implicitamente, determine a inclinação do 
hiperboloide x? + y? — z? = 1 na direção x nos pontos 
(3, 4, 24/6) e (3,4, —2 4/6). 

(b) Verifique os resultados da parte (a) resolvendo para z e de- 
rivando as funções resultantes diretamente. 


(a) Derivando implicitamente, determine a inclinação do 
hiperboloide x? + y? — z? = 1 na direção y nos pontos 
(3, 4, 2/6) e (3, 4, —24//6). 

(b) Verifique os resultados da parte (a) resolvendo para z e de- 
rivando as funções resultantes diretamente. 


69-72 Calcule dz/dx e dz/dy usando diferenciação implícita. Deixe 
suas respostas em termos de x, ye z. W 


69. 
71. 


+y +=] 70. nO +y- z)=x 


xX + z sen xyz = 0 72. e? senhz—- z x+1=0 


73-76 Determine dw/dx, dw/dy e Əw/əðz usando diferenciação im- 
plícita. Deixe suas respostas em termos de x, y, ze w. E 


73. 
74. 


+y +w = 
In (2x2 +y- ? + 3w) =z 


75. w + w sen xyz = 1 
76. eSsenhw — z2w+1=0 
77-80 Determine f; e fy. W 


É xy 
77. fœ, y)= f e” dt 78. f(x,y) = f e” dt 
hi 1 


xy? x—y 


x?y 
79. fæ» [ senti dt 80. maa=] sent’ dt 
0 


x+y 

81. Seja z = x cos y. Determine 

(a) 8z (b) 8?z/3y* 

(c) 8?z/3xðy (d) 8?z/əyðx 
82. Seja f(x, y) = 4x? — 2y + 7x!yº. Determine 

(a) fa (b) fy (c) fø (d) fx 
83. Seja f(x, y) = sen(3x? + 6y°). Determine 

(a) fax (b) fy (OAS (d) fx 
84. Seja f(x, y) = xe”. Determine 

(a) fa (b) fy (c) fw (d) fx 


85-92 Confirme que as derivadas parciais de segunda ordem mistas 


de f são iguais. E 
85. f(x, y) = 4x2 — 8xyt + 7y — 3 
86. fœ, y) = y2 +y 
88. f(x, y) = e = 
90. fa, y) =n +?) 
91. fy = (x—y)/(x +) 
92. fa, y= -yEy 
93. Expresse as seguintes derivadas em notação “9”. 
(a) fox O) foy O fy (A fow 

94. Expresse as derivadas em notação “subscrito”. 

3 4 4 5 
a (o) a © as (d) is 


87. f(x, y) = e" cos y 
89. f(x, y) = ln (4x — 5y) 


(a) 


95. Dado f(x, y) = xy? — 2x?y + x, determine 
(a) fiw (b) fiw (co) fy 
96. Dado z = (2x — y)º, determine 
93z 3z afz 
) əðyðxðy (b) 9x29y © 9x20y2' 
97. Dado f(x, y) = ye”, determine 
(a) fey (0, 1) (b) fex (0, 1) 
98. Dado w = e cos x, determine 
Sw dw 


D b) —— 
9y20x (x/4,0) 9x29y (x/4,0) 


(c) Sra (0, 1) 


(a) 


99. Seja fx, y, 2) = xyz] + xy? + y?z. Determine 
(a) fo (b) fz (©) fe (d) fa: 
(e) Fay O fow (g) fox D) fez 
100. Seja w = (4x — 3y + 27)”. Determine 
3w dw atw 


©) © SzZayəx 


(a) 
dxdz dxdydz 
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101. Mostre que a função satisfaz a equação de Laplace 


(a) z=x —- + 2x 
(b) z=e'seny+e'cosx 
(0) z= ne +y?) + 2 arc tg (9/3) 


102. Mostre que a função satisfaz a equação do calor 


ə ə? 
Espa Pp (c > 0, constante) 
ot dx? 


(a) z= e™ sen (x/c) (b) z=" cos (x/c) 
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103. Mostre que a função u(x, t) = sen cw t sen w x satisfaz a equa- 
ção da onda [Equação (6)] com quaisquer valores reais de o. 


104. Em cada parte, mostre que u(x, y) e v(x, y) satisfazem as equa- 


ções de Cauchy-Riemann. 


ðu ðv du ðv 
= e = 
dx Oy dy Ox 
(a) u=} — y, v = 2xy 


(b) u= e cos y, v = e sen y 
(c) u= ln(x? + y; v = 2 arc tg (y/x) 


105. Mostre que se u(x, y) e v(x, y), cada uma tem parciais de segun- 
da ordem mistas iguais, e se u e v satisfizerem as equações de 
Cauchy-Riemann (Exercício 104), então u, v e u + v satisfa- 


zem as equações de Laplace (Exercício 101). 


106. Quando dois resistores de resistências R ohms e R ohms são 
conectados em paralelo, sua resistência combinada R em ohms 


é R = RıR2/(Rı + R2). Mostre que 
92R ƏR 4R? 
ƏR? ƏR? (Rı + R$) 


107-110 Encontre as derivadas parciais indicadas. E 


107. fv, w, x, y) = 4v wry; 
Əf/ðv, df/dw, df/dx, df/dy 

108. w = r cos st + e" sen ur; 
dw/Or, dw/Os, dw/dt, dw/du 


2 2 
vi. 


vz + vz í 
Əf/ dvi, Əf/ dv», If/ dv3, Əf/ v4 


110. V= xe”? + we" + yw; 
9V/ôx, ƏV/ðy, ƏV/ðz, ƏV/ðw 


109. f(vi, v2, v3, v4) = 


111. Seja u(w, x, y, z) = xe”? sen? z. Encontre 


fo) ð 
(a) = 0,0,1,7) (b) (0,0,1,7) 
əx dy 
fo) fo) 
() —(0,0,1,7) (a) (0,0,1,7) 
ðw dz 
əðtu ətu 
O Fx9y9wdz O wazaz 


112. Seja fv, w, x, y) = Wue, Encontre fl, —2, 4, 8), 


full, —2,4, 8), KA, —2, 4, 8) e HA, —2, 4, 8). 
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113-114 Determine dw/dx; para i= 1, 2,..., n. E 


113. 


114. 


w = cos(x + 2x2 + ... + nx) 


n 1/n 
k=l 


115-116 Descreva o maior conjunto aberto no qual o Teorema 13.3.2 
possa ser usado para provar que fy € fx são iguais naquele conjunto. 
Então, confirme que fy = fyx naquele conjunto por cálculo direto. E 


115. 
116. 


117. 


a) fay) =4xy + 3y (b) fæ, y) =x/y 
@) fæ, y)=yx +y- 1 
(b) f(x,y) = sen (2 +) 


Seja f(x, y) = 2x? — 3xy + y”. Use a Definição 13.3.1 para 
determinar f(2, —1) e f (2, — 1). Então, verifique sua resposta 
calculando a derivada de maneira usual. 


118. 


119. 


120. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.3 


Seja f(x, y) = (12 + yY’. Mostre que 
4x 

3024 y2’ Œ, y) # (0,0) 
0, (x, y) = (0,0) 


Fonte: Este problema, devido a Don Cohen, apareceu em Mathematics and 
Computer Education, vol 25, Nº 2, 1991 p. 179. 


fx, y) = 


Seja flx, y) = (+ yy”. 
(a) Mostre que f (0, 0) = 1. 
(b) Em que pontos, se houver, fy (x, y) deixa de existir? 


Texto Explique como o gráfico da equação z = f(x, y) pode 
ser usado para determinar os sinais de f(xo, Yo) € fXXo, Yo) sem 
fazer contas. 


. Texto Explique como os gráficos de algumas curvas de nível 


apropriadas de f(x, y) podem ser usados para determinar os si- 
nais de fi(xo, Yo) € fixo, Yo) sem fazer contas. 


1. sen xy + xy cos xy; X? cos xy 


2: 9:12 


4. falo, V) = DP, fr Y) = 60, flar, Y) = f(x, y) = 60? 


3. (a) Gxrh (b) qmr? 


13.4 DIFERENCIABILIDADE, DIFERENCIAIS E LINEARIDADE LOCAL 


x 


Figura 13.4.1 


Nesta seção, estenderemos a noção de diferenciabilidade para funções de duas ou três 
variáveis. Nossa definição de diferenciabilidade será baseada na ideia de que uma função é 
diferenciável em um ponto se, na proximidade desse ponto, puder ser bem aproximada por 
uma função linear. Ao longo da seção, expandiremos o conceito de diferencial para funções 
de mais do que uma variável e definiremos a aproximação linear local de uma função. 


E DIFERENCIABILIDADE 


Lembre que dizemos que uma função f de uma variável é derivável ou diferenciável em xo se 
tiver uma derivada em xo, ou seja, se existir o limite 


fo) = lim 


f(xo + Ax) — f(xo) 


m, e (1) 


Como uma consequência de (1), uma função diferenciável possui algumas propriedades 


importantes: 


e O gráfico de y = f(x) tem uma reta tangente não vertical no ponto (xo, f(xo)); 


0; Yo: F0; Yo) 
e fé contínua em xo. 
e 
z= f(x,y) 
4 (Figura 13.4.1); 
$ (xo, Yo) 


ximidade de (xo, yo); 


e fseja contínua em (xo, yo). 


e fpode ser bem aproximada por uma função linear perto de xp (Seção 3.5, no Volume 1); 


Nesta seção, nosso objetivo principal é estender a noção de diferenciabilidade para funções 
de duas ou três variáveis, de tal modo que valham propriedades análogas a essas. Por exemplo, 
se uma função f(x, y) de duas variáveis for diferenciável em um ponto (xo, yo), vamos querer que 


e a superfície z = f (x, y) tenha um plano tangente não vertical no ponto (xo, Yo, f (xo, Yo)) 


e os valores de f possam ser bem aproximados pelos valores de uma função linear na pro- 
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Seria razoável conjecturar que uma função f de duas ou três variáveis deveria ser cha- 
mada de diferenciável em um ponto em que existissem todas as derivadas parciais de primeira 
ordem da função. Infelizmente, essa condição não é suficientemente forte para garantir que 
as propriedades arroladas valham. Por exemplo, vimos no Exemplo 9 da Seção 13.3 que a 
mera existência de derivadas parciais de primeira ordem de uma função não é suficiente para 
garantir a continuidade da função. Para determinar o que mais deveria ser incluído na nossa 
definição, é útil reexaminar uma das consequências da diferenciabilidade de uma função f(x) 
a uma variável. Suponha que f(x) seja diferenciável em x = xp e denotemos por 


Af = fo + Ax) — f (x0) 


a variação de f que corresponde à variação Ax em x de xp até xo + Ax. Vimos na Seção 3.5 (no 
Volume 1) que 


Af ~ f'(x) Ax 


desde que Ax esteja próximo de zero. De fato, com Ax próximo de 0, o erro Af — f’ (xo) Ax 
nessa expressão terá magnitude muito menor do que Ax, pois 
. Af — fOoAx ; f (xo + Ax) — f (xo) 
lim —— >>> — = lim 
Ax>0 Ax Ax> 0 


o) = f'(xo) — f'(x0)=0 
Ax 
Como a magnitude de Ax é simplesmente a distância entre os pontos xo € xo + Ax, podemos 
ver que, quando esses dois pontos estiverem próximos, a magnitude do erro na aproximação 
será muito menor do que a distância entre os dois pontos (Figura 13.4.2). O “ingrediente adi- 
cional” que falta na nossa definição de diferenciabilidade de funções a várias variáveis é a 
extensão dessa ideia a funções de duas ou três variáveis. 

Para uma função f(x, y), o símbolo Af, chamado de incremento de f, denota a variação 
do valor de f(x, y) que resulta quando (x, y) varia de algum ponto inicial (xo, yo) para uma al- 
guma posição nova (xo + Ax, yo + Ay); assim, 


Af = fx + x, yo + Ay) — f (xo, Yo) (2) 


(ver Figura 13.4.3). [Se for usada uma variável dependente z = f (x, y), podemos escrever Az 
em vez de Af.] Vamos supor que fx(xo, Yo) e f(xo, Yo) existam e façamos (analogamente ao 


E caso de uma variável) a aproximação 
Mostre que se f(x, y) for uma função 


linear, então (3) torna-se uma igual- Af E f(Xo, Yo) Ax + fo, Yo) Ay (3) 
dade. 
Com Axe Ay próximos de 0, queremos que o erro 


Af — fáxo, Yo) Ax — faxo, yo) Ay 


dessa aproximação seja muito menor do que a distância y (Ax)? + (Ay)? entre (xo, yo) e 
(xo + Ax, yo + Ay). Isso pode ser garantido pela exigência de que 


Af — fixo yo) Ax — fy(xo, yo) Ay - 


lim 0 
(Ax, Ay) > (0,0) y (Ax)? + (Ay)? 
z y 
A) Ar 
Fo + AX) | e 
|af-Fagnax l | 
| Af Fo Yo) l bflxo+Ax, yo+ Ay) 
Foo) Ag 

| P 
Xo Xo+Ax á 


Figura 13.4.2 Figura 13.4.3 
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Usando essas ideias, podemos dar, agora, nossa definição de diferenciabilidade para 
funções de duas variáveis. 


13.4.1 DEFNIÇÃO Dizemos que uma função f de duas variáveis é diferenciável em 
(xo, Yo) Se fx(xo, Yo) € fixo, Yo) existirem e 


Af — fx(xo, yo)Ax — fyilxo, yo) Ay = 


lim 
(Ax, Ay) > (0,0) (Ax)? + (Ay)? 


0 (4) 


Assim como no caso de uma variável, a verificação da diferenciabilidade a partir da 
definição envolve o cálculo de um limite. 


> Exemplo 1 Use a Definição 13.4.1 para provar que f(x, y) = x? + y? é diferenciável em 
(0, 0). 


Solução O incremento é 
Af= f0 + Ax,0 + Ay) — f0, 0) = (Ax)? + (Ay? 
Como f(x, y) = 2x e f(x, y) = 2y, temos (0, 0) = (0, 0) = 0, e (4) significa 


2 2 
tax) tiay) li JVA F (Ay =0 


Im = m 
(Ax, Ay) — (0,0) (Ax)? + (Ay)? (Ax, Ay) — (0,0) 


Portanto, f é diferenciável em (0,0). < 


Deduziremos, agora, uma importante consequência do limite (4). Defina uma função 


Af — fx(xo, VYo)Ax — fy(xo, Yo) Ay 
(Ax)2 + (Ay)? 


e=e(Ax, Ay) = se (Ax, Ay) Æ (0,0) 


e defina e(0, 0) como sendo 0. A Equação (4), então, implica que 


lim e(Ax, Ay) = 0 
(Ax, Ay) — (0,0) 


Além disso, segue imediatamente da definição de e que 


Af = fixo, yo) Ax + fy (xo, yo) Ay + ev (Ax)? + (Ay)? (5) 


Em outras palavras, se f for diferenciável em (xo, yo), então Af pode ser expresso como em 
(5), onde e — 0 quando (Ax, Ay) — 0 e onde e = 0 se (Ax, Ay) = (0,0). 

Para funções de três variáveis, temos a definição análoga de diferenciabilidade em ter- 
mos do incremento 


Af = f(xo + Ax, yo + Ay, zo + Az) — f (xo, Yo, Zo) 


13.4.2 DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f de três variáveis é diferenciável em 
(Xo, Yo, Zo) se existirem f(Xo, Yo, Z0), fyo, Yo, Z0) € f:(xo, Yo, Zo) € 


Af — fx(xo, Yo, Zo) Ax — fy(xo, Yo, Zo) Ay — fz(x0, Yo, Zo) Az 
(Ax, Ay, Az) > (0,0,0) V (Ax)? + (Ay)? + (Az)? 


=0 (6) 


A recíproca do Teorema 13.4.3 é fal- 
sa. Explique, por exemplo, por que 


fe, p=v2 +)? 


é contínua em (0, 0), mas não é dife- 
renciável em (0, 0). 
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De maneira análoga ao caso bidimensional, podemos expressar o limite (6) em termos 
de uma função e(Ax, Ay, Az) que se anula em (Ax, Ay, Az) = (0, 0, 0) e é contínua nesse 
ponto. Deixamos os detalhes a cargo do leitor, como exercício. 

Se uma função f de duas variáveis for diferenciável em cada ponto de uma região R do 
plano xy, dizemos que f é diferenciável em R; se f for diferenciável em cada ponto do plano 
xy, dizemos que fé diferenciável em toda parte. A terminologia para funções de três variáveis 
é análoga. 


E DIFERENCIABILIDADE E CONTINUIDADE 
Lembre que queremos que funções sejam contínuas em cada ponto de diferenciabilidade. O 
próximo resultado mostra que isso ocorre. 


13.4.3 TEOREMA Se uma função for diferenciável em um ponto, então ela será con- 


tínua nesse ponto. 


DEMONSTRAÇÃO Apresentamos a demonstração para f(x, y), uma função de duas variáveis, 
por revelar as ideias essenciais. Suponha que f seja diferenciável em (xo, Yo). Para provar que 
fé contínua em (xo, yo), devemos mostrar que 


lim f(x,y) = f(xo, yo) 
(x,y) —> (x0, y0) 


que, escrevendo x = xo + Ax e y = yo + Ay, é equivalente a 


li Ax, Ay) = ; 
E e gago A a x, yo + Ay) = f (xo, yo) 


Pela Equação (2), isso é equivalente a 


Af=0 


lim 
(Ax, Ay) — (0,0) 


Contudo, pela Equação (5), 


li Af= ï | VIOA YA 
a ai f ME ai flo, Yo) Ax + fy (xo, Yo) Ay 


+elAx, Ay) (A)? + (Ay | 
=0+0+0-0=0 E 


Pode ser difícil verificar se uma função é diferenciável em um ponto diretamente a 
partir da definição. O próximo teorema, cuja demonstração costuma ser estudada em dis- 
ciplinas mais avançadas, fornece uma condição simples para a diferenciabilidade de uma 
função em um ponto. 


13.4.4 TEOREMA Se todas as derivadas parciais de primeira ordem de f existirem e 


forem contínuas em um ponto, então f será diferenciável nesse ponto. 


Por exemplo, considere a função 


fo yD)=x+ yz 


Como f(x,y, z) = 1, f(x,y, z) = ze f(x, y, z) = y estão definidas e são contínuas em toda 
parte, concluímos, pelo Teorema 13.4.4, que f é diferenciável em toda parte. 
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E DIFERENCIAIS 
Como no caso de uma variável, a aproximação 


AF X fáxo Yo) Ax + Ho, Yo) 
de uma função de duas variáveis e a aproximação 
Af= fixo, Yo, zo) Ax + Axo, Yo, zo) Ay + fÁXO, Yo, zo) Az (7) 


de uma função de três variáveis têm uma formulação conveniente na linguagem de diferen- 
ciais. Se z = f(x, y) for diferenciável em um ponto (xo, yo), denotaremos por 


dz = fixo, Yo) dx + fy(xo, Yo) dy (8) 


uma nova função de variável dependente dz e variáveis independentes dx e dy. Dizemos que 
essa função, que também é denotada por df, é a diferencial total de z em (xo, yo) ou, então, a 
diferencial total de f em (xo, yo). Analogamente, para uma função w = f(x, y, z) de três variá- 
veis, temos a diferencial total de w em (xo, Yo, Zo), 


dw = f(Xo, Yo, Z0) dx + fylxo, Yo, Z0) dy + fe(xo, Yo, Z0) dz (9) 


também denominada diferencial total de f em (xo, Yo: zo). É usual omitir os subscritos O e es- 
crever as Equações (8) e (9) como 


Gl = pio ale de E by (10) 


dw = fl, y, dx + f(x,y, 0) dy + fx, y, 2) dz (11) 


No caso de duas variáveis, a aproximação 
Af = flxo Yo) Ax + faxo, YA 
pode ser escrita na forma 
Af = df (12) 
com dx = Axe dy = Ay. Equivalentemente, podemos escrever a aproximação (12) como 
Az = dz (13) 


Em outras palavras, podemos estimar a variação Az de z pelo valor da diferencial dz, em que 
dx é a variação em x e dy é a variação em y. Além disso, segue de (4) que se Ax e Ay estive- 
rem perto de 0, então a magnitude do erro da aproximação (13) será muito menor do que a 


distância y (Ax)? + (Ay)? entre (xo, Yo) e (xo + Ax, yo + Ay). 


> Exemplo 2 Use (13) para aproximar a variação em z = xy? do seu valor em (0,5; 1,0) 
para seu valor em (0,503; 1,004). Compare a magnitude do erro dessa aproximação com a 
distância entre os pontos (0,5; 1,0) e (0,503; 1,004). 


Solução Com z = xy? temos dz = y? dx + 2xy dy. Calculando essa diferencial em (x, y) = 
(0,5; 1,0), com dx = Ax = 0,503 — 0,5 = 0,003 e dy = Ay = 1,004 — 1,0 = 0,004, obtemos 


dz = 1,0(0,003) + 2(0,5)(1,0)(0,004) = 0,007 
Como z = 0,5 em (x, y) = (0,5; 1,0) e z = 0,507032048 em (x, y) = (0,503; 1,004), temos 
Az = 0,507032048 — 0,5 = 0,007032048 
e o erro da aproximação de Az por dz tem magnitude 


ldz — z| = [0,007 — 0,007032048] = 0,000032048 
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Como a distância entre (0,5; 1,0) e (0,503; 1,004) = (0,5 + Ax, 1,0 + Ay) é 


V(Ax)? + (Ay)? = y (0,003)? + (0,004)? = n/0,000025 = 0,005 
temos 
Idz — Az] 0,000032048 


MAX + (Ay) 0,005 


Assim, a magnitude do erro da nossa aproximação é menor do que = da distância entre os 
dois pontos. < 


1 
= 0,0064096 < — 
150 


A análise precedente pode ser estendida a funções de três ou mais variáveis com uma 
mudança de notação apropriada. 


> Exemplo 3 O comprimento, a largura e a altura de uma caixa retangular são medidos 
com um erro de no máximo 5%. Use uma diferencial total para estimar o erro percentual má- 
ximo que resulta se essas quantidades forem usadas para calcular a diagonal da caixa. 


Solução A diagonal D de uma caixa com comprimento x, largura y e altura z é dada por 
D=x-yº+2 


Sejam xo, Yo, Zo € Do = v Xo + yé + zó os valores reais do comprimento, largura, altura e dia- 
gonal da caixa. A diferencial total dD de D em (xo, yo, zo) é dada por 


Xo Yo Zo 


dD = dx 4 dy 4 dz 
VS ++ Vo ++ Vx tyo + % 


Sex, y, z e D = yx? + y? + z? forem os valores medidos e calculados do comprimento, 
largura, altura e diagonal da caixa, respectivamente, então 


Ax=x—Xo, Ay=y—yo ÂZ=Z-—Z0 


A 
< 0,05, = 


yo 


E 


Xo 


< 0,05 


A 
< 0,05, E 
Zo 


Estamos procurando uma estimativa para o tamanho máximo de AD/Do. Com a ajuda da 
Equação (11), obtemos 


AN [xo Ax + yoAy + zoAz] 
x-— = XoAx + yoAy + z0Az 
Do Do x+y +ző E f 
1 JAX 2 Ay 2 ÂZ 
= I aL É + yo tzo 
xo + yo tzo Xo Yo Zo 
Como 
dD 1 Ax A AZ 
| =- 2 2 x E ye à + Fa 
Do xo t Yo + 2 Xo yo Zo 


Ax 
Xo 


Ay Az 


Zo 


+ +) 


(x3(0,05) + y2 (0,05) + z2(0,05)) = 0,05 


1 (5 
x; 
CE V’ 


DO A 
= a 2 2 
xo + Yo + 26 


estimamos que o erro percentual máximo em D é de 5%. «4 
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Mostre que se f(x, y) for uma fun- 
ção linear, então (14) torna-se uma 
igualdade. 


Explique por que o erro da aproxi- 
mação (14) é igual ao erro da apro- 
ximação (3). 


E APROXIMAÇÃO LINEAR LOCAL 

Mostremos, agora, que se uma função for diferenciável em um ponto, então ela pode ser bem 
aproximada por uma função linear na vizinhança desse ponto. Por exemplo, suponha que f(x, y) 
seja diferenciável no ponto (xo, yo). Então, a aproximação (3) pode ser escrita na forma 


To + Ax, yo + Ay) = f (xo, yo) + fÁxo, Yo) Ax + fixo, Yo) Ay 


Tomando x = xo + Ax e y = xo + Ay, essa aproximação é dada por 


F, y) = f xo, yo) + flo, Yo — xo) + fo, yo) — yo) (14) 


que fornece uma aproximação linear de f(x, y). Como o erro dessa aproximação é igual ao 
erro da aproximação (3), concluímos que, com (x, y) perto de (xo, Yo), O erro de (14) será 
muito menor do que a distância entre esses dois pontos. Quando f é diferenciável em (xo, Yo), 
obtemos 


L(x, y) = f (xo, yo) + fx (xo, Yo) (x — xo) + fy (xo, yo) — Yo) (15) 


e dizemos que L(x, y) é a aproximação linear local de fem (xo, xo). 


> Exemplo 4 Seja L(x, y) a aproximação linear local de f(x,y) = x? + y? no ponto 
(3, 4). Compare o erro da aproximação de 


f(3,04; 3,98) = (3,04)? + (3,98)? 
por L(3,04; 3,98) com a distância entre os pontos (3, 4) e (3,04; 3,98). 


Solução Temos 


X y 
fx, y) = —=— e hæ, y)= 


com f}(3, 4) = ze 503,4) = t, Portanto, a aproximação linear local de fem (3, 4) é dada por 
Læ, y) =5+4œ 3) +40- 4) 
Consequentemente, 
f (3,04; 3,98) = L(3,04;3,98) = 5 + 5 (0,04) + 4 (—0,02) = 5,008 
Como 
F(3,04; 3,98) = (3,042 + (3,98)? ~ 5,00819 


o erro da aproximação está perto de 5,00819 — 5,008 = 0,00019. Isso é bem menos do que 
z da distância 


V 8,04 — 3)? + (3,98 — 4)? ~ 0,045 
entre os pontos (3, 4) e (3,04; 3,98). «4 


Analogamente, para uma função f(x, y, z) que é diferenciável em (xo, Yo, Zo), a aproxi- 
mação linear local é 


L(x, y, z) = ICO yo, zo) SE AO yo, Zo) (x = xo) 


(16) 
+ So, Yo: Z0)(Y — Yo) + filxo, Yo, Zo)(z — zo) 

As nossas definições nesta seção foram formuladas de tal modo que a continuidade e a 
linearidade local são consequências da diferenciabilidade. Na Seção 13.7, mostraremos que 
se uma função f (x, y) for diferenciável em um ponto (xo, yo), então o gráfico de L(x, y) será 
um plano tangente não vertical ao gráfico de f no ponto (xo, Yo, f (xo, Y0)). 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.4 (Ver página 949 para respostas.) 


1. Suponha que f(x, y) seja diferenciável em (xo, yo) e seja Af 
a variação de f de seu valor em (xo, Yo) para seu valor em 


(xo + Ax, yo + Ay). 
(a) Af= 


(b) O limite que garante que o erro da aproximação em (a) 
é muito pequeno quando Ax e Ay estão perto de O é 


EXERCÍCIOS 13.4 


2. Calcule a diferencial de cada função. 
(a) z= xe” (b) w = x sen (yz) 

3. Se f for diferenciável em (xo, yo), então a aproximação linear 
local de fem (xo, yo) é L(x, y) = 

4. Suponha que f(1, —2) = 4 e que f (x, y) seja diferenciável em 
(1, —2) com fl, —2) = 2 e f(1, —2) = —3. Estime o valor de 
F(0,9; — 1,950). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. 


Suponha que uma função f (x, y) seja diferenciável no ponto 
(3, 4) com f(3, 4) = 2 e f(3,4) = —1. Se f(3,4) = 5, esti- 
me o valor de f (3,01; 3,98). 


. Suponha que uma função f (x, y) seja diferenciável no ponto 


(=1, 2) comf (-1; H= Le }(—1,2)=3; Sef (1,2) = 2; 
estime o valor de f (—0,99; 2,02). 


. Suponha que uma função f (x, y, z) seja diferenciável no pon- 


to (1,2,3) com f(1,2,3)= 1,/(1,2,3)=2ef41,2,3)=3. 
Se f(1, 2, 3) = 4, estime o valor de f(1,01; 2,02; 3,03). 


. Suponha que uma função f(x, y, z) seja diferenciável no 


ponto (2, 1, —2) com f(2,1, —2) = —1, f2, 1, —2)= 1 
e f2, 1, —2) = —2. Se f(2, 1, —2) = 0, estime o valor de 
f(1,98; 0,99; — 1,97). 


. Use as Definições 13.4.1 e 13.4.2 para provar que uma fun- 


ção constante de duas ou três variáveis é diferenciável em 
toda parte. 


. Use as Definições 13.4.1 e 13.4.2 para provar que uma fun- 


ção linear de duas ou três variáveis é diferenciável em toda 
parte. 


. Use a Definição 13.4.2 para provar que 


fay d= r++ 


é diferenciável em (0, 0, 0). 


. Use a Definição 13.4.2 para determinar todos valores de 


r tais que f(x,y, z) = (1º + y? + 2?) seja diferenciável em 
(0, 0, 0). 


9-20 Calcule a diferencial dz ou dw da função dada. E 


9. 
12. 
13. 


z=7x—2y 10. z= e" 11. z= xy 
z= 52y — 2x +4y +7 
z= arc tgxy 14. z= e7% cos 6y 


15. w = 8x — 3y + 4z 16. w = e 

17. w= pyr 

18. w= 42y — 3xy+z+5 

19. w = arc tg (xyz) 20. w = yx +Y +Z 

21-26 Use uma diferencial total para aproximar a variação do va- 

lor de f de P para Q. Compare sua estimativa com a variação real 

de f. E 

21. fx, y) =x + 2xy — 4x; P(1, 2), Q(1,01; 2,04) 

22. f(x, y) = x! y!2; P(8, 9), Q(7,78; 9,03) 

x+y, 
xy 

24. f(x,y) =n VI +xy; P(0,2), Q(—0,09, 1,98) 

25. f(x, y, z) = 2722; P(1, —1, 2), Q(0,99; —1,02; 2,02) 


xyz 
26. p AAE : 
TEDS LI 


Q(—1,04, —1,98, 3,97) 


23. f(x,y) = P(—1, —2), O(—1,02, —2,04) 


P(-1, 2,4), 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


27. Por definição, uma função f(x, y) é diferenciável em (xo, yo) se 
F(Xo. Yo) € fixo, Yo) estiverem definidas. 


28. Dado qualquer ponto (xo, yo) do domínio de uma função f(x, y), 
temos 


lim  Af=0 
(Ax, Ay) > (0,0) 


em que 


Af= fo + Ax, yo + Ay) — flo, Yo) 


29. Se fi e f, forem contínuas em (xo, Yo), então f será contínua nes- 
se ponto. 


30. O gráfico de uma aproximação linear local de uma função 
f(x, y) é um plano. 
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31. 


32. 


Cálculo 


Um retângulo de comprimento inicial xo e largura inicial yo 
foi aumentado, resultando em um retângulo de comprimento 
xo + Axe largura yo + Ay (ver figura a seguir). Qual porção da 
figura representa o aumento de área do retângulo”? Qual porção 
da figura representa uma aproximação por uma diferencial to- 
tal do aumento de área? 


< Xo > 


< Xo + Ax >! 


Figura Ex-31 


O volume V de um cone circular reto de raio r e altura h é dado 
por V = imr2h. Suponha que a altura decresça de 20 cm para 
19,95 cm, enquanto que o raio cresce de 4 cm para 4,05 cm. 
Use uma diferencial total para aproximar a variação no volume 


do cone. 


33-40 (a) Encontre a aproximação linear local L da função fespeci- 
ficada no ponto P dado. (b) Compare o erro da aproximação de f por 
L no ponto Q especificado com a distância entre Pe Q. E 


33. 


34. 
35. 
36. 
37. 


38. 


39. 
40. 


41. 


42. 


43. 


1 

===: P(4, 9,0092401 
fe) = PODA ) 
fc, y) = 225903, PA, 1), Q(1,05: 0,97) 
f(x,y) =xseny; P(0, 0), Q(0,003; 0,004) 


fœ, y)=1nxy; PC, 2), Q(1,01; 2,02) 

fœ, y, z) = xyz; P(1, 2, 3), Q(1,001; 2,002; 3,003) 
x+y 

fœ, y,z)= ——; P(-1, 1,1), Q(—0.99; 0.99; 1.01) 
vy+z 

P(1, —1, —1), Q(0,99; — 1,01; —0,99) 


P(2, 1, —1), 


f(x,y, 2) = xe”; 


FO, y, z) = ln(x + yz); 
Q(2,02; 0,97; —1,01) 


Em cada parte, confirme que a fórmula enunciada é a aproxi- 
mação linear local em (0, 0). 

2x+1 

y+1 


(a) e seny% y (b) xi+2x-y 
Mostre que a aproximação linear local da função f (x, y) = xy 
em (1, Dé 


xy? = 1 +a D+ By — 1) 


Em cada parte, confirme que a fórmula enunciada é a aproxi- 
mação linear local em (1, 1, 1). 


4 
(a) wz+2xx+ty+z b) > x2x-y 
ytz 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Usando o Exercício 42, o que podemos conjecturar que seja a 
aproximação linear local de x*y?z” em (1, 1, 1)? Verifique sua 
conjectura encontrando a aproximação linear local. 


Suponha que uma função f(x, y) seja diferenciável no ponto 
(1, 1)comf(1, 1)=2ef(1, 1) = 3. Seja L(x, y) a aproximação 
linear local de fem (1, 1). Se L(1,1; 0,9) = 3,15, encontre o 
valor de f(1, 1). 


Suponha que uma função f (x, y) seja diferenciável no ponto 
(0, —1) com fi(O, —1) = —2 e f (0, —1) = 3. Seja L(x, y) a apro- 
ximação linear local de fem (0, — 1). Se L(0,1; —1,1) = 3,3, 
encontre o valor de (0, —1). 


Suponha que uma função f (x, y, z) seja diferenciável no ponto 
(3,2, 1) e que L(x, y, z) = x — y + 2z — 2 seja a aproximação 
linear local de f em (3, 2, 1). Encontre f(3, 2, 1), f3, 2, 1), 
50,2, Defi3, 2, 1). 


Suponha que uma função f (x, y, z) seja diferenciável no ponto 
(0, —1, —2) e que L(x, y, z) = x + 2y + 3z + 4 seja a aproxi- 
mação linear local de fem (0, — 1, —2). Encontre f (0, —1, —2), 
F0; —1, —2), X0, —1, —D) e f(O, —1, —2). 


49-52 São dadas uma função diferenciável f junto a uma aproxi- 
mação linear local L de fnum ponto P. Use a informação dada para 
determinar o ponto P. E 


49. 
50. 
51. 
52. 
53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


fay =+; Læ, y)=2y—- 2x- 2 
fœ y) =y; Lx, y) =4y-— 4x+8 


fay dD =+; Læ, y, z) =y+2z— 1 


Joy: z)=xyz; Lx, y:z)=x—-y-=z—2 


O comprimento e a largura de um retângulo são medidos com er- 
ros de, no máximo, 3% e 5%, respectivamente. Use diferenciais 
para aproximar o erro percentual máximo na área calculada. 


O raio e a altura de um cone circular reto são medidos com er- 
ros de, no máximo, 1% e 4%, respectivamente. Use diferenciais 
para aproximar o erro percentual máximo no volume calculado. 


O comprimento e a largura de um retângulo são medidos com 
erros de, no máximo, r%, onde r é pequeno. Use diferenciais 
para aproximar o erro percentual máximo no comprimento da 
diagonal calculada. 


Os catetos de um triângulo retângulo foram medidos como 
tendo 3 cm e 4 cm, com um erro máximo de 0,05 cm em 
cada medida. Use diferenciais para aproximar o erro possível 
máximo no valor calculado (a) da hipotenusa e (b) da área do 
triângulo. 


O período T de um pêndulo simples com pequenas oscilações 
é calculado da fórmula T = 27,/L/g, onde L é o comprimento 
do pêndulo e g é a aceleração devido à gravidade. Suponha que 
os valores de L e g tenham erros de, no máximo, 0,5% e 0,1%, 
respectivamente. Use diferenciais para aproximar o erro per- 
centual máximo no valor calculado de T. 


De acordo com a lei dos gases ideais, a pressão, a tempera- 
tura e o volume de um gás confinado estão relacionados por 
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P = kT/V, onde k é uma constante. Use diferenciais para apro- se os erros máximos em a, b e 0 são > cm, t cm e 2º, respectiva- 


"4 
ximar a variação percentual na pressão se a temperatura de um mente. 


gás tiver crescido em 3% e o volume tiver crescido em 5%. . . 
62. O comprimento, a largura e a altura de uma caixa retangular 


59. Suponha que x e y sejam quantidades medidas que tenham er- são medidos com erros de, no máximo, r% (onde r é pequeno). 
ros de, no máximo, r% e s%, respectivamente. Para cada uma Use diferenciais para aproximar o erro percentual máximo no 
das seguintes fórmulas em x e y, use diferenciais para aproxi- valor calculado do volume. 


mar o erro possível máximo no resultado calculado. 


(a) xy (b) x/y (o) wy? d) 2/7 


60. A resistência total R de três resistências R1, R2 e R3 conectadas 
em paralelo é dada por 


63. Use o Teorema 13.4.4 para provar que f (x, y) = x? sen y é dife- 
renciável em toda parte. 


64. Use o Teorema 13.4.4 para provar que f (x, y, z) = xy senz é 
diferenciável em toda parte. 


H H 65. Suponha que f (x, y) seja uma função diferenciável no ponto 
(xo, yo) e seja zo = f (xo, yo). Prove que a função definida por 


Suponha que R4, R2 e R3 tenham sido medidas como 100 ohms, gx, y, z) = z — f(x, y) é diferenciável em (xo, yo, Zo). 


200 ohms e 500 ohms, respectivamente, com um erro máximo 62. Suponha que Af satisfaça uma equação do tipo (5), em que 
de 10% em cada um. Use diferenciais para aproximar o erro e(Ax, Ay) é contínua em (Ax, Ay) = (0, 0), com e(0, 0) = 0. 


percentual máximo no valor calculado de R. Prove que f é diferenciável em (xo, yo). 


61. A área de um triângulo deve ser calculada pela fórmula 67 
A= łab sen 6, na qual a e b são os comprimentos de dois la- 
dos e 0 é o ângulo entre eles. Suponha que a, b e O tenham sido 
medidos como 40 cm, 50 cm e 30º, respectivamente. Use dife- 


renciais para aproximar o erro máximo no valor calculado de A 68. Texto Discuta a utilização de diferenciais na aproximação de 
variações e na estimativa de erros. 


. Texto Discuta as semelhanças e as diferenças entre as defini- 
ções de “diferenciabilidade” de uma função de uma variável e 
a de uma função de duas variáveis. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.4 


já Af — flo yo) Ax — fy(xo, Yo) Ay z 
Ax,Ay)— (0,0) / (Ax)? + (Ay)? 


(b) dw = sen(yz) dx + xz cos(yz) dy + xy cos(yz)dz 3. f(xo, yo) + fo Yox — xo) + fixo, YQ — yo) 4. 3,65 


0 2. (a) dz = e" dx + 2xye” dy 


1. (a) fixo, yo) Ax + flo yo)Ay (b) 


13.5 REGRA DA CADEIA 


Nesta seção, deduziremos versões da regra da cadeia para funções de duas ou três variáveis. 
Essas novas versões nos permitirão gerar relações úteis entre derivadas e derivadas parciais 
de várias funções. 


E REGRA DA CADEIA PARA DERIVADAS 

Se y for uma função diferenciável de x e x for uma função diferenciável de t, então a regra 
da cadeia para funções de uma variável afirma que, na composição, y resulta ser uma função 
diferenciável de t com 


dt dxdt 
Agora, deduziremos uma versão da regra da cadeia para funções de duas variáveis. 


Suponha que z = f(x, y) seja uma função de x e y e que, por sua vez, x e y sejam funções 
de uma só variável t, digamos, 


x=x(), y=y(1) 


A composta z = f (x(t), y(t)), então, expressa z como uma função só da variável t. Assim, po- 
demos perguntar pela derivada dz /dt e pela sua relação com as derivadas dz/dx, dz/dy, dx/dt 


950 Cálculo 


e dy/dt. Se Ax, Ay e Az denotarem as variações em x, y e z, respectivamente, que correspon- 
dem a uma variação de At em t, então 
dz Az dx Ax dy Ay 


= lim : = lim e = lim 
dt  At>0 At dt At>0 At dt ^t>0 At 


Segue de (3) da Seção 13.4 que 


oz oz 
Az X — Ax + — Ay (1) 
Ox dy 


onde as derivadas parciais são calculadas em (x(t), y(t)). Dividindo ambos os lados de (1) por 
At, obtemos 
Az dz Ax | dz Ay 
At Ox At dy At 


(2) 


Da mesma forma, podemos produzir o análogo de (2) para funções de três variáveis, 
como segue: suponha que w = f(x, y, z) seja uma função de x, y e z e suponha que x, y e z se- 
jam funções de uma variável t. Como antes, definimos Aw, Ax, Ay e Az como as variações 
em w, x, y e z que correspondem a uma variação de At em t. Por (7) da Seção 13.4, decorre 

ð 


w 
Aw = Ax + 
Ox 


ðw ðw 
Ay + — Az (3) 
dy oz 


e, dividindo ambos os lados de (3) por At, obtemos 


Aw  dwAx dw Ay ðw Az 
At Ox At dy At Jd At 


(4) 


Tomando o limite quando At — 0 em ambos os lados de (2) e (4) sugere o resultado 
seguinte. (Uma demonstração completa no caso de duas variáveis pode ser encontrada no 
Apêndice D.) 


13.5.1 TEOREMA (Regra da Cadeia para Derivadas) Se x = x(t) e y = y(t) forem 
diferenciáveis em t, e se z = f(x, y) for diferenciável no ponto (x, y) = (x(t), y(®©)), então 
z = f (x(t), y(t)) será diferenciável em t e 


dz Odzdx  ðzdy 
dt ðxdt dydt 


(5) 


onde as derivadas comuns são calculadas em t e as derivadas parciais são calculadas em 
(x, y). 


Se cada uma das funções x = x(t), y = y(t) e z = z(t) for diferenciável em t e se w = f(x, y, z) 
for diferenciável no ponto (x, y, 2) = (xD), y(t), z(®©)), então a função w = f (x(t, y(b), z(1)) 
será diferenciável em t e 


dw  dwdx dwdy ðw dz 
dt ðxdt dydt dz dt 


(6) 


onde as derivadas comuns são calculadas em t e as derivadas parciais são calculadas em 
(% y z). 


dz dede | dedy 


dt əxdt  ðydt : f 
A Fórmula (5) pode ser representada esquematicamente por um “diagrama de árvore” 


Figura 13.5.1 que é construído como segue (Figura 13.5.1). Começando com z no topo da árvore e moven- 
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do para baixo, unimos cada variável por retas (ou ramos) àquelas variáveis das quais elas 
dependem diretamente. Assim, z é unido a x e y e essas são, por sua vez, unidas a t. Em segui- 
da, rotulamos cada ramo com uma derivada cujo “numerador” contém a variável do extremo 
superior daquele ramo e cujo “denominador” contém a variável que está no extremo inferior 
É ; ; do mesmo ramo. Isso completa a “árvore”. Para encontrar a fórmula para dz/dt, siga os dois 
Crie um diagrama de árvore para a . É , . . 
Fórmula (6). caminhos através da árvore que começam em z e terminam em ź. Cada um desses caminhos 
corresponde a um termo na Fórmula (5). 


> Exemplo 1 Suponha que 
z=1, x=Ê, y=Ê 
Use a regra da cadeia para encontrar dz/dt e verifique o resultado expressando z como uma 
função de t e derivando diretamente. 
Solução Pela regra da cadeia [Fórmula (5)] 
dz dzdx ðzdy 
dt oxdt dydt 
= (265) (2t) + (NB) = 76 


= (2xy) (2t) + (GP) 


Alternativamente, podemos expressar z diretamente como uma função de t, 
z= xy Z (PAP) = i 


e, então, derivar para obter dz/dt = 7. Contudo, esse procedimento nem sempre será con- 
veniente. < 


> Exemplo 2 Suponha que 


w=vx2+y2+22, x=cos0, y=sen0, z=tg0 


Use a regra da cadeia para encontrar dw/do se 0 = m/4. 
Solução Pela Fórmula (6) com 8 no lugar de t, obtemos 


dw wdx dwdy | dwdz 
do  əxdð dydo dz do 


1 1 
= ze +y + 2y 2x)(— sen) + 3 +y + z?) "2 (2y) (cos 0) 


1 
E 50º + y? +27) (27) (sec? 0) 


Com 6 = 7/4, temos 


x 1 x 1 
x=cos—- ==, y=sen- = 


T 
4 S 4 A 4 


PR E e Substituindo x = 1/2, y = 1/v2,z = 1, 0 = 7/4 na fórmula de dw/d9, obtemos 


expressando z diretamente como fun- dw 1 1 jl 1 1 1 1 1 
ão de 0. = -| — | (v2 2| —]+-(— 92 
ms a (a) a) ala) a)l) 00 


do 


952 Cálculo 


OBSERVAÇÃO Há muitas variações nas notações da derivada, cada uma das quais dá à regra da cadeia uma forma diferente. 
Se z = f (x, y), onde x e y são funções de t, então algumas possibilidades são 


dz dx dy 
de a Pt 


af ofax af dy 
dt ðxdt ` əy dt 


af 
dt 


= fx) + fy) 


E REGRAS DA CADEIA PARA DERIVADAS PARCIAIS 

Na Fórmula (5), as variáveis x e y eram funções de uma única variável t. Agora, consideramos 
o caso em que x e y são funções de duas variáveis. Seja z = f(x, y) e suponha que x e y sejam 
funções de u e v, digamos, 


x=x(u,v), y= y(u, v) 


A composição z = f (x(u, v), y(u, v)) expressa z como uma função das duas variáveis u e v. As- 
sim, podemos perguntar pelas derivadas parciais dz/du e dz/dv, bem como pela relação entre 
essas derivadas e as derivadas dz/dx, dz/dy, Ox/du, dx/dv, dy/du e dy/du. 

Analogamente, se w = f(x, y, z) e x, y e z forem, cada uma, funções de u e v, então a 
composição w = f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) expressa w como uma função de u e v. Assim, 
também podemos perguntar pelas derivadas dw/du e dw/dv e investigar a relação entre essas 
derivadas, as derivadas parciais dw/dx, dw/dy e dw/dOz e as derivadas parciais de x, y e z em 
relação a u e v. 


13.5.2 TEOREMA (Regra da Cadeia para Derivadas Parciais) Se x = x(u, v) e 
y = y(u, v) tiverem derivadas parciais de primeira ordem no ponto (u, v), e se z = f (x, y) 
for diferenciável no ponto (x, y) = (x(u, v), y(u, v)), então z = f (x(u, v), y(u, v)) terá deri- 
vadas parciais de primeira ordem no ponto (u, v) dadas por 


oz dz Ox az ðy dz Oron z oy 
= e = 
ðu  dxdu dy ðu dv  dxdv dyodv 


(7-8) 


Se cada uma das funções x = x(u, v), y = y(u, v) e z = z(u, v) tiver derivadas parciais de 
primeira ordem no ponto (u, v), e se a função w = f(x, y, z) for diferenciável no ponto (x, 
y, Z) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), então w = f (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) terá derivadas par- 
ciais de primeira ordem no ponto (u, v) dadas por 


ow eVa Cw Ow Iw UE Om Cdr 
ðu  ƏðxƏðu ðyðu dz ðu əv ðxəðv dydv dzdv 


(9-10) 


DEMONSTRAÇÃO Demonstraremos a Fórmula (7); as demais podem ser deduzidas de maneira 
análoga. Se v for mantido fixado, então x = x(u, v) e y = y(u, v) serão funções somente da va- 
riável u. Assim, voltamos ao caso do Teorema 13.5.1. Aplicando aquele teorema com u no lugar 
de t e usando d em vez de d para indicar que a variável v está sendo mantida fixada, obteremos 


əz  dzdx  əzðy 
ðu ðxðu dy du 


As Figuras 13.5.2 e 13.5.3 mostram diagramas de árvore das fórmulas no Teorema 
13.5.2. Conforme ilustra a Figura 13.5.2, a fórmula de dz/du pode ser obtida traçando to- 


dz dz dx Ria 
du dx ðu 


dz dz dx E dz dy 
dv dxav dy ðv 
Figura 13.5.2 


ðw  ðwðx | dwdy | dw dz 

ðu dx ðu dy du dz du 

ðw  ðwðx | dwdy | dw dz 

dv dx dv dyodv dzdv 
Figura 13.5.3 
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dos os caminhos através da árvore que começam em z e terminam em u e a fórmula de 
dz/dv pode ser obtida traçando todos os caminhos através da árvore que começam em z 
e terminam em v. A Figura 13.5.3 apresenta resultados análogos para dw/du e dw/dv. 


> Exemplo 3 Dado que 
=>", x=2u+v, y=u/v 


encontre dz/du e dz/dv usando a regra da cadeia. 


Solução 
dz ðzðx dzoy š 1 
= E 2 = [2 de 
ðu Ox w dy du = eo) pior (5)-| yt 
_ É n 2u + | elutu) — [T+ fe Quo) (u/v) 
v v 


əz ðzðx dzdy y 
- orams) 
w am om V OER 


OTO 


2 
o du tutu «4 


Il 


v 


> Exemplo 4 Suponha que 
w=, x=3u+v, y=3u—-v, z=uv 
Use formas apropriadas da regra da cadeia para determinar dw/du e dw/dv. 
Solução Do diagrama de árvore e das correspondentes fórmulas na Figura 13.5.3, obtemos 


ð 
= = yze (3) + xze (3) + xye™ (2uv) = e (3yz + 3xz + 2xyuv) 
u 


o 
o = yze (1) + xze PD) + ye (u?) = e (yz — xz + axu?) 


Se desejarmos, podemos expressar dw/du e dw/dv em termos de u e v apenas substituindo x, 
y e z por suas expressões em termos deu e v. 4 


E OUTRAS VERSÕES DA REGRA DA CADEIA 
A regra da cadeia pode ser estendida a funções w = f (v1, V2, . . . , Vn) de n variáveis. Por 
exemplo, se cada v; for uma função de +, para i = 1, 2,..., n, a fórmula pertinente será 


dw ðw dvy ðw dv, ðw dv, 


= aae ES 11 
dt dv; dt E dv, dt ps dv, dt un 


Observe que (11) é uma extensão natural das Fórmulas (5) e (6) do Teorema 13.5.1. 

Existe uma infinidade de variações da regra da cadeia, dependendo do número de 
variáveis e da escolha das variáveis independentes e dependentes. Um bom procedimento 
prático é utilizar diagramas de árvores para deduzir novas versões à medida que forem 
necessárias. 


954 Cálculo 


ðw ðw dx n ðw ðy 4 ðw dz 
ðp dx dp ðyðp dz dp 


ðw _ ðwðx | ðw dy 
00 dx 00  ðyəðð 


Figura 13.5.4 


Figura 13.5.5 


ADVERTÊNCIA 


> Exemplo 5 Suponha que w = xX + y? — ze 
x= psenġcos, y= psen ġ sen, z= pcos ġ 
Use formas apropriadas da regra da cadeia para determinar ðw/3p e dw/00. 


Solução Do diagrama de árvore e das fórmulas correspondentes na Figura 13.5.4, obtemos 


= = 2x sen ġ cos 0 + 2y sen ġ send — 2z cos h 
= 2p sen? ġ cos? 0 + 2p sen? ọ sen? 0 — 2p cos? b 
= 2p sen? (cos? 0 + sen? 8) — 2p cos? À 
= 2p (sen? p — cos? d) 
= —2p cos 2ġ 
ðw 
m (2x)(—p sen ġ sen 0) + (2y)p sen ġ cos 0 


= —2p? sen? q sen 8 cos 0 + 29º sen? q sen 0 cos O 
= 0 


Esse resultado é explicado pelo fato de que w não varia com 0. Podemos ver isso diretamen- 
te expressando as variáveis x, y e z em termos de p, q e 0 na fórmula para w. (Verifique que 
w = — p° cos 2¢.) 4 


> Exemplo 6 Suponha que 
w= xy +yz, y=senx, z= e 
Use uma forma apropriada da regra da cadeia para determinar dw/dx. 


Solução Do diagrama de árvore e das fórmulas correspondentes na Figura 13.5.5, obtemos 


dw 
— = y + (x +z) cosx + yet 
dx 


= sen x + (x + e*) cosx + e” sen x 
Esse resultado pode ser obtido também expressando w explicitamente em termos de x como 
w = x sen x + e* sen x 


e, então, derivando em relação a x; contudo, tal substituição direta nem sempre é possí- 
vel. «4 


O símbolo dz, ao contrário da diferencial dz, não tem significado próprio. Por exemplo, se fôssemos “cancelar” 
símbolos de derivadas parciais na fórmula da regra da cadeia 

dz dz dx əz əy 

du  dxdu dy du 


obteríamos 


oz dz oz 


x 


au du 


o que é falso no caso em que dz/du + 0. 


Um dos usos mais importantes da regra da cadeia para funções de uma única variável 
foi o cálculo das derivadas de composições de funções. Os Teoremas 13.5.1 e 13.5.2 são im- 
portantes não tanto para o cálculo de fórmulas, mas por permitirem expressar relações entre 
as várias derivadas. Como uma aplicação, vamos rever o tópico de derivação implícita. 


Mostre que a função y = x está defi- 
nida implicitamente pela equação 


xX — 2xy+y =0 


mas que o Teorema 13.5.3 não pode 
ser aplicado para descobrir dy/dx. 
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E DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 
Considere o caso especial em que z = f (x, y) é uma função de x e y e y é uma função diferen- 
ciável de x. Então, a Equação (5) passa a ser 

dz dfdx ofdy df əƏfdy 


= = 12 
dx ðxdx dydx dx d dy dx (a 


Esse resultado pode ser usado para encontrar derivadas de funções que estão definidas impli- 
citamente. Por exemplo, suponha que a equação 


fœ, y)=c (13) 


defina y implicitamente como uma função diferenciável de x e que estejamos interessados 
em encontrar dy/dx. Derivando ambos os lados de (13) em relação a x e aplicando (12), 
obtemos 


Eu 


=0 
dx dy dx 
Assim, se df/dy + 0, resulta 
dy 9f/9x 
dx 9f/9y 


Resumindo, temos o seguinte resultado. 


13.5.3 TEOREMA Sea equação f(x,y) = c definir y implicitamente como uma função 
diferenciável de x, e se 9f/9y 0, então 


dy df/9x 
dx “9f/9y 


(14) 


> Exemplo 7 Dado que 

x +yx—-3=0 
determine dy/dx usando (14) e verifique o resultado usando derivação implícita. 
Solução Por (14) com f (x, y) =x +yx—3, 


dy df/0x 3x2 +y? 
dx əðf/ðy - 2yx 


Alternativamente, derivando implicitamente a equação dada, obtemos 


dy dy 3x2 + y? 
3x? + y? 2y— |-0=0 += ——+ 
PEF t (22) E dx 2yx 


o que é consistente com o resultado obtido por (14). < 


A regra da cadeia também pode ser usada com derivação parcial implícita. Considere 
o caso em que w = f(x, y, z) é uma função de x, y e z e z é uma função diferenciável de x e y. 
Segue do Teorema 13.5.2 que 


ðw Of dfoz 
dx dx dzdx 


(15) 
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Cálculo 


Se a equação 


fœ, yz) =c (16) 


definir z implicitamente como uma função diferenciável de x e y, então, tomando as derivadas 
parciais de cada lado de (16) em relação a x e aplicando (15), obtemos 


Se df/dz + 0, então 


of əf əz o 
dx dz dx 
dz 9f/0x 
Ox əf /əz 


Um resultado análogo vale com 8z/ðy. 


13.5.4 TEOREMA Sea equação f(x, y, z) = c definir z implicitamente como uma função 
diferenciável de x e y, e se df/dz + 0, então 


Oe 
əx 


“af/ax əz 
əf /ðz 


dz 9f/9y 
əy df/dz 


> Exemplo 8 Considere a esfera x? + y? + z? = 1. Encontre dz/ôx e ðz/ðy no ponto 


(555). 


Observe a semelhança entre as ex- 


Solução Pelo Teorema 13.54 com f(x,y, Z) = 2 + y + 2, 


pressões de dz/dy encontradas no 
Exemplo 8 e a encontrada no Exem- dz = 9//9x = 2x = 2 e dz = 3f/3y = 2y = y 
plo 7 da Seção 13.3. Ox əƏf/əz 2z z dy əƏf/əz 2z Z 
No ponto (3, L, 5), o cálculo dessas derivadas fornece dz/dx = —1 e 9z/9y = —+. «a 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.5 (Ver página 959 para respostas.) 


1. 


Suponha que z = xy? e que x e y sejam funções diferenciá- 
veis detcomx = 1, y = —1, dx/dt= —2 e dy/dt = 3 quando 
t = —1. Então dz/dt = quando t= —1. 


- Suponha que C seja o gráfico da equação f(x, y) = 1 e que 


essa equação defina y implicitamente como uma função dife- 
renciável de x. Se o ponto (2, 1) pertence a C com f(2, 1) = 3 


3. 


Um retângulo está crescendo de tal modo que, quando seu 
comprimento mede 5 cm e sua largura mede 2 cm, o compri- 
mento está crescendo a uma taxa de 3 cm/s e a largura está 
crescendo a uma taxa de 4 cm/s. Nesse instante, a área do re- 
tângulo está crescendo a uma taxa de 


Suponha que z = x/y, onde x e y são funções diferenciáveis de 


ef(2, 1) = —l, então a reta tangente a C no ponto (2, 1) tem u e v tais que x = 3, y = 1, ðx/ðu = 4, əð&x/ðv = —2, ðy/ðu = 1 
inclinação e ðy/ðv = —1 quando u = 2 e v = 1. Se u = 2 e v = 1, então 
dz/du = e dz/dv = 
EXERCÍCIOS 13.5 
1-6 Use uma forma apropriada da regra da cadeia para determinar 3. z= 3 cos x — sen xy; x= 1/t, y = 3t 
t. E 
dz/d 4. z=vVl4+x-2xy!; x=lnt,y=t 
Ad pe ae 
1. z=3xy; x=P,y=t 5. za x=, y>Ê 
2 2 SEAE — 723 
2. z= nx? + y); x= vt, y =t 6. z= cosh? xy; x= t/2, y= e' 


7-10 Use uma forma apropriada da regra da cadeia para determinar 
dw/dt. W 

7. w=5ry'zt, x=ty=P,z=t 

8. w= ln (3x? — 2y +42); x =t, y= t, z= r? 

9. w= 5 cos xy — sen xz; x= 1/t,y=t,z =t? 


10. w = y1 +x — 2yzłx; x = lnt, y =t,z = 4t 


ENFOCANDO CONCEITOS 


11. Suponha que 
w= pyi; x=f, y=t+2, z=2ť 


Encontre a taxa de variação de w em relação a t em t = 1 
usando a regra da cadeia e, então, confira sua resposta ex- 
pressando w como uma função de t e derivando. 


12. Suponha que 


w=xsenyz; x=cost, y=Ê, z= 
Encontre a taxa de variação de w em relação a t em t = 0 
usando a regra da cadeia e, então, confira sua resposta ex- 
pressando w como uma função de t e derivando. 


13. Suponha que z = f (x, y) seja diferenciável no ponto (4, 8) 
com f(4,8)=3 ef(4,8)= —1. Se x = re y= P, encontre 
dz/dt com t = 2. 


14. Suponha que w = f(x, y, z) seja diferenciável no ponto 
(1, 0, 2) com f(1, 0, 2) = 1, f1, 0, 2) = 2 e f:(1, 0, 2) = 3. Se 
x= t, y= sen(zt) e z = Ê + 1, encontre dw/dt comt = 1. 


15. Explique como a regra da derivada do produto de funções 
de uma só variável pode ser vista como uma decorrência da 
regra da cadeia aplicada a uma função particular de duas 
variáveis. 


16. Um aluno tenta derivar a função x“ usando a regra da deri- 
vada de potências, obtendo o resultado errado x - x! Um 
outro aluno tenta derivar x" tratando-a como uma função 
exponencial, obtendo o resultado errado (In x)x*. Use a re- 
gra da cadeia para explicar por que a derivada correta é a 
soma desses dois resultados errados. 


17-22 Use uma forma apropriada da regra da cadeia para determi- 
nar dz/du e dz/dv. M 


17. z = 8x?y — 2x + 3y; x=uv,y=U—v 
18. z= xX — ytg x; x= u/v, y = uv 

19. z= x/y; x= 2 cos u, y = 3 sen v 

20. z= 3x — 2y; x=u+vlnu,y=u— vinv 
21. z=; x= uv, y = 1/v 


22. z= cos x sen y; x=uy=u+v 


23-30 Use formas apropriadas da regra da cadeia para encontrar as 
derivadas. E 
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23. Seja T = xy — xy? + 2; x = r cos 9, y = r sen 6. Encontre 
ƏT/ðr e 9T/00. 


24. Sejam R = e”; s = 3¢, t = "°. Encontre dR/dọ. 
25. Sejam t = u/v; u = xX? — y?, v = 4xy°. Encontre ðt/ðx e ðt/ðy. 


26. Sejam w = rsr + 3°); r = uv, s = u — 2v. Encontre dw/du e 
ðw/ðv. 


27. Seja z = ln (x? + 1), onde x = r cos 9. Encontre 3z/ðr e 97/00. 


28. Seja u = rs? In t, r = x°, s = 4y + 1, t = xy°. Determine du/ôx 
e du/0y. 


29. Seja w = 4x? + 4y? + z2, x = p sen 8 cos d,y = p sen q sen 0, 
z = p cos q. Determine ðw/3p, dw/dP e dw/06. 


30. Seja w = 3xy?z, y = 3x? + 2, z = x — 1. Encontre dw/dx. 


. . dw 
31. Use uma regra da cadeia para determinar o valor de —— 


s 
se w = ° — rtg 0;r = ys, 0 = 18. si 
32. Use uma regra da cadeia para determinar o valor de 
af of 
ðu u=1,v=—2 ðv u=1,v=-2 
se f(x, y) = Xy? — x + 2y; x = Vu, y = uv. 
33. Use uma regra da cadeia para determinar o valor de 
əz dz 
psd e = 
dr |,=2,0-n/6 00 1,-2,0=n/6 
sez=wel;x=rcos0,y=rsen6. 
: „dz j 
34. Use uma regra da cadeia para determinar T se z = x°y; 
t=3 


x=, y=t+7. 


35. Sejam a e b dois lados de um triângulo que formam um ângulo 
0. Suponha que a, b e O variem com o tempo de tal forma que a 
área do triângulo permaneça constante. Em um certo instante, 
temos a = 5 cm, b = 4 cm e 0 = 7/6 radianos, e a e b aumen- 
tam a uma taxa de 3 cm/s. Dê uma estimativa da taxa de varia- 
ção de 0 nesse instante. 


36. A voltagem V (em volts) em um circuito é dada pela lei de 
Ohm: V = I R, em que 7 é a corrente (em ampères) através do 
circuito e R é a resistência (em ohms). Se dois circuitos com 
resistências Rj e R? forem conectados em paralelo, então a re- 
sistência combinada R será dada por 


1 I 1 


R R st Ra 

Suponha que a corrente seja de 3 ampères e esteja crescendo a 
uma taxa de 107? ampères por segundo, R, seja 2 ohms e esteja 
crescendo a uma taxa de 0,4 ohm/s e R» seja 5 ohms e esteja 
decrescendo a uma taxa de 0,7 ohm/s. Dê uma estimativa da 
taxa de variação da voltagem. 


37-40 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


37. Os símbolos dz e dx são definidos de tal maneira que a derivada 
parcial dz/dx possa ser interpretada como um quociente. 
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38. 


39. 


40. 


Cálculo 


Se z for uma função diferenciável de x1, x2 e x3 e se x; for uma 
função diferenciável de t, com į = 1,2, 3, então z será uma fun- 
ção diferenciável de t e 


Se z for uma função diferenciável de x e y e se x e y forem fun- 
ções duas vezes deriváveis de t, então z será uma função duas 
vezes derivável de t e 


d2z 
dt? dx dt? 


dz dx 


dz d2y 
dy dt? 


Se f(x, y) for uma função diferenciável dexe y e se a reta y = x 
for uma curva de nível de f, então f(t, t) = —f«&t, t) com quais- 
quer números reais t. 


41-44 Use o Teorema 13.5.3 para encontrar dy/dx e verifique seu 
resultado usando diferenciação implícita. E 


41 
43 


45 
qu 


42. X — 3xy +y =5 
44. x — Vxy+3y=4 


-48 Encontre dz/dx e dz/dy por derivação implícita e confirme 
e o resultado obtido é consistente com os antecipados pelas fór- 


. Xy+cosy=0 


SP +y =l 


mulas no Teorema 13.5.4. E 


45. 
47. 
48. 


49 


50 


51 


X — 3y? +xyz—2=0 46. In +z) +x? +z=1 
ye — 5 sen 3z = 3z 
e” cos yz — e% sen xz +2 = 0 


. (a) Suponha que z = f (u) e u = g(x, y). Desenhe um diagrama 
de árvore e use-o para construir as regras da cadeia que ex- 
pressam dz/ôx e dz/dy em termos de dz/du, du/dx e du/0y. 


(b) Mostre que 
3z dzðu P dz (du 
dx?  duðx? du? ldx 
927 dz 9u dz/MUNY 
dy?  duðy? du? \ðy 
3z _ dz ðu | d?zdu du 
dydx  duðyðx du? ðx ðy 
. (a) Seja z = f(x? — y?). Use o resultado do Exercício 49 (a) 
para mostrar que 
dz dz 
— — =0 
2 Ox hi dy 
(b) Seja z = f (xy). Use o resultado do Exercício 49 (a) para 
mostrar que 
f] ð 
az zo 
əx dy 


(c) Confirme o resultado da parte (a) no caso em que 
z = sen(x? — y3). 
Confirme o resultado da parte (b) no caso em que z = e”. 


(d) 


. Seja f uma função diferenciável de uma variável e seja z = 
f(x + 2y). Mostre que 


52. 


53. 


54. 


55. 
56. 


57. 


Seja f uma função diferenciável de uma variável e seja z = 
f(x? + y?). Mostre que 


Seja f uma função diferenciável de uma variável e seja w = 
f(u), onde u = x + 2y + 3z. Mostre que 
ðw ðw 
əx dy dz 


Seja f uma função diferenciável de uma variável e seja w = 
f(p), onde p = (12 + y? + 27)!/2, Mostre que 


(5) + (55) + (55) = (55) 


Seja z = f œ — y, y — x). Mostre que dz/dx + dz/dy = 0. 


Seja fuma função diferenciável de três variáveis e suponha que 
w = f(x — y, y — z, Z — x). Mostre que 


ðw 
az 


ow 
ðy 


ðw 

Es =0 

ox 

Nas partes (a) a (e), suponha que a equação z = f (x, y) seja 

expressa na forma polar z = g(r, 0) fazendo a substituição 
x=rcos6ey=rsen 6. 

(a) Considere r e O como funções de x e y e use derivação im- 

plícita para mostrar que 
or 90 


— = cos0 e = 
dx dx ý 


sen 6 


(b) Considere r e 6 como funções de x e y e use derivação im- 
plícita para mostrar que 


or 90  cos6 
— =senô) e — = 
dy dy r 
(c) Use os resultados das partes (a) e (b) para mostrar que 
f] f] 19 
r= cos O E sen 0 
Ox dr r 96 
ð f] 19 
Ea sen 6 + a cos 6 
dy dr r 0 


(d) 


Use o resultado da parte (c) para mostrar que 


azy 3z Y VI (8 

əx ay) ar r2 \30 
Use o resultado da parte (c) para mostrar que se z = f (x, y) 
satisfaz a equação de Laplace 


(e) 


então z = g(r, 0) satisfaz a equação 


1 92z 
r? 902 


183z 
rər 


e reciprocamente. Esta última equação é chamada de for- 
ma polar da equação de Laplace. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


Mostre que a função 


2xy 
x2—y2 


z=arctg 


satisfaz a equação de Laplace; então, faça a substituição 
x = r cos 0, y = r sen 6 e mostre que a função resultante de r e O 
satisfaz a forma polar da equação de Laplace, dada na parte (e) 
do Exercício 57. 


(a) Mostre que se u(x, y) e v(x, y) satisfazem as equações de 
Cauchy-Riemann (Exercício 104, Seção 13.3) e se x = r 
cos 0, y = r sen 0, então 

ðu ləv 
ðr rd 


ðv 
ər 


] ðu 
r d0 


Isso é chamado de forma polar das equações de Cauchy- 
-Riemann. 
Mostre que as funções 


(b) 


u= ln(x? +y, v= 2 arc tg(y/x) 


satisfazem as equações de Cauchy-Riemann; então, faça 
a substituição x = r cos 0, y = r sen 0 e mostre que as 
funções resultantes de r e 0 satisfazem a forma polar das 
equações de Cauchy-Riemann. 


Lembre da Fórmula (6) da Seção 13.3 que, sob condições apro- 
priadas, uma corda dedilhada satisfaz a equação da onda 


a 


onde c é uma constante positiva. 

(a) Mostre que uma função da forma u(x, t) = flx + ct) satis- 
faz a equação da onda. 

Mostre que uma função da forma u(x, t) = g(x — ct) satis- 
faz a equação da onda. 

Mostre que uma função da forma 


(b) 


(c) 
u(x, t) = f(x + ct) + g(x — ct) 


satisfaz a equação da onda. 

Pode ser provado que toda solução da equação da onda 
pode ser expressa na forma enunciada na parte (c). Con- 
firme que u(x, t) = sentsenx satisfaz a equação para 
c = 1e, então, use identidades trigonométricas apropriadas 
para expressar essa função na forma f (x + f) + g(x — 1). 


(d) 


Seja f uma função diferenciável de três variáveis e sejam 
w=f(x,y,2),x=psenfcos0,y=psenfsendez=ypcos q. 
Expresse ðw/3p, dw/dp e dw/d6 em termos de dw/dx, dw/0y e 
dw/ dz. 


Seja w = f (x, y, z) diferenciável, onde z = g(x, y). Tomando x 
e y como variáveis independentes, expresse cada uma das se- 
guintes em termos de 3f/Əx, Əf/ðy, Əf/ Əz, Əz/Əx e ðz/ðy. 

(a) dw/dx (b) dw/dy 


Seja w = ln(e" + e° + e + e"). Mostre que 


Wystu = — Gertstitu-dw 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.5 
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[Sugestão: Tire vantagem da relação e” = e” + e° + e + e".] 
Suponha que w seja uma função diferenciável de x, x, € x3 € 
xı = 41yı + b1y2 
x2 = my1 + b2y2 
x3 = a3 yı + b3y2 


onde os a; e b; são constantes. Expresse dw/0dy; e dw/dy, em 
termos de ðw/3xı, dw/ dx, e Əw/3x3. 


(a) Seja w uma função diferenciável diferenciável de x1, x2, x3 
e x4 e seja cada x; uma função diferenciável de t. Encontre 
uma fórmula da regra da cadeia para dw/dt. 

(b) Seja w uma função diferenciável de xı, x2, x3 € x4 e seja 
cada x; uma função diferenciável de vı, vz e vz. Encontre as 
fórmulas da regra da cadeia para dw/dv,, dw/dvze dw/dvs. 


Sejaw = (2 + x? +: + x2)*, onde n > 2. Determine os va- 
lores de k com os quais vale 
w 8w i 3w 
ax? ax? 0x2 
Deduza a identidade 
d 80) 
Tz fOdt = FEDE 0) — fA x) 
X Jn(x) 


tomando u = g(x) e v = h(x) e, então, derivando a função 
u 
F(u, v) = f ft) dt 
v 


em relação a x. 


Prove: Se f, f+ e fy são contínuas em uma região circular con- 
tendo A(xọo, yo) e B(xı, yı), então existirá um ponto (x*, y*) no 
segmento que une A e B tal que 


fœ, y1) — f(xo, Yo) 
= f (x*, y*) œ — xo) + h a*, y*) 01 — yo) 


Esse resultado é a versão bidimensional do Teorema do Valor 
Médio. [Sugestão: Expresse o segmento de reta que une A e 
B na forma paramétrica e use o Teorema do Valor Médio para 
funções de uma variável.] 


Prove: Se f (x, y) = 0 e f (x, y) = O em toda uma região circu- 
lar, então f(x, y) é constante naquela região. [Sugestão: Use o 
resultado do Exercício 68.] 


Texto Use diferenciais para dar uma justificativa informal 
para a regra da cadeia de derivadas. 


Texto Compare o uso da fórmula 
dy əf /9x 
dx af/9y 


com o processo da derivação implícita. 


1. 


—8 


2.3 3. 26cm?/s 4. 1;1 
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13.6 DERIVADAS DIRECIONAIS E GRADIENTES 


m 
N 
y= 


N (xo; Yo) 
pts 


x sd 


Figura 13.6.1 


Inclinação na direção u = taxa 


de variação de z em relação a s. 


Cad 
f RE (1,7) 


Figura 13.6.2 


As derivadas parciais f, (x, y) e fy (x, y) representam as taxas de variação de f (x, y) nas 
direções paralelas aos eixos x e y. Nesta seção, investigaremos taxas de variação de f(x, y) 
em outras direções. 


E DERIVADAS DIRECIONAIS 


Nesta seção, estenderemos o conceito de derivada parcial à noção mais geral de derivada 
direcional. Vimos que as derivadas parciais de uma função dão as taxas de variação instantã- 
neas dessa função nas direções paralelas aos eixos coordenados. As derivadas direcionais nos 
permitem calcular taxas de variação de uma função em relação a qualquer direção. 

Suponha que queiramos calcular a taxa de variação instantânea de uma função f(x, y) 
em relação à distância em um certo ponto (xo, yo) em alguma direção. Como há uma infini- 
dade de direções nas quais um ponto pode se mover no plano (xo, yo), precisamos de algum 
método para descrever uma direção especificada começando em (xo, yo). Uma maneira de 
fazer isso é usar um vetor unitário 


u = umi + wj 


que tenha ponto inicial em (xo, yo) e aponte na direção desejada (Figura 13.6.1). Esse vetor 
determina uma reta / no plano xy que pode ser expressa parametricamente como 


X = Xo + Sui, Yy = yo + su (1) 


Como u é um vetor unitário, s é o parâmetro comprimento de arco que tem seu ponto de 
referência em (xo, yo) e tem valores positivos na direção e sentido de u. Se s = 0, o ponto 
(x, y) está no ponto de referência (xo, yo) e se move ao longo da reta / na direção e sentido de 
u quando s cresce. A variável z = f (xo + su, Yo + su2) é uma função do parâmetro s na reta 
L. Então, o valor da derivada dz/ds em s = O dá a taxa de variação instantânea de f(x, y) em 
relação à distância de (xo, yo) na direção e sentido de u. 


13.6.1 DEFINIÇÃO Sef(x, y) for uma função de x e y e seu = ui + uz j um vetor uni- 
tário, então a derivada direcional de f na direção e sentido de u em (xo, yo) será denotada 
por Duf(xo, yo) e definida por 


d 
Du f(xo, yo) = T [fŒ + sui, yo + su2)] o (2) 


desde que esse limite exista. 


Geometricamente, Dauf (xo, Yo) pode ser interpretada como a inclinação da superfície 
z = f (x, y) na direção de u no ponto (xo, Yo, f (xo, Yo)) (Figura 13.6.2). Em geral, o valor 
de Daf (xo, Yo) dependerá tanto do ponto (xo, yo) quanto da direção e do sentido do vetor 
u. Assim, em um ponto fixado da superfície, a inclinação dessa superfície varia com a di- 
reção e o sentido (Figura 13.6.3). Analiticamente, a derivada direcional representa a taxa 
de variação instantânea de f (x, y) em relação à distância na direção e sentido de u no 
ponto (xo, Yo). 


> Exemplo 1 Sejaf(x, y) = x y. Encontre e interprete Dyf(1, 2) com o vetor unitário 


v3.1 
z 


u = J 


1 
2 
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z=f y) Solução Segue da Equação (2) que 


; d "35 5 
PS A osaa- i |s (aa) 
| d 


y 


T Co Yo) > Como 
/ =E 3s sS 3s sS "3 1 
E ae Ai (is &E2+5)= (1+ J+ )= qr+(5+5)s+2 


2 2 


A inclinação da superfície 
varia com a direção de u. temos 


Figura 13.6.3 


Dafa D= e +(; | a) s42] 
s 2 


s=0 


v3 1 1 

Sly 3 = 3 

l a NS 513 
s=0 

Como 5 + v3 = 2,23, concluímos que se percorrermos uma pequena distância a partir do 

ponto (1, 2) na direção e sentido de u, a função f(x, y) = xy cresce cerca de 2,23 vezes a dis- 

tância percorrida. < 


A definição de derivada direcional de uma função f(x, y, z) de três variáveis é análoga 
à Definição 13.6.1. 


13.6.2 DEFINIÇÃO Seu = umi + uj + usk for um vetor unitário, e se f(x, y, z) for uma 
função de x, y e z, então a derivada direcional de f na direção e sentido de u em (xo, Yo, Zo) 
será denotada por Daf (xo, Yo, Zo) e definida por 


d 
Du f (x0; Yo, zo) = —— [f(xo + su, yo + sua, zo + su3)] o (3) 
ds E 


desde que esse limite exista. 


Embora a Equação (3) não tenha uma interpretação geométrica conveniente, ainda podemos 
interpretar as derivadas direcionais de funções de três variáveis em termos de taxas de varia- 
ção instantâneas em direções e sentidos especificados. 

As derivadas direcionais de uma função que é diferenciável em um ponto existem em 
qualquer direção e sentido nesse ponto e podem ser calculadas diretamente em termos das 
derivadas parciais de primeira ordem da função. 


13.6.3 TEOREMA 


(a) Sef(x, y) for diferenciável em (xo, yo), e seu = uii + w2) for um vetor unitário, então 
a derivada direcional Dyf(xo, yo) existirá e será dada por 


Du f(xo, yo) = fáxo, Your + fixo, Yo)uz (4) 


(b) Se f(x,y, z) for diferenciável em (xo, Yo, zo) e seu = ui + uj + usk for um vetor 
unitário, então a derivada direcional Dyf(xo, Yo, zo) existirá e será dada por 


Duf(xo, Yo, Z0) = fiXo, Yo: Zo)u1 + FylXo, Yo: Zo)u2 + filxo, Yo, Zo)u3 (5) 
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DEMONSTRAÇÃO Vamos dar a prova de (a); a de (b) é análoga e será omitida. A função 
z = f (xo + sui, yo + su2) é a composição da função z = f(x, y) com as funções 


x= x(s) = xo + su) e y=y(s)=yo+ su 


Por isso, a regra da cadeia fornece imediatamente 


d 
Dau f (xo, yo) = T; [FŒ + sui, yo + su2)] o 


dz 
=— = fixo, yo)uı + fy(xo, yo)uz m 
ds s=0 


Podemos usar o Teorema 13.6.3 para confirmar o resultado do Exemplo 1. Para f(x, y) = xy 
temos f(1, 2) = 2 e f(1, 2) = 1 (verifique). Com 


va. do 
t= Ta 


a Equação (4) fornece 
3 1 
Da f (1,2) -2(5) +5=43+ 


o que está de acordo com nossa solução no Exemplo 1. 
Lembre que na Fórmula (13) da Seção 11.2 vimos que todo vetor unitário u do plano xy 
pode ser expresso como 


u = cos ġi + sen ġ j (6) 


onde à é o ângulo do eixo x positivo para u. Assim, a Fórmula (4) também pode se expressa 
como 


Du f (xo, Yo) = fixo, Yo) cos o + fy(xo, Yo) send (7) 


> Exemplo 2 Obtenha a derivada direcional de f (x, y) = e” em (—2, 0) na direção e no 
sentido do vetor unitário que faz um ângulo de 7/3 com o eixo x positivo. 


Solução As derivadas parciais de f são 
fe p=", fy, y) = xe” 
f —2,0=0, fl-2,0)=-2 


O vetor unitário u que faz um ângulo de 7/3 com o eixo x positivo é 


1 3 
u = cos(m/3)i + sen(m/3)j = zi Ta i 


Assim, por (7) 


Daf (—2,0) = f(—2,0) cos(7/3) + f2, 0) sen(7/3) 
Observe que, no Exemplo 3, utiliza- 
mos um vetor unitário para especi- = 0/2) +(—2) (3/2) = —3 4 


ficar a direção e o sentido da deriva- 
da direcional. Isso é exigido para que 
possamos aplicar a Fórmula (4) ou a 


> Exemplo 3 Obtenha a derivada direcional de f(x, y, z) = xºy — yz? + z no ponto 
Fórmula (5). 


(1, —2, 0) na direção e no sentido do vetor a = 2i + j — 2k. 


Lembre que o símbolo Vf não é o pro- 
duto de V com f. Pense em V como 
um “operador” que age sobre funções 
f para produzir o gradiente Vf. 


z Inclinação = Vf: u 


z= f(x,y) 


(x, y) 


Figura 13.6.4 
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Solução As derivadas direcionais de f são 


fa, y, z) =2xy, fæ, y,z) =x? =z, fex, y, z) = —3yz +1 


Rad, =40= -4 Aa A-20= 1, f:1,—2,0)= 1 
Como a não é um vetor unitário, normalizamos a e encontramos 
a I S 2, 1; 2 
u= Jaj = aid 2k) = zit 3) ai 
Então, pela Fórmula (5), obtemos 
Daf (1, —2,0)= ( o(5)+; = 34 
3 3 3 


E O GRADIENTE 
A Fórmula (4) pode ser dada em termos do produto escalar como 


Dua f (xo, yo) = (fx (x0, YDI + fy x0, Yo) * (uai + u2)) 
= (fx (xo, yoi + fy(xo, Yo)j) u 
Analogamente, a Fórmula (5) pode ser expressa por 
Daf (xo, yo, zo) = (fx(xXo, Yo, zodi + fixo, Yo, zo) + f-(xXo, Yo, Zo)k) * u 


Em ambos os casos, a derivada direcional é dada em termos do produto escalar do vetor de 
direção u com um novo vetor construído a partir das derivadas parciais de f. 


13.6.4 DEFINIÇÃO 


(a) Se ffor uma função de x e y, então o gradiente de f será definido por 
Vf, y) = hka, yi t Ha, yj 


(b) Se ffor uma função de x, y e z, então o gradiente de f será definido por 


E WD) E e Va DA Ar IAE Vo M I AE Mo ES 


O símbolo V é um delta invertido. (Esse símbolo costuma ser lido como “del”, ou então “na- 
bla”, que vem a ser o nome de uma antiga harpa hebraica de dez cordas que tem esse formato.) 
As Fórmulas (4) e (5), agora, podem ser escritas como 


Dauf (xo, yo) = Vf (xo, Yo) *u (10) 


Du f (xo, Yo, zo) = Vf (xo, Yo, Zo) + u (1) 
respectivamente. Por exemplo, usando a Fórmula (11), nossa solução do Exemplo 3 toma a forma 
Da f (1, —2, 0) = Vf(1, —2, 0) + u = (—4i +j +k) - (i+ $j- 4k) 

=) ()+}-} =- 


A Fórmula (10) pode ser interpretada como significando que a inclinação da superfície z = f (x, y) 
no ponto (xo, yo) na direção de u é o produto escalar do gradiente com u (Figura 13.6.4). 
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AZ 


máximo 


vf pT 
(x, y) 


x 


Figura 13.6.5 


|» Crescimento 


Decrescimento 
máximo 


E PROPRIEDADES DO GRADIENTE 

O gradiente não é meramente um dispositivo notacional para simplificar a fórmula da deriva- 
da direcional: veremos que o comprimento e a direção do gradiente Vf fornecem informação 
importante sobre a função fe a superfície z = f(x, y). Por exemplo, suponha que Vf(x, y) # 0 
e usemos a Fórmula (4) da Seção 12.3 para reescrever (10) como 


Daf x, y) = Vf, y) uu = |VfG, y) llullcos O = | Vf(x, y)I| cos 8 (12) 


onde 6 é o ângulo entre Vf(x, y) e u. Essa equação nos diz que o valor máximo de Dyf no 
ponto (x, y) éI|Vf(x, y)|l e que esse máximo ocorre quando 0 = 0, isto é, quando u estiver na 
direção e no sentido de Vf(x, y). Geometricamente, isso significa: 


Em (x, y), a superfície z = f(x, y) tem sua inclinação máxima na direção do gradiente, e a 
inclinação máxima é |V f(x, y). 


Ou seja, a função f(x, y) cresce mais rapidamente na direção e no sentido do gradiente (Figura 
13.6.5). 

Analogamente, (12) nos diz que o valor mínimo de Dyf(x, y) no ponto (x, y) é 
+ Vf (x, y)|| e que esse valor ocorre quando 0 = 7, isto é, quando u estiver no sentido oposto 
a Vf(x, y). Geometricamente, isso significa: 


Em (x, y), a superfície z = f(x, y) tem sua inclinação mínima no sentido oposto ao do gra- 
diente, e a inclinação mínima é —|Vf(x, y)|. 


Ou seja, a função f(x, y) decresce mais rapidamente no sentido oposto ao do gradiente (Figura 
13.6.5). 

Finalmente, no caso em que Vf (x, y) = 0, segue de (12) que Duf(x, y) = O em todas as 
direções no ponto (x, y). Isso ocorre tipicamente onde a superfície z = f(x, y) tiver um “máxi- 
mo relativo”, um “mínimo relativo” ou um ponto de sela. 

Uma análise parecida pode ser feita com funções de três variáveis. Consequentemente, 
temos o resultado a seguir. 


13.6.5 TEOREMA Seja fuma função de duas ou três variáveis e denotemos por P o 
ponto P(xo, yo) ou P(xo, Yo, zo), respectivamente. Suponha que f seja diferenciável em P. 


(a) Se Vf= 0 em P, então todas as derivadas direcionais de fem P serão nulas. 


(b) Se Vf + 0 em P, então, dentre todas as possíveis derivadas direcionais de fem P, 
a derivada em P na direção e sentido de Vf em P terá o maior valor. O valor dessa 
derivada direcional máxima será ||Vf||. 


(c) Se Vf + 0 em P, então dentre todas as possíveis derivadas direcionais de fem P, a 
derivada em P no sentido oposto ao de Vf em P terá o menor valor. O valor dessa 
derivada direcional mínima será —||Vf ||. 


> Exemplo 4 Seja f(x, y) = xe”. Determine o valor máximo de uma derivada direcional 
em (—2, 0) e o vetor unitário na direção e no sentido do qual o valor máximo ocorre. 


Solução Uma vez que 
VI) = fo Vi Hyj = xei re j 
o gradiente de fem (—2, 0) é 
Vf(—2, 0) = —4i + 4j 


Qual será o valor mínimo de uma de- 


rivada direcional de 
Papere 
em (—2, 0)? 


Mostre que as curvas de nível de 
P= 


são círculos e verifique o Teorema 
13.6.6 em (xo, yo) = (3, 4). 
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Pelo Teorema 13.6.5, o valor máximo da derivada direcional é 


IVECO = V (142 + 4 = V32 = 4/2 


Esse máximo ocorre na direção e no sentido de Vf(—2, 0). O vetor unitário nessa direção e 
sentido é 
Vf(—2, 0) 1 E 
IVHC2,0 4,2 


1 1 
=p ja 
NO NI 


E GRADIENTES SÃO NORMAIS ÀS CURVAS DE NÍVEL 

Vimos que o gradiente aponta na direção e no sentido em que a função cresce mais rapida- 
mente. Vejamos, agora, como direção e sentido da taxa de crescimento máxima podem ser 
determinados a partir do mapa de contornos de uma função f(x, y) de duas variáveis. Suponha 
que (xo, Yo) seja um ponto na curva de nível f(x, y) = c de fe suponha que essa curva possa ser 
dada por uma parametrização lisa como 


x=x(s), y=y(s) (13) 


onde s é um parâmetro de comprimento de arco. Lembrando da Fórmula (6) da Seção 12.4, 
temos que o vetor tangente unitário a (13) é 


d d 
T=-10-(S)i+ (2) 


Como T dá a direção ao longo da qual f é praticamente constante, é de se esperar que a taxa 
de variação instantânea de fem relação à distância na direção de T seja 0. Isto é, estamos es- 
perando que 


Drf(x, y) = VÍ, y) + TCs) = O 
Para mostrar que isso realmente ocorre, derivamos ambos os lados da equação f(x, y) = c em 
relação a s. Supondo que f seja diferenciável em (x, y), podemos usar a regra da cadeia para obter 
df dx odfdy 


— —— =0 
dx ds dyds 


que pode ser reescrita como 


ou, alternativamente, como 
Vf, y) T=0 


Portanto, se Vf (x, y) # 0, então Vf(x, y) deveria ser normal à curva de nível f(x, y) = c em 
qualquer ponto (x, y) dessa curva. 

Em disciplinas mais avançadas, prova-se que se f (x, y) tiver derivadas parciais de pri- 
meira ordem contínuas e se Vf(xo, Yo) # 0, então o gráfico de f (x, y) = c na vizinhança de 
(Xo, Yo) realmente é uma curva lisa por (xo, yo). Além disso, também sabemos pelo Teorema 
13.4.4 que f será diferenciável em (xo, yo). Portanto, temos o seguinte resultado. 


13.6.6 TEOREMA Suponha que z = f (x, y) tenha derivadas parciais de primeira ordem 


contínuas em um disco aberto centrado em (xo, yo) e que Vf(xo, yo) É 0. Então, Vf(xo, Yo) 
será normal à curva de nível de f por (xo, yo). 


Quando examinamos um mapa de contornos, instintivamente consideramos a distância 
entre curvas de nível adjacentes como sendo medida em uma direção normal às curvas. Se os 
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OBSERVAÇÃO 


fœ y) = 


Vfi (xo, y 0) 


-Vf xo; Yo) 


Figura 13.6.7 


UPI Photo/Michael Ammons/Air Force/ 
Landov LLC 


Os mísseis “Stinger” e “Sidewinder” 
usam sensores infravermelhos para 
medir gradientes de temperatura. 


contornos corresponderem a valores igualmente espaçados de f, então quanto mais próximas 
aparentarem estar as curvas de nível, mais rapidamente os valores de f deverão variar nessa 
direção normal. Segue dos Teoremas 13.6.5 e 13.6.6 que essa taxa de variação de fé dada por 
IVC, y)|l. Assim, quanto mais próximas aparentarem estar as curvas de nível, maior será a 
magnitude do gradiente de f. 


> Exemplo 5 Na Figura 13.6.6a, é dado um mapa de contornos de uma função f. Esboce 
as direções e os sentidos dos vetores gradientes de f nos pontos P, Q e R. Em quais desses três 
pontos o gradiente tem magnitude máxima? E mínima? 


T T T T 
IF 3 F 
P 
2,5 - Za f 
2} 2} 
1,5 LS 
1P 1F 
0,5 H 0,5 F Q 
0E 0E I f I I 
-2 -2 -1,5 -1 -0,5 0 


Vetores fora de escala 
(a) (b) 
Figuras 13.6.6 


Solução Segue dos Teoremas 13.6.5 e 13.6.6 que as direções e sentidos dos vetores gra- 
dientes serão conforme esboçado na Figura 13.6.6b. A partir da densidade das curvas de 
nível, podemos adivinhar que o gradiente de ftem magnitude máxima em R e mínima em P, 
com a magnitude em Q estando entre essas duas. <4 


Se (xo, Yo) for um ponto da curva de nível f(x, y) = c, então a inclinação da superfície z = f(x, y) nesse ponto 
na direção e no sentido de u será 


Daf (xo, Yo) = Vf xo, Yo) *u 


Se u for tangente à curva de nível em (xo, yo), então f(x, y) não estará crescendo nem decrescendo nessa 
direção, logo Daf (xo, Yo) = 0. Assim, Vf (xo, Yo), — Vf (xo, yo) e o vetor tangente u indicam a direção da inclina- 
ção máxima, inclinação mínima e inclinação zero em um ponto (xo, yo) da curva de nível (Figura 13.6.7). Bons 
esquiadores usam esses fatos intuitivamente para controlar suas velocidades ziguezagueando rampas abaixo 
— eles esquiam pela rampa, com seus esquis tangentes a curvas de nível para parar seu movimento de descida, 
e apontam seus esquis rampa abaixo e normais à curva de nível para obter a descida mais rápida. 


E UMA APLICAÇÃO DE GRADIENTES 


Há inúmeras aplicações nas quais o movimento de um objeto deve ser controlado de forma 
que se mova em direção a um fonte de calor. Por exemplo, em aplicações médicas, a operação 
de certos equipamentos para diagnósticos é projetada para localizar fontes de calor geradas 
por tumores ou infecções e, em aplicações militares, a trajetória de míssieis que procuram o 
calor é controlada para procurar e destruir aeronaves inimigas. O exemplo seguinte ilustra 
como os gradientes são usados para resolver tais problemas. 


> Exemplo 6 Uma partícula que procura o calor está localizada no ponto (2, 3) de uma 
placa lisa de metal, cuja temperatura em um ponto (x, y) é 


T(x, y) = 10 — 8x — 2y? 


-3 -2 -1 0 1 2 3 
Figura 13.6.8 
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Determine uma equação para a trajetória da partícula se ela mover-se continuamente na dire- 
ção do aumento máximo da temperatura. 


Solução Suponha que a trajetória esteja representada parametricamente pelas equações 
x=% y=y(t 


onde a partícula está no ponto (2, 3) no instante t = 0. Como a partícula se move na direção 
do aumento máximo da temperatura, a direção do seu movimento no instante t está na direção 
do gradiente de T(x, y) e, portanto, seu vetor velocidade v(t) no instante t aponta na direção do 
gradiente. Desse modo, existe um escalar k que depende de ż tal que 


vA) = KVT (x, y) 
de modo que temos 
dx, dy 


a CA 


j = k(—16xi — 4yj) 
Equacionando os componentes, obtemos 
dx dy 


— = —l6kx, — = —4ky 
dt dt 


e dividindo para eliminar k, obtemos 


dy  —4ky y 
dx  —l6kx 4x 


Assim, podemos obter a trajetória resolvendo o problema de valor inicial 
=->=0, y9=3 
x 
A equação diferencial é de primeira ordem separável e, portanto, pode ser resolvida pelo mé- 


todo da separação das variáveis discutido na Seção 8.2. Deixamos a cargo do leitor mostrar 
que a solução do problema de valor inicial é 


O gráfico da trajetória e o mapa de contornos da função temperatura são mostrados na Figura 
13.6.8. «4 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.6 (Ver página 971 para respostas.) 


1. O gradiente de f(x, y, z) = xyz? no ponto (1, 1, 1) é 3. Seo gradiente de f(x, y) na origem for 6i + 8j, então a derivada 


2. Suponha que a função diferenciável f(x, y) tenha a propriedade 


direcional de fna direção e no sentido de a = 3i + 4j na origem 
será . A inclinação da reta tangente à curva de ní- 
vel de fpela origem no ponto (0, 0) será 


de que 
4. Se o gradiente de f(x, y, z) em (1, 2, 3) for 2i — 2j + k, então 
f ( + su 1+ S ) o. o valor máximo das derivadas direcionais de fem (1, 2, 3) será 
2 2 e o mínimo será ; 


A derivada direcional de f na direção e no sentido de 


3 


ga 
u=—i+ cj 


2 
em (2, Dé 


2 
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EXERCÍCIOS 13.6 [4 Recurso Gráfico [E] CAS 
1-8 Encontre Da fem P. E 26. Seja 
1 1 

1. f(x,y) = 04 PG, 1); u= —i+ —j fœ, y) = — 

fœ, y y E x+y 
2. f(x, y) = sen(5x — 3y); P, 5); u = ži = j Determine um vetor unitário u com o qual Dyf(2, 3) = 
3. fœ, y) =n +x? + y); P0, 0); 27. Determine a derivada direcional de 

do 3a 
pb =) ir) = 
JO 10 fœ, y, z) Teg 
d = ireçã i — 
4. fœ, y) = cx + dy, PG): u=ti+3j em P(2, 1, —1) na direção e no sentido de Pa Q (—1,2,0). 
28. Determine a derivada direcional da função 
E Depp 2 . u= li —2 

5. fœ, y, z) = 4x YT; PQ, 1, 1); u 31+ E Zk f, y, 2) = 2y — 2x + yz + 3x 
6. f(x,y,z) = ye +z”; P(0,2,3); u= ži- łj+ Ík 

Ty ai= ye PEE ) À em P(—1, —2, 1) na direção e no sentido do eixo z negativo. 
7. f(x,y,z) = In(x? +272 +37); P(—1, 2, 4); 

u= -ŝi 2 ti 2 2k ENFOCANDO CONCEITOS 
8. f(x,y,z) = senxyz; P (4, 4, 7); id Suponha HN Dufl, a5 =A e Dyf, 2):= 10, onde 

1 1 u = ïi — 3je V = 5i + 5j. Determine 
u = —i — —j + —k 
A RATA (a) f41,2) ©) (1,2) 
(c) a derivada direcional de fem (1, 2) na direção e sentido 
9-18 Encontre a derivada direcional de fem P na direção de a. E da origem. 


9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


18. 


for y)=4% PQ); a=4-3j 

fe y)=9- 2; P(,0); a=i-j 

fo, y)=yInx; P(1,4); a=-3+43j 
fxy)=ecosy; P(0,7/4); a=5i- 

fx, y=arcte(y/x); P(-2,2); a=-i-j 

fo y)=xe"-ye;P(0,0): a=5i-2j 

fx, y, z) = xy + z% P (—3,0,4); a=i+j+k 

fŒ, yz) =y = vx? +z; P(-3, 1,4); 
a=2i—2j-—k 

fyd =; P(,0,—3); a=— 6i +3j-— 2k 
fx, y, z) = e+? + 3; P (—2,2, —1); a= 20i -— 4j+ 5k 


19-22 Encontre a derivada direcional de fem P na direção e no sen- 
tido de um vetor que faça, no sentido anti-horário, um ângulo 9 com 
o eixo x positivo. E 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


fœ, y)= 
f(x,y) = 


XY; P(1,4); 0=7/3 

=) 
x +) 
fæ, y) = tg (2x + y); P(7/6,7/3):0= 17/4 
fx, y) = senh x cosh y; P(0, 0); 0 = 7 


; P(~1,—2); 0 = 7/2 


Determine a derivada direcional de 


x, y) = — 
fœ, y) TEY 
em P(1, 0) na direção e sentido de P a Q (—1, —1). 


Determine a derivada direcional de f(x, y) = e* 


P(0, 7/4) na direção e sentido da origem. 


sec y em 


Determine a derivada direcional de f(x, y) = 
na direção e no sentido do eixo y negativo. 


Vxye”em P(1, 1) 


30. 


31. 


32. 


Dado que f(—5, 1) = —3 ef(—5, 1) = 2, determine a deri- 
vada direcional de fem P(—5, 1) na direção e no sentido do 
vetor de Pa Q(—4, 3). 


A figura a seguir mostra algumas curvas de nível de uma fun- 
ção não especificada f(x, y). Qual dos três vetores mostrados 
na figura é mais provavelmente o gradiente Vf? Explique. 


A figura a seguir mostra algumas curvas de nível de uma 
função não especificada f(x, y). Dos gradientes em Pe Q 
qual, provavelmente, tem o maior comprimento”? Explique. 


AY 10 y 
20 
I 1 
30 
M 
xX 
> 
Figura Ex-31 Figura Ex-32 
33-40 Encontre Vz ou Vw. WE 
33. z= sen(7yº — 7xy) 34. z= 7 sen (6x/y) 
6x +7 6xe? 
35. z= ado 36. z= sã 
6x — 7y x +8y 
37. w=-2 -y +z’ 38. w = xe® sen 6z 
39. w = ln yx? + y? +z? 40. w = e™™ sec xyz 


41-46 Encontre o gradiente de f no ponto indicado. E 


41. f(x, y) = 5x + yf; (4,2) 


42. 


43. f(x,y) = 


f(x,y) = 5senx? + cos3y; (V7/2,0) 
(2 + ay); (—1,—1) 


44. fa, y) = +97) 12, (3,4) 
45. f(x,y,z) = y ln(x + y+ z); (—3, 4, 0) 
46. f(x, y, Z) = yz tg? x, (1/4, —3, 1) 


47-50 Esboce a curva de nível de f(x, y) que passa por P e desenhe 
o vetor gradiente em P. E 


47. f(x, y) = 4x — 2y + 3; P(1, 2) 
48. fœ, y) = 9/2; P(-2, 2) 

49. f(x, y) =x? + 47; P(-2,0) 
50. fœ, y) =X — y’; P2, —1) 


51. Determine um vetor unitário u que seja normal em P(1, —2) à 
curva de nível de f(x, y) = 4x?y que passa por P. 


52. Determine um vetor unitário u que seja normal em P(2, —3) à 
curva de nível de f(x, y) = 3x?y — xy que passa por P. 


53-60 Encontre um vetor unitário na direção do qual f cresce mais 
rapidamente em P e obtenha a taxa de variação de f em P nessa 
direção. 


53. fx, y) =42y; P(—1, 1) 

54. f(x, y)=3x— lny; P(2,4) 
55. fœ, y) = yx + y3; P(4, —3) 
56. f@, y) = o PO, 2) 


57. fy, d) =V +yz +z-1; P(,1,-1) 
58. f(x, y, z) = sx — 3y + 4z; P(0,-3,0) 


X Z 
59. fx, y, D)= E + e P(1, 2, —2) 


60. f(x, y, z) = arcte ( J P(4,2,2) 


y+z 


61-66 Encontre um vetor unitário na direção do qual f decresce 
mais rapidamente em P e obtenha a taxa de variação de fem P nessa 
direção. E 

61. f(x, y) =20 -x — y’; P(-1,—3) 

62. f(x,y) = e”; P(2, 3) 


63. f(x, y) = cos (3x — y); P(7/6, 7/4) 


64. fœ, y) = ai P(,1) 


tus det. po o 
z—y 


66. f(x, y, z) = 4e® cos z; P(0, 1, 7/4) 


67-70 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. Em cada exercício, suponha 
que f seja uma função diferenciável de duas variáveis cujo domínio 
é todo o plano. E 


67. Se v = 2u, então a derivada direcional de fna direção e sentido 
de v num ponto (xo, yo) será duas vezes a derivada direcional de 
fna direção e no sentido de u no ponto (xo, yo). 


68. Se y = x? for uma curva de nível de f, então f(0, 0) = 0. 


969 


Capítulo 13 / Derivadas parciais 


69. Seu for um vetor unitário fixado e Dua f(x, y) = 0 em cada ponto 
(x, y), então f será uma função constante. 


70. Se o vetor deslocamento de (xo, yo) até (x1, y1) for um múltiplo 
positivo de Vf(xo. yo), então f(xo, Yo) < f(x, Y1). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


71. Dado que Vf(4, —5) = 2i — j, determine a derivada direcio- 
nal da função f no ponto (4, —5) na direção e no sentido de 
a=5i+ 2j. 


72. Dado que Vf(xo, yo) = i — 2j e Dufxo, Yo) = —2, determine 
u (duas respostas). 


73. A figura a seguir mostra algumas curvas de nível de uma 

função não especificada f(x, y). 

(a) Use a informação disponível para aproximar o compri- 
mento do vetor Vf(1, 2) e esboce a aproximação. Ex- 
plique como você aproximou o comprimento e deter- 
minou a direção e sentido do vetor. 

(b) Esboce uma aproximação do vetor — Vf(4, 4). 


y= 


Figura Ex-73 


74. A figura a seguir mostra um mapa topográfico de uma mon- 
tanha e um ponto P em sua base. Suponha que queiramos 
escalar essa montanha a partir de P em direção ao topo, de 
tal forma que estejamos sempre subindo na direção da in- 
clinação mais íngreme. Esboce a projeção desse caminho 
sobre o mapa de contornos. Isso é chamado de caminho de 
subida mais íngreme. Explique como esse caminho pode 
ser determinado. 


Figura Ex-74 


75. Seja z = 3x? — y’. Determine todos os pontos nos quais ||Vz|| = 6. 
76. Dado que z = 3x + y?, determine || Vz|| no ponto (5, 2). 


77. Uma partícula move-se ao longo de uma trajetória C dada pelas 
equações x = t e y = — P. Se z = x° + y’, determine dz/ds ao 
longo de C no instante em que a partícula está no ponto (2, —4). 


78. A temperatura em graus Celsius em um ponto (x, y) de uma 
placa de metal no plano x y é 
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79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


Cálculo 


(a) Encontre a taxa de variação da temperatura em (1, 1) na 
direção e sentido de a = 2i — j. 

(b) Uma formiga em (1, 1) precisa andar na direção na qual a 
temperatura baixe mais rapidamente. Encontre um vetor 
unitário nessa direção. 


Se o potencial elétrico em um ponto (x, y) do plano xy é 

V(x, y) então o vetor de intensidade elétrica no ponto (x, y) é 

E = —V V(x, y). Suponha que V(x, y) = e cos 2y. 

(a) Determine o vetor de intensidade elétrica em (7/4, 0). 

(b) Mostre que, em cada ponto no plano, o potencial elétrico de- 
cresce mais rapidamente na direção e no sentido do vetor E. 


Em uma certa montanha, a elevação z acima de um ponto (x, y) 

em um plano xy ao nível do mar é de z = 2.000 — 0,02xº — 0,04y2, 

onde x, y e z estão dados em metros. O eixo x positivo aponta 

para o leste e o eixo y positivo, para o norte. Um montanhista 

está no ponto (—20, 5, 1991). 

(a) Se o montanhista utilizar uma bússola para caminhar em 
direção ao oeste, ele estará começando a subir ou descer? 

(b) Se o montanhista utilizar uma bússola para caminhar em 
direção ao nordeste, ele estará subindo ou descendo? A 
que taxa? 

(c) Em qual direção da bússola o montanhista deveria começar a 
caminhar para percorrer uma curva de nível (duas respostas)? 


Dado que a derivada direcional de f(x, y, z) no ponto (3, —2, 1) 
e na direção de a = 2i — j — 2k é —5 e que | VAB, —2, DI = 5, 
determine Vf(3, —2, 1). 


A temperatura (em graus Celsius) em um ponto (x, y, z) de um 
sólido metálico é 

xyz 
Lht ye? 


T(x, y,z) = 


(a) Encontre a taxa de variação da temperatura em relação à 
distância em (1, 1, 1) na direção da origem. 

(b) Encontre a direção na qual a temperatura eleva-se mais 
rapidamente no ponto (1, 1, 1). (Expresse a sua resposta 
como um vetor unitário.) 

(c) Encontre a taxa na qual a temperatura eleva-se movendo 
de (1, 1, 1) na direção obtida na parte (b). 


Seja r = yx? + y?. 


r 
(a) Mostre que Vr = —, onde r = xi + yj. 
r 


Fr) 
E 
Use a fórmula da parte (b) do Exercício 83 para determinar 
(a) VF) se f(r) = re” 
(b) f(r) se Vf) =3Pref(Q)= 1. 


Seja u, um vetor unitário cujo ângulo no sentido anti-horário 
com o eixo x positivo é 0, e seja u um vetor unitário a 90º no 
sentido anti-horário de u,. Mostre que se z = f(x,y), x = r cos 6 
e y = r sen 6, então 


(b) Mostre que Vf(r) = f'(r)Vr = r. 


[Sugestão: Use a parte (c) do Exercício 57, Seção 13.5.] 


Prove: Se fe g forem diferenciáveis, então 
(a) V(f+8)=Vf+ Vg 


(b) Vícf) = cVf (c constante) 

© Vde) =IVg + gvf 

(d) v(ź) = NF —ÍVE 
8 8 

(e) VF» = nf"! vf. 


87-88 Uma partícula que busca o calor está localizada no ponto P 
de um plano de metal, cuja temperatura no ponto (x, y) é T(x, y). 
Determine as equações paramétricas para a trajetória da partícula 
se ela se move continuamente na direção do aumento máximo da 
temperatura. E 


87. 
. Tx, y) = 100 — x? — 2y2; P(5, 3) 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


T, y) = 5 — 4x2 — y% P(1, 4) 


. Use um recurso gráfico para gerar a trajetória da partícula junto 


a alguma curva de nível representativa da função temperatura 
do Exercício 87. 


Use um recurso gráfico para gerar a trajetória da partícula junto 
a alguma curva de nível representativa da função temperatura 
do Exercício 88. 


(a) Use um CAS para fazer o gráfico da função 
Fæ, y) = (1º 43) CO, 

(b) Em quantos pontos será verdade que Duf(x, y) = O com 
quaisquer vetores unitários u? 

(c) Use um CAS para determinar Vf. 

(d) Use um CAS para resolver a equação Vf(x, y) = O para x e y. 

(e) Use o resultado da parte (d) junto ao Teorema 13.6.5 para 
verificar sua conjectura na parte (b). 


Prove: Se x = x(t) e y = y(t) forem diferenciáveis em t, e se 
z = f (x, y) for diferenciável no ponto (x(t), y(t)), então 
dz 


a VE rt) 


onde r(t) = x(Di + y(Dj. 


Prove: Se f, fe fy forem contínuas em uma região circular, e se 
Vf(x, y) = 0 em toda a região, então f(x, y) será constante na 
região. [Sugestão: Veja o Exercício 69, Seção 13.5.] 


Prove: Se a função f for diferenciável em um ponto (x, y) e se 
Duftx, y) = 0 em duas direções não paralelas, então Dau f(x,y) = 0 
em todas as direções. 

Dado que as funções u = u(x, y, z), V = V(x, y, Z), w = W(x, y, Z) 
e f(u, v, w) são diferenciáveis, mostre que 


f] 
Vf(u, v, w) = yu | Vv4 
du 


Texto Seja fuma função diferenciável de duas variáveis. Es- 
creva um parágrafo curto discutindo as conexões entre deriva- 
das direcionais de fe inclinações de retas tangentes ao gráfico 
de f. 


Texto Seja fuma função diferenciável de duas variáveis. Em- 
bora tenhamos definido o que significa dizer que f é diferen- 
ciável, não definimos a “derivada” de f. Escreva um parágrafo 
curto discutindo os méritos de definir a derivada de f como sen- 
do o gradiente Vf. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.6 


1. (1,2,3) 2.3 


3. 10; —3 


4. 3; -3 


13.7 PLANOS TANGENTES E VETORES NORMAIS 


x 


Figura 13.7.1 


Retas 


z tangentes F(x,y, z7) =c 


2: 
EA 


Plano 
tangentes 


En 


I 

| 

> 
Vero Yo) 

Todas as retas tangentes em Po 
estão no plano tangente. 


Figura 13.7.2 


VF(x0, Yo Z0) 
O (ro. Yo Zo) 


| 
ea F(x, y,z) =c 


Z 


Figura 13.7.3 


AZ 


y. 
> 


Nesta seção, discutiremos planos tangentes a superfícies no espaço tridimensional e nos 
ocuparemos em responder a três questões básicas: O que é um plano tangente? Quando 
existem planos tangentes? Como encontrar equações de planos tangentes? 


E PLANOS TANGENTES E VETORES NORMAIS A SUPERFÍCIES 

DE NÍVEL F(x, y, 2) = c 
Inicialmente, consideramos o problema de encontrar planos tangentes a superfícies de ní- 
vel de uma função F(x, y, z). Essas superfícies são representadas por equações da forma 
F(x, y, z) = c. Vamos supor que F tenha derivadas parciais de primeira ordem contínuas, o 
que garantirá consequências geométricas importantes. Fixemos c e digamos que Po(xo, Yo, Zo) 
satisfaz a equação F(x, y, z) = c. Em disciplinas mais avançadas, pode ser provado que se F 
tiver derivadas parciais de primeira ordem contínuas e se VF(xo, yo, zo) * 0, então, perto de 
Po, o gráfico de F(x, y, z) = c será, de fato, uma “superfície”, e não algum conjunto bizarro 
de pontos do espaço. 

Nosso conceito de plano tangente a uma superfície de nível S dada pela equação 

F(x, y, z) = c terá por base a noção mais elementar de uma reta tangente a uma curva C do 
espaço (Figura 13.7.1). Intuitivamente, é de se esperar que o plano tangente a S em um ponto 
Po seja composto das retas tangentes em Po de todas as curvas de § que passem por Po (Fi- 
gura 13.7.2). Suponha que C seja uma curva de S que passe por Po e seja parametrizada por 
x = x(t), y = y(t), z = z(t), com xo = x(to), Yo = Y(to) e zo = z(to). Então, a reta l que é tangente 
a Cem Po é paralela ao vetor 


r'=x(to)i+y'(to)j + 2 (tok 


em que supomos r’ + 0 (Definição 12.2.7). Como C está na superfície F(x, y, z) = c, temos 


c = F(A), yA, z0) (1) 
Calculando a derivada em £y de ambos os lados de (1), a regra da cadeia fornece 
0 = Fixo, Yo, Zo)x’ (to) + Fy(xo, Yo, Z0)y (to) + Fixo, Yo, Zo)z (to) 
Podemos escrever essa equação em forma vetorial como 
0 = (Fixo, Yo, Zi + Fylxo, Yo, Zo) j + Fixo, Yo, Zo)k) * Œœ (foji + y’ (to) j + 2 (to)k) 
ou 
0 = V Fo, yo, Zo) * r’ (2) 


Segue que, se VF(xo, Yo, zo) # 0, então VF(xo, Yo, zo) será normal à reta l. Dessa forma, a reta l 
que é tangente a C em Po está contida no plano por Po com vetor normal VF(xo, yo. Zo). Como 
a curva C foi tomada arbitrariamente, concluímos que o mesmo vale com qualquer curva 
de S que passe por Po (Figura 13.7.3). Assim, faz sentido definir o plano tangente a S em Po 
como o plano por Po cujo vetor normal seja 


n = V F(x, Yo, 20) = (E ÁXo Yo, Zo), Fy(xXo, Yo Zo), FÁXO, Yo, Zo)) 


Usando a forma ponto-normal [ver Fórmula (3) da Seção 11.6], chegamos à seguinte de- 
finição. 
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A Definição 13.7.1 pode ser vista 
como uma extensão para superfícies 
do Teorema 13.6.6 relativo a curvas. 


Figura 13.7.4 


13.7.1 DEFINIÇÃO Suponha que F(x, y, z) tenha derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas e que Po(xo, Yo, Zo) seja um ponto da superfície de nível S: F(x, y, z) = c. Se 
VF(xo. Yo, zo) * 0, então n = VF(xo, Yo, zo) será um vetor normal a S em Po e o plano 
tangente a S em Po será o plano de equação. 


Filo, Yo, Zo)(x — xo) + Fylxo, Yo, zo) — yo) + Filxo, Yo, zo)(z — zo) =0 (3) 


A reta pelo ponto Po paralela ao vetor normal n é perpendicular ao plano tangente 
(3). Diremos que essa é a reta normal, ou, às vezes, simplesmente, a normal à superfície 
F(x, y, z) = c em Po. Segue que essa reta pode ser dada em forma paramétrica por 


x = xo + Fixo Yo, zo, y = yo + Fy(xo, Yo, Zo)t, z= zo + F:(xo, yo zo (4) 


> Exemplo 1 Considere o elipsoide x? + 4y? + z? = 18. Encontre 
(a) uma equação do plano tangente ao elipsoide no ponto (1, 2, 1). 
(b) equações paramétricas da reta que é normal ao elipsoide no ponto (1, 2, 1). 
(c) o ângulo agudo que o plano tangente no ponto (1, 2, 1) faz com o plano xy. 
Solução (a) Aplicamos a Definição 13.7.1 com F(x, y, z) = x? + 4y? + z? e (xo, Yo, Zo) = 
(1,2, 1). Como 
VEG, y, z) = (Flo, y, z), F, y, z), Fx, y, 2) = (2x, 8y, 22) 


temos 


n = VF(1, 2, 1) = (2, 16, 2) 


Logo, por (3), a equação do plano tangente é 


2(x— 1)+ 16% —2)+2(z—1)=0 ou x+8y+z=18 


Solução (b) Comon = (2, 16, 2) no ponto (1, 2, 1), segue de (4) que 
x=1+2t, y=2+16t, z=1+2t 


são equações paramétricas da reta normal ao elipsoide no ponto (1, 2, 1). 


Solução (c) Para encontrar o ângulo agudo 0 entre o plano tangente e o plano xy, apli- 
camos a Fórmula (9) da Seção 11.6 com n; = n = (2, 16,2) e m = (0, 0, 1). Dessa forma, 
obtemos 

|(2, 16,2) - (0,0, 1)| 2 1 

(2, 16, 2) 110, 0, 1] (2,/66)1) v66 


cos6 = 


Assim 


1 
0 = arc cos | —— | = 83º 
(5=) 


(Figura 13.7.4). 4 


E PLANOS TANGENTES A SUPERFÍCIES DA FORMA z= f(x, y) 
Para encontrar um plano tangente a uma superfície da forma z = f(x, y), podemos usar a 
Equação (3) com a função F(x, y, z) = z — f(x, y). 
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> Exemplo 2 Encontre uma equação do plano tangente e equações paramétricas da reta 
normal à superfície z = x?y no ponto (2, 1, 4). 


Solução Seja F(x, y, z) = z — xºy. Então F(x, y, z) = 0 na superfície, de modo que podemos 
encontrar o gradiente de F no ponto (2, 1, 4): 


VF(x,y)=-2xyi-xºj+k 
VF(Q2,1,4)= —4i — 4j + k 
Por (3), o plano tangente tem equação 
—4(x— 2)—- 4y- 1)+1z-4=0 ou —4x—4y+z=-—8 
e a reta normal tem equações 


x=2-—4t, y=1—4t, z=4+t: E 


Suponha que f(x, y) seja diferenciável em um ponto (xo, Yo) € que Zo = f (xo, Yo). Pode 
ser mostrado que o procedimento usado no Exemplo 2 pode ser usado para encontrar o plano 
tangente à superfície z = f(x, y) no ponto (xo, Yo, Zo). Isso dá uma equação alternativa para o 
plano tangente ao gráfico de uma função diferenciável. 


13.7.2 TEOREMA Sef(x, y) for diferenciável no ponto (xo, yo), então o plano tangente à 
superfície z = f(x, y) no ponto Po(xo, Yo f (xo, Yo)) [ou (xo, Yo)] será o plano 


Z= f(x, 0) + fixo, Yo) — xo) + flo, YO yo) (5) 


DEMONSTRAÇÃO Considere a função F(x, y, z) = z — f(x, y). Como F(x, y, z) = O na super- 
fície, aplicamos a Equação (3) a essa função. As derivadas parciais de F são 


Fx, y, z) = fx, y), F, y, z) = =h y), Fix, >, z) =1 


O ponto no qual essas parciais serão calculadas está na superfície; portanto, é da forma 
(x0, Yo, f (xo, Yo)). Assim, (3) dá 


0 = F, (xo, Yo, zo) (x — xo) + Fy (xo, Yo, zo) — yo) + F:(xo, Yo, zo)(z — f(xo, yo)) 
= — fx (xo, Yo) (x — xo) — Flo, Vo) — yo) + 1(z — f(xo, yo)) 


que é equivalente a (5). E 


Lembre que, na Seção 13.4, observamos que se uma função f(x, y) for diferenciável 
em um ponto (xo, Yo), então a aproximação linear local L(x, y) de fem (xo, yo) tem a equação 


L(x, y) = f (xo, yo) + fÁXO, Yox — xo) + fixo, YoY — Yo) 


Observe que a equação z = L(x, y) é idêntica à do plano tangente ao gráfico de f(x, y) no pon- 
to (xo, Yo). Assim, o gráfico da aproximação linear local de f(x, y) no ponto (xo, Yo) é o plano 
tangente à superfície z = f(x, y) no ponto (xo, yo). 


E PLANOS TANGENTES E DIFERENCIAIS TOTAIS 
Lembre que, para uma função z = f (x, y) de duas variáveis, a aproximação por diferenciais é 


Az = Af = f Cx, y) — f xo, yo) = dz = faxo, Vo) — xo) + So Yo) — Yo) 
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Observe que o plano tangente na Fi- 
gura 13.7.5 é o análogo da reta tan- 
gente na Figura 13.4.2. 


F(x, y,z)=0 


Æ 
G(x, y,z)=0 
Figura 13.7.6 


A, 


Ni HHA pu 
AN 
— ANNAN 
o ANNE SA 
OAE O a, 1,2) 
NEE y 
Q i # 
$ EEE 
RE H ” 


Figura 13.7.7 


O plano tangente fornece uma interpretação geométrica dessa aproximação. Vemos na Figura 
13.7.5 que Az é a variação de z ao longo da superfície z = f(x, y) do ponto Po(xo, Yo, f (xo, Yo)) ao 
ponto P(x, y, f(x, y)), e dz é a variação de z ao longo do plano tangente de Po a Q(x, y, L(x, y)). 
O pequeno deslocamento vertical em (x, y) entre a superfície e o plano representa o erro da 
aproximação linear local de fem (xo, yo). Vimos que, perto de (xo, yo), esse erro tem uma mag- 
nitude muito menor do que a distância entre (x, y) e (xo, yo). 


z=f(x,y) Az 
Í| dz 
He Plano 
Polo Yo fo Yo) tangente 
em Po 
z= L(x, y) 
$ (x, y) 
dy = Ay =y-yo 


e EEE 
(xo Yo dx=Ax=x-xo 


Figura 13.7.5 


E USANDO GRADIENTES PARA ENCONTRAR RETAS TANGENTES A 
INTERSEÇÕES DE SUPERFÍCIES 

Em geral, a interseção de duas superfícies F(x, y, z) = 0 e G(x, y, z) = O será uma curva no es- 
paço tridimensional. Se (xo, Yo, Zo) for um ponto nessa curva, então V F(xo, Yo, Zo) será normal 
à superfície F(x, y, z) = O em (xo, Yo, Zo) e V G(xo, Yo, Zo) será normal à superfície G(x, y, 2) = O 
em (xo, Yo, Zo). Assim, se a curva de interseção puder ser dada por uma parametrização lisa, 
então seu vetor tangente unitário T em (xo, Yo, Zo) será ortogonal a ambos, V F(xo, Yo, Zo) € 
VG(xo, yo, zo) (Figura 13.7.6). Consequentemente, se 


V F(xo, Yo, Z0) x VG(xo, Yo, zo) Æ O 


então esse produto vetorial será paralelo a T e, portanto, será tangente à curva de interseção. 
Esse vetor tangente pode ser usado para determinar a direção da reta tangente à curva de in- 
terseção no ponto (xo, Yo, Zo). 


> Exemplo 3 Obtenha as equações paramétricas da reta tangente à curva de interseção 
entre o paraboloide z = x? + y? e o elipsoide 3x? + 2y? + z? = 9 no ponto (1, 1, 2) (Figura 
13.7.7). 


Solução Começamos reescrevendo as equações das superfícies como 
X+y/-7=0 e 304+2y)+72-9=0 
e tomamos 
F(x,y, =x +y -z e Gx,y,D)=W+2y+72-o 
Precisaremos dos gradientes dessas funções no ponto (1, 1, 2). Os cálculos são 
VF(x, 3,2 
VF(1,1,2 
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Como qualquer múltiplo escalar desse vetor fará exatamente o mesmo, podemos multiplicar 
por 5 para reduzir o tamanho dos coeficientes e usar o vetor 6i — 7j — 2k para determinar a 
direção da reta tangente. Esse vetor e o ponto (1, 1, 2) fornecem as equações paramétricas 


x=1+6t, 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.7 (Ver página 977 para respostas.) 


1. 


EXERCÍCIOS 13.7 E 


Suponha que f(1, 0, —1) = 2 e que f(x, y, z) seja diferenciá- 
vel em (1,0, —1) com Vf(1,0, —1) = (2, 1, 1). Uma equação 
do plano tangente à superfície de nível f(x, y, z) = 2 no ponto 
(1,0, —-1) é ; as equações paramétricas da reta nor- 
mal à superfície de nível pelo ponto (1,0, —1) são 


Z= 


4 = Do a n 


- Suponha que f(x, y) seja diferenciável no ponto (3, 1) com 


fB, 1) = 4, f3, 1) =2ef(3, 1) = —3. Uma equação do plano 
tangente ao gráfico de fno ponto (3, 1, 4) é ue 


X 5 Z= 


CAS 


são equações paramétricas da reta normal ao gráfico de f no 
ponto (3, 1, 4). 


Uma equação do plano tangente ao gráfico de z = x? 
ponto (2, 4, 8) é 
normal ao gráfico de z = x? 


y no 
; as equações paramétricas da reta 
y no ponto (2, 4, 8) são 


TE ey sms 
A esfera x? + y? + z2 = 9 e o plano x + y + z = 5 intersectam 
em um círculo que passa pelo ponto (2, 1, 2). Equações para- 
métricas da reta normal a esse círculo em (2, 1, 2) são 

TS ; 


y= " Z= 


1. 


Considere o elipsoide x? + y? + 47? = 12. 

(a) Encontre uma equação do plano tangente ao elipsoide no 
ponto (2, 2, 1). 

Determine equações paramétricas da reta que é normal ao 
elipsoide no ponto (2, 2, 1). 

Determine o ângulo agudo que o plano tangente no ponto 
(2, 2, 1) faz com o plano xy. 


Considere a superfície xz — yz? + yz? = 2. 

(a) Encontre uma equação do plano tangente à superfície no 
ponto (2, —1, 1) 

Determine equações paramétricas da reta que é normal à 
superfície no ponto (2, —1, 1). 

Determine o ângulo agudo que o plano tangente no ponto 
(2, —1, 1) faz com o plano xy. 


(c) 


3-12 Encontre uma equação para o plano tangente e equações para- 
métricas para a reta normal à superfície no ponto P. EH 


xX +y +z =25; P(-3,0,4) 


xy — 42= —7; P(-3,1,-2) 


xX — xyz = 56; P(—4, 5, 2) 
z=x +y; P(2, —3, 13) 
z=40y + 2y; P(1, —2, 12) 
z= ix y”; P(2,4,4) 
z=xe; P(1, 0,1) 


z=Inyx2+y2; P(—1, 0,0) 


. z= e” sen 3x; P(m/6,0,1) 
. z=x"2 + y"? P(4,9,5) 


ENFOCANDO CONCEITOS 


13. Encontre todos os pontos da superfície nos quais o plano 

tangente é horizontal. 
(a) z= 
(b) z=x2 — xy +y — 2x + 4y 

14. Encontre um ponto da superfície z = 3x? — y? no qual o 
plano tangente é paralelo ao plano 6x + 4y — z = 5. 

15. Encontre um ponto da superfície z = 8 — 3x? — 2y? no 
qual o plano tangente é perpendicular à reta x = 2 — 3t, 
y=7+8,7=5-1. 

16. Mostre que as superfícies 

=y02+y e z= +y)+3 
intersectam em (3, 4, 5) e têm um plano tangente em co- 
mum nesse ponto. 

17. (a) Encontre todos os pontos de interseção entre a reta 

x=-1+t y=2+t, 2=24+7 
e a superfície 
=P +y 


18. 


(b) Em cada ponto de interseção, determine o cosseno 
do ângulo agudo entre a reta dada e a reta normal à 
superfície. 


Mostre que se f é diferenciável e z = x f(x/y), então todos 
os planos tangentes ao gráfico dessa equação passam pela 
origem. 
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19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. IH 


19. Se o plano tangente à superfície de nível de F(x, y, z) no ponto 
Po(xo, Yo, Zo) também for tangente a uma superfície de nível de 
G(x, y, z) em Po, então VF(xo, yo, zo) = VG(xo, yo, Zo). 


20. Seo plano tangente ao gráfico de z = f(x, y) no ponto (1, 1, 2) ti- 
ver a equação x — y+2z=4,entãiof(l,D)=1ef(l, D=—1. 


21. Seo plano tangente ao gráfico de z = f(x, y) no ponto (1, 2, 1) ti- 
ver a equação 2x + y — z = 3, então a aproximação linear local de 
fem (1, 2) será dada pela função L(x, y) = 1 +2x— D+(y— 2). 


22. A reta normal à superfície z = f(x, y) no ponto Po(xo, yo, f (xo, Yo)) 
tem um vetor diretor dado por (xo, Yoi + f(Xo, yo)j — K- 


23-24 Encontre dois vetores unitários que são normais à superfície 
dada no ponto P. E 


24. senxz— 4 cos yz = 4; P(x, 7, 1) 
25. Mostre que toda reta que é normal à esfera 
¥+y +z =l 
passa pela origem. 


26. Encontre todos os pontos do elipsoide 2x? + 3y? + 4z? = 9 nos 
quais o plano tangente é paralelo ao plano x — 2y + 3z = 5. 


27. Encontre todos os pontos da superfície x? + y? — z? = 1 nos 
quais a reta normal é paralela à reta que passa por P(1, —2, 1) e 


Q(4, 0, —1). 
28. Mostre que o elipsoide 2x? + 3y? + z? = 9 e a esfera 
X +y +z 6x 8y — 8z +24=0 
têm um plano tangente em comum no ponto (1, 1, 2). 


29. Encontre equações paramétricas para a reta tangente à cur- 


va de interseção do paraboloide z = x? + y? e do elipsoide 
xX +4 + Z = 9 no ponto (1, —1, 2). 


30. Encontre equações paramétricas para a reta tangente à curva de 
interseção do cone z = y/ x? + y? e do plano x + 2y + 2z = 20 
no ponto (4, 3, 5). 


31. Encontre equações paramétricas para a reta tangente à curva de 
interseção dos cilindros x? + z? = 25 e y? + z? = 25 no ponto 
G, —3, 4). 


[c] 32. 


Afiguraa seguir mostra a interseção das superfíciesz=8 — x? — y? 

e4x+2y-z=0 

(a) Encontre equações paramétricas para a reta tangente à cur- 
va de interseção no ponto (0, 2, 4). 

(b) Use um CAS para gerar uma reprodução razoável da fi- 
gura. Não é necessário gerar as cores, mas tente obter um 
ponto de vista similar. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


rss 
ET? = 
ONT SEE SEEA 
ALLA Gg SRS dx SSNAN 
SESI 


RENNIN 


Figura Ex-32 


Mostre que a equação do plano que é tangente ao elipsoide 
3 2 > 
A A 
2a a=1 
O A E 


em (xo, Yo, Zo) pode ser escrita na forma 


Xox Yoy Zo 


9 9 + 
aí b+ ct 


Mostre que a equação do plano que é tangente ao paraboloide 


em (xo, Yo, Zo) pode ser escrita na forma 
2x0x | 2yY 


a? b? 


z+ 3 = 


Prove: Se as superfícies z = f (x, y) e z = g(x, y) intersectarem 
em P(xo, yo, Zo) e se fe g forem diferenciáveis em (xo, yo), então 
as retas normais em P são perpendiculares se e somente se 


fo Yo) EX, yo) + fixo, Yo) EX, Yo) ==] 


Use o resultado do Exercício 35 para mostrar que as retas nor- 
mais aos cones z = x) + y? ez = —/x? + y? são perpendi- 
culares às retas normais da esfera x? + y? + z? = a? em cada 
ponto de interseção (ver Figura Ex-38). 


Dizemos que duas superfícies f(x, y, z) = 0 e g(x, y, z) = 0 são 
ortogonais em um ponto P de interseção se Vfe Vg são não 
nulos em P e as retas normais às superfícies são perpendicula- 
res em P. Mostre que se Vf(xo, yo, zo) # 0 e Vg(xo, yo, zo) * 0, 
então as superfícies f(x, y, z) = 0 e g(x, y, z) = 0 são ortogonais 
no ponto (xo, Yo, Zo) Se, e somente se, 


fe 8x +hg+fg= 0 


nesse ponto. [Nota: Essa é uma versão mais geral do resultado 
do Exercício 35.] 


Use o resultado do Exercício 37 para mostrar que a esfera 
x + y +z = @e o cone z= x? + y são ortogonais em todo 
o ponto de interseção (ver figura a seguir). 


Figura Ex-38 


Capítulo 13 / Derivadas parciais 977 


39. Mostre que o volume do sólido limitado pelos planos coor- 40. Texto Discuta o papel da regra da cadeia na definição do pla- 
denados e o plano tangente da parte da superfície xyz = k, no tangente a uma superfície de nível. 
k > 0, que está no primeiro octante não dependente do ponto 


o 41. Texto Discuta a relação entre planos tangentes e aproxima- 
de tangência. 


ções lineares locais de funções de duas variáveis. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.7 


1.2x-D+y+(2+D=0, x=1+2% y=t; z=—-l+t 
2. z=4+2x-—3)- 30-1); x=3+2t y=1-3t z=4-t 
3. z=8+8x -2D +0-4; 1x=2+4+8t y=4+t, z=8-t 4. x=2+t, y=1; z=2-t 


13.8 MÁXIMOS E MÍNIMOS DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS 


Anteriormente, no Volume 1, vimos como determinar máximos e mínimos de uma função 
de uma variável. Nesta seção, desenvolveremos técnicas similares para funções de duas 
variáveis. 


E EXTREMOS 


Se imaginarmos o gráfico de uma função f de duas variáveis como uma cadeia de montanhas 
(Figura 13.8.1), então os cumes, que são os pontos altos de suas vizinhanças imediatas, são 
chamados de máximos relativos de f, e as bases dos vales, que são os pontos baixos de suas 
vizinhanças imediatas, são chamadas de mínimos relativos de f. 

Assim como um geólogo pode estar interessado em determinar a montanha mais alta e 
o vale mais profundo em toda uma cadeia de montanhas, também um matemático pode estar 
interessado em determinar o maior e o menor valor de f(x, y) sobre o domínio inteiro de f. 
Eles são chamados de valores máximos absolutos e mínimos absolutos de f. As seguintes de- 
finições dão precisão a essas ideias informais. 


Figúra 1381 13.8.1 DEFINIÇÃO Diz-se que uma função de duas variáveis tem um máximo relativo 


em um ponto (xo, Yo) se houver um círculo centrado em (xo, yo) tal que f (xo, yo) > f(x, y) 
em quaisquer pontos (x, y) do domínio de f que estiverem dentro do círculo, e diz-se que 
ftem um máximo absoluto em (xo, yo) se f(xo. Yo) > f(x, y) em quaisquer pontos (x, y) do 
domínio de f. 


Máximo 
É absoluto 13.8.2 DEFINIÇÃO Diz-se que uma função f de duas variáveis tem um mínimo relativo 
Máximo z =f y) em um ponto (xo, Yo) se houver um círculo centrado em (xo, yo) tal que f (xo, yo) < fx, y) em 
relativo quaisquer pontos (x, y) do domínio de f que estiverem dentro do círculo, e diz-se que f tem 
v um mínimo absoluto em (xo, yo) se f (xo, Yo) < fx, y) em quaisquer pontos (x, y) do domínio 
i Ega | def. 
eB 
. “el Se f tiver um máximo ou mínimo relativo em (xo, yo), dizemos que f tem um extremo relativo 
Ed qu =”. a em (xo, Yo), e se f tiver um máximo ou mínimo absoluto em (xo, Yo), dizemos que f tem um 
* Mínimo relativo extremo absoluto em (xo, yo). 
Mínimo absoluto A Figura 13.8.2 mostra o gráfico de uma função f cujo domínio é a região quadrada fe- 


Figura 13.8.2 chada no plano xy dos pontos que satisfazem as desigualdades 0 < x < 1,0 < y < 1. A função 


978 


Cálculo 


Explique por que todo subconjunto 
de um conjunto limitado também é 


limitado. 


Figura 13.8.3 


OBSERVAÇÃO 


ftem mínimos relativos nos pontos A e C e um máximo relativo em B. Há um mínimo abso- 


luto em A e um máximo absoluto em D. 
Para funções de duas variáveis, estaremos interessados em duas importantes questões: 


e Existem extremos relativos ou absolutos”? 


e Em caso afirmativo, onde estão localizados? 


E CONJUNTOS LIMITADOS 

Assim como distinguimos entre intervalos finitos e infinitos da reta real, vamos querer dis- 
tinguir entre regiões de “extensão finita” e regiões de “extensão infinita” no espaço bi ou 
tridimensional. Um conjunto de pontos no espaço bidimensional é denominado limitado se o 
conjunto inteiro couber dentro de algum retângulo, e é denominado ilimitado se não houver 
retângulo que contenha todos os pontos do conjunto. Analogamente, um conjunto de pontos 
no espaço tridimensional é limitado se o conjunto couber dentro de alguma caixa e é ilimita- 
do caso contrário (Figura 13.8.3). 


Um conjunto ilimitado 
Um conjunto limitado no espaço bidimensional Um conjunto limitado 
no espaço bidimensional (o primeiro quandrante) no espaço tridimensional 


E TEOREMA DO VALOR EXTREMO 

Para funções de uma variável que são contínuas em um intervalo fechado, o Teorema do Valor 
Extremo (Teorema 4.4.2, no Volume 1) respondeu à questão da existência dos extremos abso- 
lutos. O teorema seguinte, que enunciaremos sem demonstração, é o resultado corresponden- 
te para funções de duas variáveis. 


13.8.3 DEFINIÇÃO (Teorema do Valor Extremo) Sef(x,y)for contínua em um con- 


junto fechado e limitado R, então f terá máximo e mínimo absolutos em R. 


> Exemplo 1 A região quadrada R cujos pontos satisfazem as desigualdades 


O<x<l e 0<y<l 


é um conjunto fechado e limitado no plano xy. A função f cujo gráfico é mostrado na Figura 
13.8.2 é contínua em R; assim, o Teorema 13.8.3 garante a existência de máximo e mínimo 
em R. Eles ocorrem nos pontos D e A que estão mostrados na figura. < 


Se qualquer uma das condições do Teorema do Valor Extremo deixar de ser válida, então não há garantia de que 
exista um máximo ou mínimo absoluto na região R. Assim, uma função descontínua em um conjunto fechado e 
limitado não precisa ter extremo absoluto, e uma função contínua em um conjunto que não é fechado ou que não 
é limitado tampouco precisa ter algum extremo absoluto. 


Máximo 
relativo 


X= Xo 


* z=f(x, yo) 


Figura 13.8.4 


Explique por que 
Du f xo, yo) =0 


em qualquer u se (xo, yo) for um pon- 
to crítico de f e f for diferenciável em 
(xo, yo). 


A função f(x, y) =y- x? 
não tem máximo nem mínimo 
relativo no ponto crítico (0, 0). 


Figura 13.8.5 
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E ENCONTRANDO EXTREMOS RELATIVOS 


Lembre-se de que se uma função g de uma variável tiver um extremo relativo em um ponto 
xo onde g é diferenciável, então g'(xo) = O. Para obter o análogo desse resultado para funções 
de duas variáveis, suponha que f(x, y) tenha um máximo relativo em (xo, yo) e que as deri- 
vadas parciais de f existam em (xo, yo). Parece plausível, geometricamente, que os traços da 
superfície z = f(x, y) nos planos x = xo e y = yo tenham retas tangentes horizontais em (xo, yo) 
(Figura 13.8.4), logo 


Fixo, yo) — 0 e Jo Yo) = 0 


A mesma conclusão é válida se f tiver um mínimo relativo em (xo, Yo), e isso tudo sugere o 
seguinte resultado, que enunciaremos sem prova formal. 


13.8.4 TEOREMA Sef tiver um extremo relativo em um ponto (xo, yo) e se as derivadas 
parciais de primeira ordem de f existirem nesse ponto, então 


fe (xo, Yo) =0 e 5 (Xo, Yo) =0 


Lembre-se de que os pontos críticos de uma função f de uma variável são aqueles valo- 
res de x do domínio de f nos quais f'(x) = O ou f não é diferenciável. A definição seguinte é o 
análogo para funções de duas variáveis. 


13.8.5 DEFINIÇÃO Um ponto (xo, yo) no domínio de uma função f (x, y) é denominado 


ponto crítico da função se f(xo, yo) = O e f(Xxo, Yo) = O ou se uma ou ambas as derivadas 
parciais não existirem em (xo, yo). 


Segue dessa definição e do Teorema 13.8.4 que os extremos relativos ocorrem nos pontos 
críticos, exatamente como para uma função de uma variável. Contudo, lembre-se de que, para 
uma função de uma variável, um extremo relativo não precisa ocorrer em cada ponto crítico. 
Por exemplo, a função pode ter um ponto de inflexão com uma reta tangente horizontal no 
ponto crítico (ver Figura 4.2.6, no Volume 1). Analogamente, uma função de duas variáveis 
não precisa ter um extremo relativo em cada ponto crítico. Por exemplo, considere a função 


fæy=y -z 


Essa função, cujo gráfico é o paraboloide hiperbólico mostrado na Figura 13.8.5, tem um 
ponto crítico em (0, 0), pois 


fl y)=-2 e fæ, y)=2y 
do qual tem-se que 
J«0,0)=0 e f(0,0)=0 


Entretanto, a função f não tem máximo nem mínimo relativo em (0, 0). Por razões óbvias, o 
ponto (0, 0) é chamado de ponto de sela de f. Em geral, diremos que uma superfície z = f(x, y) 
tem um ponto de sela em (xo, yo) se houver dois planos verticais distintos que passam nesse 
ponto tais que o traço da superfície em um dos planos tem um máximo relativo em (xo, Yo) € O 
traço no outro tem um mínimo relativo em (xo, yo). 


> Exemplo 2 As três funções com gráficos na Figura 13.8.6 têm, todas, pontos críticos em 
(0, 0). Para o paraboloide, as derivadas parciais na origem são zero. Isso pode ser verificado 
algebricamente calculando as derivadas parciais em (0, 0), mas pode ser visto geometrica- 
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mente observando que os traços no plano xz e no plano yz têm as retas tangentes horizontais 
em (0, 0). Para o cone, nenhuma das derivadas parciais existe na origem, pois os traços no 
plano xz e no planos yz têm esquinas na origem. O paraboloide da parte (a) e o cone na parte 
(c) têm um mínimo relativo e absoluto na origem, e o paraboloide da parte (b) tem um máxi- 
mo relativo e absoluto na origem. <4 


FO, 0) = f0, 0) = 0 FO, 0) = f0, 0) = 0 f«(0, 0) and f, (0, 0) não existem 
mín relativo e absoluto em (0, 0) máx relativo e absoluto em (0, 0) mín relativo e absoluto em (0, 0) 


(a) (b) (c) 
Figura 13.8.6 


E TESTE DA DERIVADA SEGUNDA 

Para funções de uma variável, o teste da derivada segunda (Teorema 4.2.4, no Volume 1) foi 
usado para determinar o comportamento de uma função em um ponto crítico. O seguinte 
teorema, que é geralmente provado em disciplinas de cálculo avançado, é o análogo daquele 
teorema para funções de duas variáveis. 


13.8.6 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Seja fuma função de duas variáveis 
com derivadas parciais de segunda ordem contínuas em algum círculo centrado em um 
ponto crítico (xo, Yo) e seja 


D = fe(xo, Yo) fyylXo, Yo) — Liso, Yo) 


(a) Se D > 0efxxo Yo) > 0, então f terá um mínimo relativo em (xo, yo). 


Com a notação do Teorema 13.8.6, 
mostre que se D > 0, então fa(xo, Yo) 
€ fy(xo, Yo) têm o mesmo sinal. Assim, (c) Se D < 0, então f terá um ponto de sela em (xo, yo). 


podemos trocar fix(xo, Yo) Por fyy(xo, Yo) 
nas partes (a) e (b) do teorema. (d) Se D = Q, então nenhuma conclusão pode ser tirada. 


(b) Se D > 0efxxo Yo) < 0, então f terá um máximo relativo em (xo, Yo). 


> Exemplo 3 Localize todos os extremos relativos e pontos de sela de 
fo y) = 3P — 2xy +y’ — 8y 
Solução Como fs (x, y) = 6x — 2y e fy (x, y) = —2x + 2y — 8, os pontos críticos de f satis- 
fazem as equações 
6x—2y=0 
—2x +2y—- 8 =0 


Resolvendo-as para x e y, obtemos x = 2, y = 6 (verifique); logo, (2, 6) é o único ponto críti- 
co. Para aplicar o Teorema 13.8.6, precisamos das derivadas de segunda ordem 


Jal, y) = 6, Jy: y) = 2, Pol, y) ==2 


fŒ, y) = 3x? — 2xy + y? — 8y 


Figura 13.8.7 


fa, y) = Ay -at -yt 


=2 -=l 0 1 2 


Figura 13.8.8 


O padrão “número oito” em (0, 0) do 
mapa de contornos da superfície na 
Figura 13.8.8 é típico para curvas de 
nível que passam por um ponto de 
sela. Se um besouro inicia em um 
ponto (0, 0, 0) sobre a superfície, em 
quantas direções ele pode andar e 
permanecer no plano xy? 
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No ponto (2, 6) temos 


D = fx, O f2, 6 - fa 2, 6 = 62) - -2° =8 > 0 


f42,60)=6>0 


logo f tem um mínimo relativo em (2, 6) pela parte (a) do teste da derivada segunda. A Figura 
13.8.7 mostra o gráfico de fem uma vizinhança do mínimo relativo. < 


> Exemplo 4 Localize todos os extremos relativos e os pontos de sela de 
fe y= tya y 


Solução Como 


S, y) = 4y — 4xº 


(1) 
ay) = 4x — 49º 
os pontos críticos de f têm coordenadas que satisfazem as equações 
4y— 4%) =0 = xº 
oE Sa 2) 
4x — 4y? =0 x=y 
Substituindo a equação de cima na equação de baixo, obtemos x = (x°)? ou, equivalentemen- 
te, xX — x= 0 ou x — D=0,a qual tem soluções x = 0, x = 1, x= —1. Substituindo esses 
valores na Equação (2) de cima, obtemos os valores y correspondentes y = 0, y = 1, y = —1. 
Assim, os pontos críticos de f são (0, 0), (1, 1) e (—1, —1). 
De (1) 


faa y) =—1202, faxy) = -12y fya y) =4 


e obtemos a seguinte tabela: 


PONTO CRÍTICO 
(xo. Yo) ao Yo) Ivo Yo) foyo Yo) D = hay -f3 
(0, 0) 0 0 4 -16 
(1,1) —12 —12 4 128 
(=1,-1) -12 -12 4 128 


Nos pontos (1, 1) e (—1, —1), temos D > 0 e fx < 0, logo ocorrem máximos relativos nesses 
pontos críticos. Em (0, 0), há um ponto de sela, já que D < 0. A superfície e um mapa de con- 
tornos estão mostrados na Figura 13.8.8. < 


O seguinte teorema, que é o análogo para funções de duas variáveis do Teorema 4.4.3, 
no Volume 1, levará a um importante método para determinar extremos absolutos. 


13.8.7 TEOREMA Se uma função f de duas variáveis tiver um extremo absoluto (um 
máximo absoluto ou um mínimo absoluto) em um ponto interior de seu domínio, então 


esse extremo ocorrerá em um ponto crítico. 
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Compare esse procedimento com o 
da Seção 4.4, no Volume 1, para en- 
contrar os valores extremos de f(x) 
em um intervalo fechado. 


Figura 13.8.9 


DEMONSTRAÇÃO Se ftiver um máximo absoluto no ponto (xo, yo) do interior do domínio de 


f, então f terá um máximo relativo em (xo, yo). Se ambas as derivadas parciais existirem em 


(xo, Yo), então 


Je (xo, yo) =0 e bh (xo, Yo) =0 


pelo Teorema 13.8.4, logo, (xo, Yo) é um ponto crítico de f. Se uma das duas derivadas parciais 
não existir, então de novo (xo, Yo) é um ponto crítico, logo (xo, Yo) é um ponto crítico em todos 
os casos. A prova para mínimo absoluto é análoga. E 


E ENCONTRANDO EXTREMOS ABSOLUTOS EM CONJUNTOS FECHADOS E 
LIMITADOS 


Se f(x, y) for contínua em um conjunto fechado e limitado R, então o Teorema do Valor Ex- 
tremo (Teorema 13.8.3) garante a existência de um máximo e um mínimo absoluto de fem R. 
Esses extremos absolutos podem ocorrer ou na fronteira de R ou no interior de R, mas se um 
extremo absoluto ocorrer no interior, então ele ocorrerá em um ponto crítico pelo Teorema 
13.8.7. Assim, somos levados ao seguinte procedimento para determinar extremos absolutos: 


Como Encontrar os Extremos Absolutos de uma Função Contínua de Duas Variáveis 
em um Conjunto Fechado e Limitado R 


Passo 1 Encontre os pontos críticos de f que estão situados no interior de R. 
Passo 2 Encontre todos os pontos de fronteira nos quais os extremos podem ocorrer. 


Passo 3 Calcule f(x, y) nos pontos obtidos nos passos precedentes. O maior desses valo- 
res é o máximo absoluto e o menor é o mínimo absoluto. 


> Exemplo 5 Encontre os valores máximo e mínimo absolutos de 

f(x, y) = 3xy — 6x — 3y + 7 (3) 
na região triangular fechada R de vértices (0, 0), (3, 0) e (0, 5). 
Solução A região R está mostrada na Figura 13.8.9. Temos 


o ə 
lyy 6 e f -3x 3 
Ox dy 


logo, todos os pontos críticos ocorrem onde 
3y—-6=0 e 3x-3=0 


Resolvendo essas equações, obtemos x = 1 e y = 2, logo (1, 2) é o único ponto crítico. Con- 
forme mostrado na Figura 13.8.9, esse ponto crítico está no interior de R. 

Em seguida, queremos determinar as localizações dos pontos sobre a fronteira de R nos 
quais pode ocorrer um valor extremo. A fronteira de R consiste em três segmentos de retas, 
cada um dos quais trataremos separadamente: 


O segmento de reta entre (0, 0) e (3, 0): nesse segmento de reta, temos y = 0, logo (3) simpli- 
fica para uma função da única variável x, 


u(x) = f(x, 0) = —6x +7, 0<x<3 


Essa função não tem ponto crítico, pois u'(x) = —6 é não nula para todo x. Assim, os valores 
extremos de u(x) ocorrem nos pontos extremos x = 0 e x = 3, que correspondem aos pontos 
(0, 0) e (3,0) de R. 


Dois lados têm área xz cada. 
Dois lados têm área yz cada. 
A base tem área xy. 


Figura 13.8.10 
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O segmento de reta entre (0, 0) e (0, 5): nesse segmento de reta, temos x = 0, logo (3) simpli- 
fica para uma função de uma única variável y, 


vO) =f0, y) = -3y +7, 0<y<5 


Essa função não tem pontos críticos, pois v'(y) = —3 é não nula para todo y. Assim, os va- 
lores extremos de v(y) ocorrem nos pontos extremos y = 0 e y = 5, que correspondem aos 
pontos (0, 0) e (0, 5) de R. 


O segmento de reta entre (3,0) e (0, 5): no plano xy, uma equação para esse segmento é 
y=-$x+5, 0<x<3 (4) 
logo (3) simplifica para uma função de uma única variável x, 


w(x) =f(x,-ix+5)=3x(-5x+5)-6x—3(>2x+5)+7 
= —5x? + 14x — 8, 0<x<3 


Uma vez que w'(x) = —10x + 14, a equação w'(x) = O fornece x = T como o único ponto 
crítico de w. Assim, os valores extremos de w ocorrem ou no ponto crítico x = E ou nos pon- 
tos extremos x = 0 e x = 3. Os pontos extremos correspondem aos pontos (0, 5) e (3, 0) de R, 
e, por (4), o ponto crítico corresponde a (E, 5. 

Finalmente, a Tabela 13.8.1 lista os valores de f(x, y) no ponto crítico interior e nos 
pontos de fronteira nos quais pode ocorrer um extremo absoluto. Da tabela, concluímos que o 


valor máximo absoluto de fé f(0, 0) = 7 e o valor mínimo absoluto é (3,0) = —11. «4 


Tabela 13.8.1 
6) | 00 | 30 | 05 | 5) | 42 


fx, y) 7 “1 -8 2 1 


> Exemplo 6 Determine as dimensões de uma caixa retangular aberta no topo, com um 
volume de 32 pés” e cuja construção requeira uma quantidade mínima de material. 


Solução Sejam 
x = comprimento da caixa (em pés) 
y = largura da caixa (em pés) 
z = altura da caixa (em pés) 
S = área da superfície da caixa (em pés ao quadrado) 


E razoável supor que a caixa com a área mínima de superfície necessite de uma quanti- 
dade mínima do material, logo nosso objetivo é minimizar a área de superfície 


S = xy + 2x7 + 2yz (5) 


(Figura 13.8.10) sujeita à restrição de volume 


xyz = 32 (6) 
De (6), obtemos z = 32/xy, logo (5) pode ser escrita como 
64 64 
S=xy+— +— (7) 
y x 
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Figura 13.8.11 


que expressa $ como uma função de duas variáveis. As dimensões x e y nessa fórmula devem 
ser positivas mas, fora isso, não têm outras limitações, portanto nosso problema reduz-se a 
determinar o valor mínimo absoluto de S no primeiro quadrante: x > 0, y > 0. Como essa re- 
gião não é limitada nem fechada, não temos garantia matemática alguma nesse estágio de que 
exista um valor mínimo absoluto. Contudo, se S tiver um valor mínimo absoluto no primeiro 
quadrante aberto, então esse valor deve ocorrer em um ponto crítico de S. Assim, nosso pró- 
ximo passo é encontrar os pontos críticos de S. 
Derivando (7), obtemos 
os 64 OS 64 


Efe =%x- 8 
oo» a (8) 


logo, as coordenadas dos pontos críticos de S satisfazem 


Resolvendo a primeira equação para y, obtemos 


164 


ys (9) 


x2 
e substituindo essa expressão na segunda equação, temos 


64 
EO (64/x22 € 


3 
«(1-5)-0 
64 


As soluções dessa equação são x = 0 e x = 4. Uma vez que queremos x > 0, a única solução 
significante é x = 4. Substituindo este valor em (9), obtemos y = 4. Concluímos que o ponto 
(x, y) = (4, 4) é o único ponto crítico de S no primeiro quadrante. Como S = 48 sex = y = 4, 
isso sugere que tentemos mostrar que o valor mínimo de S no primeiro quadrante aberto seja 48. 

Segue imediatamente da Equação (7) que 48 < S em qualquer ponto do primeiro qua- 
drante em que valer pelo menos uma das desigualdades 


a qual pode ser reescrita como 


64 64 
xy >48, — >48, — > 48 
y x 


Portanto, para provar que 48 < S, podemos nos restringir ao conjunto de pontos do primeiro 
quadrante que satisfazem as três desigualdades 


64 64 
xy <48, — <48, — <48 
y x 
Essas desigualdades também podem ser escritas como 


4 
3 , 


wi A 


xy <48, y> x> 
e definem uma região limitada e fechada R dentro do primeiro quadrante (Figura 13.8.11). A 
função S é contínua em R, portanto, o Teorema 13.8.3 garante que S tem um valor mínimo ab- 
soluto em algum lugar de R. Como o ponto (4, 4) está em Re 48 < S, na fronteira de R (por 
quê?), o valor mínimo de S em R deve ocorrer em um ponto interior. Então, segue do Teorema 
13.8.7 que o valor mínimo de S em R deve ocorrer em um ponto crítico de S. Logo, o mínimo 
absoluto de S em R (e, portanto, em todo o primeiro quadrante aberto) é S = 48 no ponto (4, 4). 
Substituindo x = 4 e y = 4 em (6), obtemos z = 2, portanto, a caixa com a quantidade mínima de 
material tem uma altura de 2 pés e uma base quadrada com lados de 4 pés de comprimento. <4 


Capítulo 13 / Derivadas parciais 985 


OBSERVAÇÃO | Na nossa solução do Exemplo 6, felizmente fomos capazes de provar a existência de um mínimo absoluto de 


SS 


NNN i 0 


Figura 13.8.12 


S no primeiro quadrante. O problema geral de encontrar um extremo absoluto de uma função em uma região 
ilimitada, ou uma região que não é fechada, pode ser difícil e não será considerado neste livro. Contudo, em 
aplicações, algumas vezes podemos usar considerações físicas para deduzir que foi encontrado um extremo 
absoluto. Por exemplo, o gráfico da Equação (7) na Figura 13.8.12 sugere fortemente que o mínimo relativo em 
x=4ey= 4 é, também, um mínimo absoluto. 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.8 (Ver página 989 para respostas.) 


1. Os pontos críticos da função f(x, y) = xX? + xy + y? são 


2. Suponha que f(x, y) tenha derivadas parciais de segunda ordem 
contínuas em toda parte e que a origem seja um ponto crítico 
de f. Decida qual informação (se houver) é fornecida pelo teste 
da derivada segunda se 
(a) fu(0, 0) =2, f 0,0)=2, f0, 0=2 
(b) fa(0,0) = —2, fa(0, 0) = 2. f0, 0) =2 
© f0, 0) =3, f0, 0) =2, AO, 0) = 2 


EXERCÍCIOS 13.8 [=] Recurso Gráfico [E] CAS 


(d) f(O, 0) = —3, fo(0,0) =2, fy(0,0) = —2. 


. Decida qual informação (se houver) é fornecida pelo teste da 


derivada segunda para a função f(x, y) = x? — 3xy + y? no 
ponto 


(a) (0,0) (b) (—1, —1) (e) (1,1) 


. Uma caixa retangular tem área de superfície total de 2 m’. Ex- 


presse o volume da caixa como uma função das dimensões x e 
da base da caixa. 


1-2 Localize todos os máximos e mínimos absolutos, se houver, por 
inspeção. Então verifique sua resposta usando Cálculo. EH 


1L @ fD)=4-22+0+17 
(b) fa y=l- -y 
(c) fx, y)=x+ 2y- 5 
2. (a) fx, y)=1-a+1?- 0-5? 
(b) fx, y) = e 
© ay =r -y 
3-4 Complete os quadrados e localize todos os máximos e mínimos 


absolutos, se houver, por inspeção. Então verifique sua resposta 
usando Cálculo. E 


3. f, y) = 13 — 6x +x + 4y +y? 
4. f(x,y) =1-— 2x — xX? + 4y — 2y? 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5-8 Os mapas de contornos mostram todos os aspectos signi- 
ficantivos da função. Faça uma conjectura sobre o número e a 
localização de todos os extremos relativos e os pontos de sela e, 
então, use Cálculo para verificar sua conjectura. E 


A 


fæ, y) = 3x2 + 2xy +y 


fæ y) =X +y - 3x- 3y 


Fa, y) =x +27? - x) 
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9-20 Localize todos os máximos e mínimos relativos e os pontos de 
sela, se houver. E 


9. f(x,y) 
10. fx )="+xy—-2y—- 2x4] 


=2+oy+3)+2+3 


11. f(x, y) =x + xy +y? — 3x 


2 
12. fx, y) =y -2 -y 13. fenj="+"+ 


14. f(x,y) = xe 15. fœ y =L +y -e 


17. f(x, y) = e" sen y 


2 4 

16. f(x,y) =xy+- +- 

Ko D 

18. f(x, y) = y sen x 19. f(x, y) = e702) 
3 p 


20. fazat (a 0,5 £0) 


[c]21. Use um CAS para gerar um mapa de contornos de 


fœ, y)= 


com —2 < x < 2 e —2 < y < 2 e use o mapa para aproximar a 
localização de todos os extremos relativos e os pontos de sela na 
região. Verifique sua resposta usando Cálculo e identifique os 
extremos relativos como máximo relativo ou mínimo relativo. 


2x — xy +y" +2 


[c]22. Use um CAS para gerar o mapa de contornos de 


Fx, y) = 2y2x — 


com —5 < x < 5e —5 < y < 5 e use o mapa para aproximar a 
localização de todos os extremos relativos e os pontos de sela na 
região. Verifique sua resposta usando Cálculo e identifique os 
extremos relativos como máximo relativo ou mínimo relativo. 


ya? + 4xy 


23-26 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. Nestes exercícios, suponha que 
f(x, y) tenha derivadas parciais de primeira ordem contínuas e que 


Dx, y) = fee, Y) fya, y) — FAE, y) E 
23. Se a função f estiver definida no disco x? + y? < 1, então f terá 
um ponto crítico em algum lugar do disco. 


24. Se a função f estiver definida no disco x? + y? < 1 e se f não for 
uma função constante, então f terá um número finito de pontos 
críticos nesse disco. 


25. Se P(xo, Yo) for um ponto crítico de fe se f estiver definida em 
um disco centrado em P com D(xo, yo) > 0, então f terá um ex- 
tremo relativo em P. 


26. Se P(xo, yo) for um ponto crítico de f com f(xo, yo) = 0 e se fes- 
tiver definida num disco centrado em P com D(xo, yo) < 0, en- 
tão f terá valores tanto negativos quanto positivos nesse disco. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27. (a) Mostre que o teste da derivada segunda não fornece in- 
formações sobre os pontos críticos de f(x, y) = xf + y. 
(b) Classifique todos os pontos críticos de f como máximo 

ou mínimo relativo ou ponto de sela. 


28. (a) Mostre que o teste da derivada segunda não fornece in- 
formações sobre os pontos críticos de f(x, y) = x! — y*. 


(b) Classifique todos os pontos críticos de fcomo máximo 
ou mínimo relativo ou ponto de sela. 


29. Lembre que, pelo Teorema 4.4.4, no Volume 1, se uma fun- 
ção contínua de uma variável tem exatamente um extremo 
relativo em um intervalo, então esse extremo relativo é um 
extremo absoluto no intervalo. Este exercício mostra que 
esse resultado não se estende a funções de duas variáveis. 
(a) Mostre que f(x, y) = 3xe — x? — e” tem apenas um 
único ponto crítico e que nele ocorre um máximo rela- 
tivo. (Veja a figura a seguir.) 

(b) Mostre que f não tem máximo absoluto. 

Fonte: Este exercício está baseado no artigo “The Only Critical Point 


in Town Test”, por Ira Rosenholtz e Lowell Smylie, Mathematics Ma- 
gazine, Vol. 58, No. 3, maio de 1985, p. 149-150. 
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E, Vo syd = py 
a a Figura Ex-29 


30. Se ffor uma função contínua de uma variável com dois má- 
ximos relativos em um intervalo, então deve haver um míni- 
mo relativo entre eles. (Convença-se disso fazendo algumas 
figuras.) O objetivo desse exercício é mostrar que esse re- 
sultado não se estende a funções de duas variáveis. Mostre 
que f(x, y) = 402º — 2x4 — e* tem dois máximos relativos, 
mas nenhum outro ponto crítico (veja a figura a seguir). 
Fonte: Este exercício é baseado no problema “Two Mountains Without 


a Valley”, proposto e resolvido por Ira Rosenholtz, Mathematics Maga- 
zine, Vol. 60, No.1, fevereiro de 1987, p. 48. 


q 
y 


Figura Ex-30 


31-36 Encontre os extremos absolutos da função dada no conjunto 
fechado e limitado R indicado. EB 


31. f(x, y) = xy — x — 3y; R é a região triangular com vértices 
(0, 0), (0, 4) e (5, 0). 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


f(x, y) = xy — 2x; R é a região triangular com vértices (0, 0), 
(0, 4) e (4, 0) 


fo, y) =x? — 3y? — 2x + 6y; Ré a região quadrada com vér- 
tices (0, 0), (0, 2), (2, 2) e (2, 0). 


fŒ, y) = xe — xX? — e; R é a região retangular com vértices 


(0, 0), (0, 1) (2, 1) e (2, 0). 
fx, y) =x + 2y? — x; R éa região circular x? + y? < 4. 


fx, y) = xy"; Ré a região que satisfaz as desigualdades x > 0, 
yz0exŻ+y <l. 


Determine três números positivos cuja soma seja 48 e que seu 
produto seja o maior possível. 


Determine três números positivos cuja soma seja 27 e que seu 
produto seja o maior possível. 


Determine todos os pontos sobre a parte do plano x + y +z=5 
no primeiro octante nos quais f (x, y, z) = xy?z? tem um valor 
máximo. 


; é = ; 
Determine os pontos da superfície x — yz = 5 que estão mais 
próximos da origem. 


Determine as dimensões da caixa retangular de volume máxi- 
mo que pode ser inscrita em uma esfera de raio a. 


O regulamento de uma companhia aérea permite que cada pas- 
sageiro carregue uma mala tal que a soma da largura, da altura 
e do comprimento seja menor do que ou igual a 129 cm. En- 
contre as dimensões da mala de maior volume que pode ser 
carregada com esse regulamento. 


Uma caixa retangular fechada com um volume de 16 pés? é fei- 
ta de dois tipos de materiais. O topo e a base são feitos de um 
material que custa 10 centavos por pé quadrado e os lados, de 
um material que custa 5 centavos por pé quadrado. Determine 
as dimensões da caixa de modo que o custo dos materiais seja 
minimizado. 


Um fabricante faz dois modelos de um item, padrão e de luxo. 
Custa $40 para fabricar um modelo padrão e $60 o de luxo. 
Uma firma de pesquisa de mercado estima que se o mode- 
lo padrão for vendido por x dólares e o de luxo por y dóla- 
res, então o fabricante venderá 500(y — x) do item padrão e 
45.000 + 500(x — 2y) do de luxo a cada ano. Com qual preço 
os itens devem ser vendidos para maximizar o lucro? 


Considere a função 
fey)=4-3y+2x 


no quadrado unitário 0 <x<1,0<y<1. 

(a) Encontre os valores máximo e minímo de fem cada aresta 
do quadrado. 

(b) Encontre os valores máximo e mínimo de fem cada diago- 
nal do quadrado. 

(c) Encontre os valores máximo e mínimo de f no quadrado 
inteiro. 


Mostre que dentre todos paralelogramas com perímetro l, um 
quadrado com lados de comprimento //4 tem área máxima. 
[Sugestão: A área de um paralelograma é dada pela fórmula 
A = ab sen «, onde a e b são os comprimentos dos dois lados 
adjacentes e a é ângulo entre eles.) 
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47. Determine as dimensões de uma caixa retangular, aberta no 
topo, tendo volume V e requerendo a menor quantidade de ma- 
terial para sua construção. 


48. Uma tira de metal de 27 cm de largura deve ser dobrada ao 
longo dos dois lados para formar uma calha de seção trans- 
versal trapezoidal, como na figura a seguir. Determine x e & 
de tal forma que a seção transversal trapezoidal tenha uma 
área máxima. 


Figura Ex-48 


49-50 Um problema comum no trabalho experimental é obter uma 
relação matemática y = f(x) entre duas variáveis x e y “ajustando” 
uma curva a pontos do plano que correspondem a valores de x e y 
determinados experimentalmente, digamos 


(1, yı), (xo, y2), EE n Yn) 


A curva y = f(x) é denominada modelo matemático dos dados. A 
forma geral da função f é comumente determinada por algum prin- 
cípio físico básico, mas algumas vezes é simplesmente determina- 
da pelo padrão apresentado pelos dados. Estamos interessados em 
ajustar uma reta y = mx + b aos dados. Geralmente, os dados não 
estão alinhados sobre uma reta (possivelmente devido a erros expe- 
rimentais ou a variações nas condições experimentais), logo o pro- 
blema é determinar uma reta que ajuste “melhor” os dados, de acor- 
do com algum critério. Um critério para selecionar a reta de melhor 
ajuste é escolher m e b que minimizem a função 


g(m,b) = X (mx +b—y)? 


i=l 


Isso é chamado de método dos mínimos quadrados, e a reta resul- 
tante é chamada de reta de regressão ou reta de mínimos quadra- 
dos de melhor ajuste. Geometricamente, |mx; + b — yil é a distân- 
cia vertical entre o dado (x;, y;) e a reta y = mx + b. 


Ay 


Essas distâncias verticais são chamadas de resíduos dos dados, logo 
o efeito de minimizar g(m, b) é minimizar a soma dos quadrados 
dos resíduos. Nestes exercícios, deduziremos uma fórmula para a 
reta de regressão. E 


49. O objetivo deste exercício é encontrar os valores de m e b que 
produzam a reta de regressão. 

(a) Para minimizar g(m, b), começamos determinando os va- 

lores de m e b tais que dg/dm = 0 e dg/9b = 0. Mostre que 


988 


(b) 


(c) 


Cálculo 


essas equações estarão satisfeitas se m e b satisfizerem as 
condições 


34 m + Fa S 


i=] i=l i=] 
n n 

be: m+nb= b2 yi 

i=1 i=1 


Seja x = (x + x2 +- + Xn)/n a média aritmética de 
X1, X2, . . - , Xn. Use o fato de que 


n 


Da- ao 


i=] 


para mostrar que 


n n 2 
2 
n x; | — x] >0 
i=l i=l 


com igualdade se, e somente se, todos os x; forem iguais. 
Supondo que nem todos os x; sejam iguais, prove que as 
equações em (a) têm a solução única 


n n n 
nJ xy; -J u} vi 


i=] i=l i=l 


o n n 2 
n J A =s ) X; 
=l i=l 
1 n n 
b=— J yi —m ) Xi 
nao A 
i=l i=l 


[Nota: Mostramos que g tem um ponto crítico nesses va- 
lores de m e b. No próximo exercício, mostraremos que g 
tem um mínimo absoluto nesse ponto crítico. Uma vez fei- 
to isso, poderemos concluir que a reta y = mx + b é a reta 
de regressão para esses valores de m e b.] 


m 


50. Suponha que nem todos os x; sejam iguais, de modo que 
g(m, b) tem um único ponto crítico nos valores de m e b obti- 
dos no Exercício 49(c). O objetivo deste exercício é mostrar 
que g tem um valor mínimo absoluto nesse ponto. 


(a) 


(b) 


(c) 


Encontre as derivadas parciais gmm(m, b), &bb(m, b) e 
Emblm, b) e, então, aplique o teste da derivada segunda 
para mostrar que g tem um mínimo relativo no ponto críti- 
co obtido no Exercício 49. 

Mostre que o gráfico da equação z = g(m, b) é uma quádri- 
ca. [Sugestão: Ver Fórmula (4) da Seção 11.7.] 

Pode ser provado que o gráfico de z = g(m, b) é um para- 
boloide elíptico. Aceitando isso, mostre que esse parabo- 
loide se abre no sentido z positivo e explique por que isso 
mostra que g tem um mínimo absoluto no ponto crítico 
encontrado no Exercício 49. 


51-54 Use as fórmulas obtidas no Exercício 49 para determinar e 
desenhar a reta de regressão. Se o leitor dispuser de uma calculadora 
que possa calcular retas de regressão, use-a para conferir a reta. E 


51. 


53. 


54. 


m~ 55. 


Ay 52. A) 
4l o (3,4) 4L 
3 36-(0,3) 
2L e(1,2) 2b e (1,2) 
CLD, 1 
ef P (2,0) ã 
j i j j il > ji ji + É > 
= 1 2 3 4 z 1234 
=i- = } (4,-1)o 


Bm 1 2 314/15 
3,5 | 3,0 | 2,4 | 2,0 


A seguinte tabela mostra a expectativa de vida por ano de nas- 
cimento de mulheres norte-americanas: 


ANO DE 


NASCIMENTO 2000 


2001 |2002 |2003 |2004 |2005 |2006 |2007 


EXPECTATIVA 


DE VIDA 79,3 


79,4 (79,5 | 79,6 79,9 | 79,9 | 80,2 | 80,4 


Fonte: Dados de The 2011 Statistical Abstract, the U.S. Census Bureau.. 


(a) Tome t = 0 como sendo o ano 1930, e seja y a expectati- 
va de vida por ano de nascimento t. Use a capacidade de 
regressão de uma calculadora para determinar a reta de re- 
gressão de y como uma função de t. 

Use um recurso gráfico para fazer um gráfico que mostre 
os pontos de dados e a reta de regressão. 

Use a reta de regressão para fazer uma conjectura sobre a 
expectativa de vida das mulheres nascidas no ano 2015. 


(b) 


(c) 


« O gerente de uma companhia procura estabelecer uma relação 


entre as vendas de um certo produto e o preço. O departamento 
de pesquisa da companhia forneceu os seguintes dados: 


PREÇO (X) EM DÓLARES $35,00 | $40,00 | 845,00 | $48,00 |$850,00 
VOLUME DE VENDA DIÁRIA 80 75 68 66 63 
(y) EM UNIDADES 


(a) Use uma calculadora para determinar a reta de regressão 
de y como uma função de x. 

(b) Use um recurso gráfico para fazer um gráfico que mostre 
os pontos de dados e a reta de regressão. 

(c) Use a reta de regressão para fazer uma conjectura sobre o 
número de unidades que seriam vendidas a um preço de 
$60,00. 


. Se um gás for resfriado com seu volume mantido constante, 


então segue da lei dos gases ideais da Física que sua pressão 
cai proporcionalmente à queda da temperatura. A temperatura 
que, em teoria, corresponde a uma pressão zero é chamada de 
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zero absoluto. Suponha que um experimento produza os se- (b) uma função f(x, y) que esteja definida em todo o retângulo 
guintes dados para a pressão P versus a temperatura T, com o 0O<x<1,0<y< 1 eque não tenha extremo absoluto no 
volume mantido constante: retângulo. 

P (QUILO PASCAL) | 134 | 142 | 155 | 160 | 171 | 184 59. Mostre que se ftiver um máximo relativo em (xo, yo), então G(x) = 


f(x, xo) terá um máximo relativo em x = xo e H(y) = f(xo, y) 


o 
TCceLsius) 0 20 40 60 80 | 100 terá um máximo relativo em y = yo. 
(a) Use uma calculadora para determinar a reta de regressão 60. Texto Explique como pode ser determinada a localização dos 
de P como uma função de T. extremos relativos ou pontos de sela de f(x, y) por meio do exa- 
(b) Use um recurso gráfico para fazer o gráfico que mostre os me das curvas de nível de f. 


pontos dados e a reta de regressão. 
(c) Use a reta de regressão para estimar o valor do zero abso- 
luto em graus Celsius. 


61. Texto Suponha que o teste da derivada segunda não forneça 
informação sobre a natureza de um certo ponto crítico (xo, Yo) 
porque D(xo, yo) = 0. Discuta quais passos podem ser tomados 

58. Encontre: para determinar se há um extremo relativo nesse ponto crítico. 
(a) uma função contínua f(x, y) que esteja definida em todo o 

plano xy e que não tenha extremo absoluto no plano xy; 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.8 


1. (0,0) e (é. -5) 2. (a) nenhuma informação (b) ponto de sela em (0, 0) (c) mínimo relativo em (0, 0) 


(d) máximo relativo em (0, 0) 3. (a) ponto de sela em (0,0) (b) nenhuma informação, pois (—1, — 1) não é um ponto crítico 
1> 
(c) um mínimo relativo em (1, 1) 4 V= xy — zxy) 
x+y 


13.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


Nesta seção, estudaremos um novo e poderoso método para maximizar e minimizar uma 
função sujeita a restrições sobre as variáveis. Esse método nos ajudará a resolver certos 
problemas de otimização que são difíceis ou impossíveis de resolver usando os métodos 
estudados na seção anterior. 


E PROBLEMAS DE EXTREMOS COM RESTRIÇÕES 
No Exemplo 6 da última seção, resolvemos o problema de minimizar 


S = xy + 2xz + 2yz (1) 
sujeita à restrição 
xyz — 32=0 (2) 


Esse é um caso especial do seguinte problema geral: 


13.9.1 Problema do Extremo a Três Variáveis com uma Restrição 
Maximize ou minimize a função f(x, y, z) sujeita à restrição g(x, y, z) = 0. 


Estaremos interessados também na seguinte versão de duas variáveis desse problema: 


13.9.2 Problema do Extremo a Duas Variáveis com uma Restrição 
Maximize ou minimize a função f(x, y) sujeita à restrição g(x, y) = 0. 


Cálculo 


(o; Yo) 
500 


100 x 


86 )=0" 


Máximo de f(x, y) é 400 


y= 


g&,y)=0 


Mínimo de f(x, y) é 200 


(b) 


Figura 13.9.1 


Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) Matemático e 
astrônomo franco-italiano. Lagrange, filho de funcio- 
nário público, nasceu em Turim, na Itália. (O registro 
de batismo lista seu nome como Giuseppe Lodovico 
Lagrangia.) Embora seu pai quisesse que ele fosse ad- 
vogado, Lagrange foi atraído pela Matemática e pela 


E MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

Uma maneira de atacar problemas desses tipos é resolver a equação de restrição para uma das 
variáveis em termos das outras e substituir o resultado em f. Isso produz uma nova função 
de uma ou duas variáveis que incorpora a restrição e pode ser maximizada ou minimizada 
aplicando os métodos tradicionais. Por exemplo, para resolver o problema no Exemplo 6 da 
última seção, substituimos (2) dentro de (1) para obter 


64 64 
S=xy+— + 
y x 


a qual, então, minimizamos encontrando os pontos críticos e aplicando o teste da derivada se- 
gunda. Contudo, essa abordagem depende de nossa habilidade de resolver a equação restrita 
para uma das variáveis em termos das outras. Se isso não puder ser feito, outros métodos de- 
vem ser usados. Um desses métodos, chamado de método dos multiplicadores de Lagrange, 
será discutido nesta seção. 

Para motivar o método dos multiplicadores de Lagrange, suponha que estejamos ten- 
tando maximizar uma função f(x, y) sujeita a uma restrição g(x, y) = 0. Geometricamente, 
isso significa que estamos procurando um ponto (xo, yo) sobre o gráfico da curva de restri- 
ção no qual f(x, y) seja tão grande quanto possível. Para ajudar a localizar tal ponto, vamos 
construir um mapa de contornos de f(x, y) no mesmo sistema de coordenadas que o gráfico 
de g(x, y) = 0. Por exemplo, a Figura 13.9.1a mostra algumas curvas de nível típicas de 
f(x, y) = c, na qual marcamos c = 100, 200, 300, 400 e 500 com o objetivo de ilustração. 
Nessa figura, cada ponto de interseção de g(x, y) = O com uma curva de nível é candidato para 
uma solução, uma vez que esses pontos situam-se na curva de restrição. Entre as sete dessas 
interseções mostradas na figura, o valor máximo de f(x, y) ocorre na interseção (xo, Yo), em 
que f(x, y) tem um valor de 400. Note que, em (xo, yo), a curva de restrição e a curva de nível 
só se tocam e, portanto, têm uma reta tangente comum nesse ponto. Como Vf(xo, Yo) é nor- 
mal à curva de nível f(x, x) = 400 em (xo, yo) e como V g(xo, yo) é normal à curva de restrição 
g(x, y) = 0 em (xo, yo), concluímos que os vetores Vf(xo, yo) e Vg(xo, Yo) devem ser paralelos. 
Assim, 


Vf (xo, Yo) = AV (x0, Yo) (3) 


com algum escalar À. A mesma condição é válida em pontos da curva de restrição nos quais 
f(x, y) tem um mínimo. Por exemplo, se as curvas de nível forem como mostrado na Figura 


gébricas e na teoria dos números. Depois de vinte anos em 
Berlim, mudou-se para Paris a convite de Luís XVI. Foi 
dado a ele um apartamento no Louvre e o trataram com gran- 
de honra, mesmo durante a revolução. 

Napoleão foi um grande admirador de Lagrange e dis- 
tribuiu a ele honrarias — título de conde, senador e Legião 


Astronomia depois de ler um trabalho do astrônomo Halley. 
Aos 16 anos, ele começou a estudar Matemática por si próprio 
e, aos 19 anos, foi designado para um cargo de professor uni- 
versitário na Escola Real de Artilharia em Turim. No ano se- 
guinte, Lagrange enviou a Euler soluções para alguns proble- 
mas famosos usando novos métodos que acabaram florescendo 
como um ramo da Matemática chamado de Cálculo das Varia- 
ções. Esses métodos e suas aplicações por Lagrange aos pro- 
blemas de Mecânica Celeste foram de tal importância histórica 
que, com a idade de 25 anos, ele foi considerado por muitos de 
seus contemporâneos como o maior matemático vivo. 

Em 1776, por recomendações de Euler, foi escolhido 
para suceder Euler como diretor da Academia de Berlim. 
Durante sua estada em Berlim, Lagrange se distinguiu não 
apenas na Mecânica Celeste, mas também em equações al- 


da Honra. Os anos em que Lagrange viveu em Paris foram 
dedicados essencialmente a tratados didáticos resumindo sua 
concepção da Matemática. Um dos mais famosos trabalhos 
é um ensaio, Mécanique Analytique, no qual reduziu a teoria 
da Mecânica a umas poucas fórmulas gerais das quais todas 
as outras equações necessárias poderiam ser deduzidas. 

É um fato histórico interessante que o pai de Lagrange 
especulou, sem bom êxito, em várias aventuras financeiras, 
o que forçou sua família a viver modestamente. O próprio 
Lagrange relatou que se sua família tivesse dinheiro, ele não 
teria seguido a sua vocação, a Matemática. Apesar de sua 
fama, ele foi sempre um homem tímido e modesto. Depois 
de sua morte, foi enterrado com honras no Panteão. 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Joseph. Louis. Lagrange.jpg] 


gœ) =0/ 


Fá 
/ 


S 


Um máximo relativo restrito 
ocorre em (xo, Yo) se 
FG» Yo) 2 f(x, y) em algum 


segmento de C que se 
estenda para ambos os lados 
de (xo, Yo). 


Figura 13.9.2 
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13.9.1h, então o valor mínimo de f(x, y) ocorrerá onde a curva de restrição somente tocar uma 
curva de nível. Assim, para determinar o máximo ou o mínimo de f(x, y) sujeito à restrição 
g(x, y) = 0, procuramos os pontos nos quais (3) é válido — esse é o método dos multiplicado- 
res de Lagrange. 

Nosso próximo objetivo nesta seção é tornar o argumento intuitivo precedente mais pre- 
ciso. Para isso, será útil começar com alguma terminologia sobre o problema de maximizar ou 
minimizar uma função f(x, y) sujeita à restrição g(x, y) = 0. Assim como ocorre com outros tipos 
de problemas de maximização e minimização, precisamos distinguir entre extremos relativos e 
absolutos. Diremos que f tem um máximo (mínimo) absoluto restrito em (xo, yo) se Axo, Yo) é O 
maior (menor) valor de fna curva de restrição, e diremos que ftem um máximo (mínimo) relati- 
vo restrito em (xo, Yo) se f(xo, Yo) for o maior (menor) valor de fem algum segmento da curva de 
restrição que se estenda para ambos os lados do ponto (xo, yo) (Figura 13.9.2). 

Vamos supor que um máximo ou um mínimo relativo restrito ocorra no ponto (xo, Yo) 
e, para simplificar, vamos também supor que a curva g(x, y) = O seja dada por uma parame- 
trização lisa 


x=x(s) y=y(s) 


onde s é um parâmetro comprimento de arco com ponto de referência (xo, yo) em s = 0. As- 
sim, a quantidade 


z = f(x(s), y(s)) 


tem um máximo ou mínimo relativo em s = 0, e isso implica que dz/ds = 0 naquele ponto. A 
partir da regra da cadeia, essa equação pode ser expressa como 


dz dfdx Əf dy of. df. dx, dy, 
= l = i+ >j]: i+—j]=0 
ds ðxds dyds Ox dy ds ds 


onde as derivadas são todas calculadas em s = 0. Entretanto, o primeiro fator no produto 
escalar é o gradiente de f, e o segundo fator é o vetor tangente unitário à curva de restrição. 
Como o ponto (xo, yo) corresponde a s = 0, segue dessa equação que 


Vf xo, Yo) * T) = O 


o que implica que o gradiente é 0 ou normal à curva de restrição em um extremo relativo res- 
trito. Contudo, a curva de restrição g(x, y) = O é uma curva de nível para a função g(x, y), logo 
se Vg(xo, yo) É 0, então Vg(xo, yo) é normal a essa curva em (xo, yo). Disso segue que existe 
algum escalar À tal que 


Vf(xo, yo) = AVg(xo, Yo) (4) 


Dizemos que esse escalar é um multiplicador de Lagrange. Assim, o método dos multiplica- 
dores de Lagrange para determinar extremos relativos restritos consiste em procurar pontos 
na curva de restrição g(x, y) = O nos quais a Equação (4) é satisfeita com algum escalar À. 


13.9.3 TEOREMA (Princípio do Extremo Restrito para Duas Variáveis e Uma Res- 
trição) Sejam f e g funções de duas variáveis com derivadas parciais de primeira 
ordem contínuas em algum conjunto aberto contendo a curva de restrição g(x, y) = 0 
e suponha que Vg + 0 em qualquer ponto da curva. Se f tiver um extremo relativo res- 


trito, então esse extremo ocorrerá em um ponto (xo, Yo) da curva de restrição no qual 
os vetores gradientes Vf(xo. yo) e Vg(xo, Yo) forem paralelos; isto é, existirá algum 
número À tal que 


Vf (xo, Yo) = AV g(Xo, Yo) 


> Exemplo 1 Em que ponto ou pontos do círculo x? + y? = 1 tem f(x, y) = xy um máximo 
absoluto, e qual é esse máximo? 


992 Cálculo 


Figura 13.9.3 


Dê uma outra solução para o Exem- 
plo 1 usando a parametrização 


E cos Oy = sento 
e a identidade 


sen 20 =P send cos O 


OBSERVAÇÃO 


Solução O círculo x? + y? = 1 é um conjunto fechado e limitado e f(x, y) = xy é uma fun- 
ção contínua, portanto, segue do Teorema do Valor Extremo (Teorema 13.8.3) que ftem um 
máximo absoluto e um mínimo absoluto no círculo. Para encontrar esses extremos, usaremos 
os multiplicadores de Lagrange para encontrar os extremos relativos restritos e, então, calcu- 
laremos f nesses extremos relativos para determinar os extremos absolutos. 
Queremos maximizar f(x, y) = xy sujeita à restrição 
2142 
8a, y) =x +y- 1=0 (5) 
Primeiro, procuramos os extremos relativos restritos. Para isso, precisaremos dos gradientes 
Vf=yi+xj e Vg=2xi + 2yj 


Da fórmula de Vg, vemos que Vg = 0 se, e somente se, x = 0 e y = 0, logo Vg + 0 em todo 
ponto do círculo x? + y? = 1. Assim, em um extremo relativo restrito devemos ter 


Vf=AVg ou yvi+xj=AQi+2y)) 
que é equivalente ao par de equações 
y=2x) e x=2yÀ 


Segue dessas equações que se x = 0, então y = 0 e se y = 0, então x = 0. Em qualquer caso, 
temos x? + y? = 0, logo a equação restrita x? + y?= 1 não é satisfeita. Assim, podemos supor 
que x e y são não nulos, e podemos reescrever a equação como 


AE 2A e A= Es 
2x 2y 
da qual obtemos 
y x 
2x 2y 
ou 
y= 
Substituindo isso em (5), obtemos 
22 —-1=0 (6) 


da qual obtemos x = +1/«/2. Cada um desses valores, quando substituído na Equação (6), 
produz os valores y = +1/ N/2. Assim, os extremos relativos restritos ocorrem nos pontos 
(1/2, 1/2), 1/42, 1/2), (—1/42, 1/2) e (-1/42,-1/42). Os valores de xy, 


nesses pontos, são como segue: 


(UN, 1/2) 
-1/2 


(1/V2, 1/V2) [AB IND) 
-1/2 1/2 


(7) | AN2, 1W2) 
xy 1/2 


Desse modo, a função f(x, y) = xy tem um máximo absoluto de } ocorrendo nos dois pon- 
tos (1/2, 1/2) e (—1//2, —1/4/2). Embora não tenha sido perguntado, podemos ver 
também que f tem um mínimo absoluto de — ocorrendo nos pontos (1/2, 1/2) e 
(=1/42,1/42).A Figura 13.9.3 mostra algumas curvas de nível xy = c e a curva de restri- 
ção na vizinhança do máximo. Uma figura análoga para o mínimo pode ser obtida usando 
valores negativos de c para as curvas de nível xy = c. 4 


Se c for uma constante, então as funções g(x, y) e g(x, y) — c têm o mesmo gradiente, uma vez que a cons- 
tante c desaparece quando diferenciamos. Consequentemente, não é essencial reescrever uma restrição da 
forma g(x, y) = c como g(x, y) — c = O para poder aplicar o princípio do extremo restrito. Assim, no último 
exemplo, poderíamos ter mantido a restrição na forma x? + y = 1 e, então, tomar g(x, y) = x + y? em vez 
de g(x, y) =x +y? — 1. 


gay, z) =0 + 


Um máximo restrito relativo ocorre em 
(xo, Yo, Zo) Se f (xo, Yo, Zo) 2 fŒ, y, z) em 
todos os pontos de § próximos de 

(xo, Yo, Zo). 


Figura 13.9.4 
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> Exemplo2 Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar as dimensões 
do retângulo com perímetro p e área máxima. 


Solução Sejam 
x = comprimento do retângulo y = largura do retângulo A = área do retângulo 


Queremos maximizar A = xy no segmento da reta 
2x+2y=p, 0<x,y (7) 


que corresponde à restrição de perímetro. Esse segmento é um conjunto limitado e fechado 
e, como f(x, y) = xy é uma função contínua, segue do Teorema do Valor Extremo (Teorema 
13.8.3) que ftem um máximo absoluto nesse segmento. Esse máximo absoluto também deve 
ser um máximo relativo restrito, pois f é O nos extremos do segmento e positiva nos demais 
pontos do segmento. Se g(x, y) = 2x + 2y, então temos 


Vf=yi+txj) e Vg=2i+2j 
Notando que Vg + 0, segue de (4) que 
yi + xj =A(2i + 2j) 
em um máximo relativo restrito. Isso é equivalente às duas equações 
y=2) e x=2A 


Eliminando À dessas equações, obtemos x = y, o que mostra que o retângulo é realmente um 
quadrado. Usando esta condição e a restrição (7), obtemos x = p/4 e y = p/4. 4 


E TRÊS VARIÁVEIS E UMA RESTRIÇÃO 
O método dos multiplicadores de Lagrange pode também ser usado para maximizar ou mini- 
mizar uma função de três variáveis f(x, y, z) sujeita à restrição g(x, y, z) = 0. Como regra, o 
gráfico de g(x, y, z) = O será alguma superfície S no espaço tridimensional. Assim, do ponto 
de vista geométrico, o problema é maximizar ou minimizar f(x, y, z), quando (x, y, z) varia 
sobre a superfície S (Figura 13.9.4). Como de costume, distinguiremos entre extremos rela- 
tivos e absolutos. Diremos que f tem um máximo (mínimo) absoluto restrito em (xo, Yo, Zo) se 
F(xo» Yo, Zo) É O maior (menor) valor de f(x, y, z) em S, e diremos que f tem um máximo (míni- 
mo) relativo restrito em (xo, Yo, Zo) se f(Xo, Yo, Zo) for o maior (menor) valor de f(x, y, z) em 
todos os pontos de S que estão “próximos” de (xo, Yo, Zo). 

O seguinte teorema, que enunciamos sem prova, é o análogo tridimensional do Teo- 
rema 13.9.3. 


13.9.4 TEOREMA (Princípio do Extremo Restrito para Três Variáveis e Uma Restri- 
ção) Sejamfeg funções de três variáveis com derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em algum conjunto aberto contendo a superfície de restrição g(x, y, z) = 0 e 
suponha que Vg + 0 em qualquer ponto dessa superfície. Se f tiver um extremo relativo 


restrito, então esse extremo ocorrerá em um ponto (xo, Yo, Zo) da superfície de restrição no 
qual os vetores gradientes Vf(xo. Yo, zo) e Ve (xo, Yo, Zo) forem paralelos; isto é, existirá 
algum número À tal que 


Vf (xo, Yo, Zo) = AV g(xo, Yo, Zo) 


>» Exemplo 3 Determine os pontos da esfera x? + y? + z? = 36 que estão o mais próximo 
e o mais afastado do ponto (1, 2, 2). 
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lnea 


Figura 13.9.5 


OBSERVAÇÃO 


Solução Para evitar radicais, determinaremos os pontos da esfera que minimizem e maxi- 
mizem o quadrado da distância ao ponto (1, 2, 2). Assim, queremos encontrar os extremos 
relativos de 


fœæy d =æ- 1+0- +E- 2 
sujeita à restrição 
xX+y+7=36 (8) 


Se tomarmos g(x, y, 2) = x? + y? + z’, então Vg = 2xi + 2yj + 2zk. Desse modo, Vg = 0 se, 
e somente se, x = y = Z = 0. Segue que Vg + 0 em qualquer ponto da esfera (8) e, portanto, 
os extremos relativos restritos devem ocorrrer em pontos nos quais 


Vf, y, z) = AV g(x, y, z) 
Isto é, 
2x — Di + 2y — Dj + 2z — Dk = å(2xi + 2yj + 2zk) 
que leva às equações 
2(x— 1)= 2x, 2(y—2)= 2y, 2(z— 2)=2zÀ (9) 


Podemos supor que x, y e z sejam não nulos, uma vez que x = 0 não satisfaz a primeira equa- 
ção, y = O não satisfaz a segunda e z = 0 não satisfaz a terceira. Assim, podemos reescrever 
(9) como 


—1 —2 —2 
EC = É S=j ES=y 
x y z 
As duas primeiras equações implicam que 
x-1 y-2 
xo y 
do que segue 
Te (10) 
Analogamente, a primeira e a terceira equações implicam que 
Z= 2% a 1) 


Substituindo (10) e (11) na equação de restrição (8), obtemos 
9x2 =36 ou x=+2 
Substituindo esses valores em (10) e (11), obtemos dois pontos 
(2,4,4) e (-2,-4,-4) 


Uma vez que f(2,4,4) = 9 e f(—2, —4, —4) = 81, segue que (2, 4, 4) é o ponto da esfera mais 
próximo a (1,2, 2) e (—2, —4, —4) é o ponto que está mais afastado (Figura 13.9.5). < 


Geralmente, a resolução de sistemas lineares como (9) envolve tentativa e erro. Uma técnica que às 
vezes funciona foi demonstrada no Exemplo 3. Naquele exemplo, resolvemos as equações para uma 
variável comum (À) e depois deduzimos relações entre as demais variáveis (x, y e z). Substituir essas 
relações na equação de restrição nos levou ao valor de uma das variáveis, a partir da qual calculamos 
os valores das demais variáveis. 


A seguir, usaremos multiplicadores de Lagrange para resolver o problema do Exemplo 
6 da seção anterior. 


> Exemplo 4 Use multiplicadores de Lagrange para determinar as dimensões de uma cai- 
xa retangular aberta no topo, com um volume de 32 pés” e cuja construção requeira uma 
quantidade mínima de material. 
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Solução Com a notação introduzida no Exemplo 6 da última seção, o problema é minimi- 
zar a área de superfície 


S = xy + 2x2 + 2yz 
sujeita à restrição do volume 
xyz = 32 (12) 
Se tomarmos f(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz e g(x, y, z) = xyz, então 
Vf= O ++ 2z)i + œ+ 2z)j + (2x+2y)k e Vg=yi+xzj+xk 


Segue-se que Vg + 0 em qualquer ponto da superfície xyz = 32, uma vez que x, y e z são não 
nulos nessa superfície. Assim, em um extremo relativo restrito devemos ter Vf = AV g, isto é, 


O +29i+ («+ 29] + 2x + 2y)k = Azi + xzj + xyk) 


Essa condição fornece as três equações 


y+22=Ayz, x+2z=Axz, 2x+2y=Axy 


Como x, y e z são não nulos, essas equações podem ser reescritas como 


Das duas primeiras equações, 


e da primeira e terceira equações 


1 
$ 


I 2 2 2 
= À; =+- = À; -+- =À 
Z X y X 
j=* (13) 
z=łx (14) 


Substituindo (13) e (14) na restrição de volume (12), obtemos 


ix? = 32 


Essa equação, junto a (13) e (14), fornece 


x=4, y=4, z=2. 


o que é consistente com o resultado que foi obtido no Exemplo 6 da última seção. < 


Há variações no método dos multiplicadores de Lagrange que podem ser usadas para 
resolver problemas com duas ou mais restrições. Contudo, não discutiremos esse tópico aqui. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.9 (Ver página 997 para respostas.) 


1. (a) 


(b) 


Suponha que f(x, y) e g(x, y) sejam diferenciáveis na ori- 
gem, que tenham gradientes não nulos nesse ponto e que 
g(0, 0) = 0. Se o valor máximo de f(x, y) condicionado à 
restrição g(x, y) = O ocorrer na origem, qual é a relação 
entre a reta tangente ao gráfico de g(x, y) = 0 e a reta tan- 
gente na origem à curva de nível de f por (0, 0)? 

Suponha que f(x, y, z) e g(x, y, z) sejam diferenciáveis na 
origem, que tenham gradientes não nulos nesse ponto e 
que g(0, 0, 0) = 0. Se o valor máximo de f(x, y, z) condi- 
cionado à restrição g(x, y, z) = O ocorrer na origem, qual 
é a relação entre o plano tangente ao gráfico da restrição 
g(x, y, 2) = 0 e o plano tangente na origem à superfície de 
nível de f por (0, 0, 0)? 


2. O valor máximo de x + y sujeito à restrição x? + y? = 1 é 


3. O valor máximo de x + y + z sujeito à restrição x? +y + 2 = 1 
é 

4. Os valores máximo e mínimo de 2x + 3y sujeitos à restrição 
x+y=1,com0<x,0<y,são e 
respectivamente. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


Cálculo 


EXERCÍCIOS 13.9 [= Recurso Gráfico [E] CAS 


1. A figura a seguir mostra o gráfico da reta x + y = 4 e as curvas 
de nível de altura c = 2, 4, 6 e 8 para a função f(x, y) = xy. 
(a) Use a figura para encontrar o valor máximo da função 

f(x, y) = xy sujeita à restrição x + y = 4 e explique seu 
raciocínio. 
(b) Como podemos dizer, a partir da figura, que a resposta 
em (a) não é o valor mínimo de f sujeita à restrição? 
(c) Use multiplicadores de Lagrange para verificar seu 
trabalho. 


2. A figura a seguir mostra o gráfico da reta 3x + 4y = 25 e as 
curvas de nível de altura c = 9, 16, 25, 36 e 49 para a função 
fay =+. 

(a) Use a figura para encontrar o valor mínimo da função 
fœ, y) =x + y? sujeita à restrição 3x + 4y = 25 e expli- 
que seu raciocínio. 

(b) Como podemos dizer a partir da figura que a resposta 
em (a) não é o valor máximo de f sujeito à restrição? 

(c) Use multiplicadores de Lagrange para verificar seu 
trabalho. 


A) 


—. NU RUA 


v= 


Figura Ex-1 


Figura Ex-2 


3. (a) Use um recurso gráfico para gerar o círculo x? + y? = 25 
e duas curvas de nível distintas de f(x, y) = x? — y que 
somente toquem o círculo. 

(b) Use os resultados obtidos na parte (a) para aproximar 
os valores máximo e mínimo de f sujeita à restrição 
2+y)=25. 

(c) Verifique as suas aproximações da parte (b) usando 
multiplicadores de Lagrange. 


4. (a) Se o leitor dispuser de um CAS que possa gerar cur- 

vas implícitas, use-o para fazer o gráfico do círculo 
(x — 42 + (y — 4} = 4 e duas curvas de nível distin- 
tas de fx, y) = x° + y? — 3xy que somente toquem o 
círculo. 

(b) Use o resultado obtido na parte (a) para aproximar o valor 
mínimo de f sujeita à restrição (x — 47 + Q — 42 = 4. 

(c) Confirme graficamente que o valor encontrado em (b) é 
um mínimo e não um máximo. 

(d) Verifique suas aproximações usando multiplicadores 
de Lagrange e resolvendo as equações necessárias nu- 
mericamente. 


5-12 Use multiplicadores de Lagrange para obter os valores máxi- 
mo e mínimo de f sujeita à restrição dada. Além disso, encontre os 
pontos nos quais esses valores extremos ocorrem. EB 


. fx, y) = xy; 4x? + 8y =16 

. fæ y= x2- y; x’ +y =25 

. y= 4 +y; 2x? +y l 

. fæ y) =x- 3y- l; x? + 3y =16 

. fæ, y, z2) = 2x +y — 2z; x? +y += 4 

| fx, y, z) = 3x + 6y + 2z; 2x? + 4y +z = 70 
. Ay z) = xyz x+y +21 

12. 


fay dD =y Hz Hy Haz 


13-16 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


13. 


14. 


15. 


16. 


Um “multiplicador de Lagrange” é um tipo especial de vetor 
gradiente. 


Os extremos de f(x, y) sujeita à restrição g(x, y) = O ocorrem 
em pontos nos quais Vf = Vg. 


No método dos multiplicadores de Lagrange, é necessário re- 
solver a equação de restrição g(x, y) = O para y em termos de x. 


Os extremos de f(x, y) sujeita à restrição g(x, y) = O ocorrem 
em pontos nos quais uma curva de nível de f for tangente à cur- 
va de restrição g(x, y) = 0. 


17-24 Resolva usando multiplicadores de Lagrange. E 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Determine o ponto da reta 2x — 4y = 3 que está mais próximo 
da origem. 


Encontre o ponto da reta y = 2x + 3 que está mais próximo de 
(4, 2). 


Encontre o ponto do plano x + 2y + z= 1 que está mais próxi- 
mo da origem. 


Encontre o ponto do plano 4x + 3y + z = 2 que está mais pró- 
ximo de (1, 1, 1). 


Encontre os pontos do círculo x? + y? = 45 que estão mais pró- 
ximos e afastados de (1, 2). 


, a 2 as A 
Encontre os pontos da superfície xy — zí = 1 que estão mais 
próximos da origem. 


Encontre um vetor no espaço tridimensional cujo comprimento 
seja 5 e cujos componentes têm a maior soma possível. 


Suponha que a temperatura em um ponto (x, y) de uma placa 
de metal seja T(x, y) = 4x? — 4xy + y?. Uma formiga, andando 
sobre a placa, percorre um círculo de raio 5 centrado na origem. 
Qual é a maior e a menor temperatura encontrada pela formiga? 


25-32 Use multiplicadores de Lagrange para resolver os problemas 
indicados da Seção 13.8. E 


25. 
26. 


Exercício 38 


Exercício 39 


27. Exercício 40 
28. Exercício 41 
29. Exercício 43 
30. Exercícios 45(a) e 45(b) 
31. Exercício 46 
32. Exercício 47 


[C]33. Sejam a, 8 e y os ângulos de um triângulo. 

(a) Use multiplicadores de Lagrange para determinar o valor 
máximo de fla, $, y) = cos a cos 8 cos y e determine os 
ângulos para os quais o máximo ocorre. 

(b) Expresse fla, 8, y) como uma função apenas de « e £ e use 
um CAS para fazer o gráfico dessa função de duas variá- 
veis. Confirme que o resultado obtido na parte (a) é consis- 
tente com o gráfico. 


34. A figura a seguir mostra a interseção do paraboloide elíptico 
z = X? + 4y? e o cilindro circular reto x? + y? = 1. Use multi- 
plicadores de Lagrange para determinar os pontos mais alto e 
mais baixo da curva de interseção. 
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YX Figura Ex-34 


35. Texto Forneça uma sequência dos passos da resolução de um 
problema de extremos a duas variáveis com uma restrição pelo 
método dos multiplicadores de Lagrange. Interprete cada passo 
geometricamente. 


36. Texto Retome o Exemplo 2 usando os métodos da Seção 4.5 
(no Volume 1) e compare sua resolução com a do Exemplo 2. 
Por exemplo, como é utilizada a restrição do perímetro em 
cada abordagem? 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 13.9 


2. 42 


1. (a) São a mesma reta. (b) São o mesmo plano. 


3. 4/3 


4.3; 2 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 13 [M Recurso Gráfico 


1. Seja fx, y) = e" In y. Obtenha 
(a) fdn y, e”) (b) fr + s, rs). 


2. Esboce o domínio de f usando linhas contínuas para as partes 
da fronteira incluídas no domínio e linhas tracejadas para as 
partes não incluídas. 

(a) fœ, y)=ln (xy—1) (b) f(x,y) = (arc sen x)/e” 


3. Mostre que as curvas de nível do cone z = yx? + y? e do pa- 
raboloide z = x? + y? são círculos e faça um esboço que ilustre 
a diferença entre os mapas de contornos das duas funções. 


4. (a) Em palavras, descreva as superfícies de nível da função 
fx, y, Z2) = dx + ay? + 2, onde a > 0. 
(b) Encontre uma função f(x, y, z) cujas superfícies de nível 
formem uma família de paraboloides circulares que se 
abrem na direção z positiva. 


5-6 (a) Obtenha o limite da função f(x, y) quando (x, y) — (0,0) se 
ele existir e (b) determine se f é contínua em (0,0). E 


x*-x+y-—x)y 
My 
4.44 


5. fœ, y) = 


xX y 
x2 + y2 
0 se (x, y) = (0,0) 


se (x, y) # (0,0) 
6. fa y) = 


7. (a) Uma companhia fabrica dois tipos de monitores de com- 
putadores: padrão e de alta resolução. Suponha que P(x, y) 
seja o lucro que resulta da produção e da venda de x moni- 
tores padrão e y monitores de alta resolução. O que repre- 
sentam as duas derivadas parciais 9P/dx e OP /dy? 

(b) Suponha que a temperatura no instante t em um ponto 
(x, y) sobre a superfície de um lago seja T (x, y, t). O que 
representam as derivadas parciais 97/dx, O9T/dy e 9T/at? 


8. Seja z = fx, y). 
(a) Expresse dz/ôx e dz/dy como limites. 
(b) Em palavras, o que as derivadas fi(xo. yo) e fy(xo, Yo) dizem 
sobre a superfície z = f(x, y)? 
(c) Em palavras, o que as derivadas dz/dx (xo, Yo) e 
dz/ dy(Xo, Yo) dizem sobre as taxas de variação de z em re- 
lação a x e y? 


9. A pressão em N/m? de um gás em um cilindro é dada por 

P = 107/V com T em kelvins (K) e Vem m’. 

(a) Se T crescer a uma taxa de 3K/min com V mantido fixado 
em 2,5 mô, determine a taxa à qual a pressão está variando 
quando T = 50 K. 

(b) Se T for mantido fixado em 50 K enquanto que V está de- 
crescendo a uma taxa de 3 m?/min, determine a taxa à qual 
a pressão está variando quando V = 2,5 m°. 


998 


10. 


Cálculo 


Obtenha a inclinação da reta tangente no ponto (1, —2, —3) da 
curva de interseção da superfície z = 5 — 4x? — y? com 
(a) o plano x = 1 (b) o plano y = —2. 


11-14 Verifique a afirmação. E 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Se w = tg(x? + y?) + X/Y, Então Wyry = Wyx. 

Se w = In (3x — 3y) + cos (x + y), então 3?w/3x? = 3?w/3y?. 
Se F(x, y, 2) = 2z? — 3(xº + y?)z, então F satisfaz a equação 
Pat Fyt F=. 

Se fx, y, z) = xyz + x? + In(y/2), então fer = faxy- 

O que Afe df representam e como se relacionam? 


Se w = x?y — 2xy + y?x, encontre o incremento Aw e a dife- 
rencial dw se (x, y) varia de (1, 0) para (1,1; —0,1). 


Use diferenciais para estimar a variação no volume V = 3x2h 
de uma pirâmide com uma base quadrada quando sua altura h 
está crescendo de 2 a 2,2 m, enquanto a dimensão x da base 
está decrescendo de 1 a 0,9 m. Compare isso com AV. 


Encontre a aproximação linear local de f(x, y) = sen(xy) em 
(5.7) 
za T): 


Suponha que z seja uma função diferenciável de x e y com 


3 3 
Co e Za, 9)=2 
əx dy 


Sex = x(t) e y = y(t) são funções diferenciáveis de t com 
x(0) = 1, y(0) = 2, x (0) = — e (na composição) z'(0) = 2, 
encontre y'(0). 


Em cada parte, use o Teorema 13.5.3 para determinar dy/dx. 
(a) 3x? — 5xy + tgxy = 0 
(b) xIny+sen(x— y) = m 


Dado que f(x, y) = 0, use o Teorema 13.5.3 para expressar 
d?y/dx? em termos das derivadas parciais de f. 


Seja z = fx, y), onde x = g(t) e y = h(t). 

(a) Mostre que 
d /dz 92z dx 92z dy 
dt \ðəx) əx? dt ayoxdt 


d (əz\ dz dx dzdy 
dtloy) dxdydt əy? dt 


(b) Use as fórmulas da parte (a) para ajudar a encontrar uma 
fórmula para d?z/dt?. 


(a) Como estão relacionados a derivada direcional e o gra- 
diente de uma função? 

(b) Sob quais condições a derivada direcional de uma função 
diferenciável é 0? 

(c) Em que direções e sentidos a derivada direcional de uma 
função diferenciável tem seu valor máximo? E o valor mí- 
nimo? 


Em palavras, o que a derivada Duf (xo, Yo) nos diz sobre a su- 
perfície z = f(x, y)? 


25. Encontre Da f(—3, 5) para f(x, y) = y In (x + y) se u = ži + jj. 


26. Suponha que V f (0, 0) = 2i + żj. 
(a) Encontre um vetor unitário u tal que Daf (0, 0) seja um 
máximo. Qual é esse valor máximo? 
(b) Encontre um vetor unitário u tal que Dy f (0, 0) seja um 
mínimo. Qual é esse valor mínimo? 


27. No ponto (1, 2), a derivada direcional Du f é 2,2 na direção 
e sentido de P;(2, 3) e é —3 na direção e sentido de P, (1, 0). 
Determine Dua f(1, 2) na direção e no sentido da origem. 


28. Obtenha equações para o plano tangente e a reta normal para a 
dada superfície em Po. 
(a) z=xe”; Pa(1, 1n 2,4) 
(b) xyz + xyz = 2; P2, 1, —1) 


29. Encontre todos os pontos da superfície z = 2 — xy nos quais a 
reta normal passa pela origem. 


30. Mostre que para todos os planos tangentes à superfície 
By +2P =I 


a soma dos quadrados das coordenadas dos pontos de corte 
com os eixos x, yez él. 


31. Determine todos os pontos do paraboloide z = 9x? + 4y? nos 
quais a reta normal é paralela à reta que passa pelos pontos 
P(4, —2, 5) e Q(—2, —6, 4). 


32. Suponha que as equações do movimento de uma partícula se- 
jam x= t- l, y = 4e™,z = 2 — ~/t, onde t > 0. Determine, 
até o décimo de grau mais próximo, o ângulo agudo entre o ve- 
tor velocidade e a reta normal à superfície (x?/4) +y? +72 = 1 
nos pontos em que a partícula colide com a superfície. Use 
uma calculadora com a capacidade de encontrar raízes, quando 
necessário. 


33-36 Localize todos os mínimos relativos, máximos relativos e os 
pontos de sela. E 


33. fœ, y) = x2 + 3xy + 3y? — 6x + 3y 
34. f(x, y) = xy — 6y? — 3x? 

35. fœ, y) =x? — 3xy + 4y? 

36. f(x, y) = 4x? — 12xy + 9y? 


37-39 Resolva estes exercícios de duas maneiras: 
(a) Use restrições para eliminar uma variável. 
(b) Use multiplicadores de Lagrange. E 


37. Encontre todos extremos relativos de x?y? sujeitos à restrição 
42 +y7)=8. 


38. Determine as dimensões da caixa retangular de volume máxi- 
mo que possa ser inscrita no elipsoide 


(u/02 + Q/bP + (2/2 =1 


39. Conforme ilustrado na figura a seguir, suponha que uma cor- 
rente 7 se divida em correntes 71, J e 1; que passam nos resis- 
tores Rj, R2 e R3, respectivamente, de tal forma que a energia 
total para os três resistores é um mínimo. Determine as ra- 
zões 1: h: h se a energia dissipada em R; é I?R; (i = 1,2, 3)e 
h+h+h=]1. 


Figura Ex-39 


40-42 Em Economia, um modelo de produção é uma relação mate- 
mática entre o produto de uma companhia ou um país e o trabalho 
e equipamento de capital necessário para produzir aquele produ- 
to. Muito do trabalho pioneiro no campo de modelos de produção 
ocorreu em torno de 1920, quando Paul Douglas, da Universidade 
de Chicago, e seu colaborador Charles Cobb propuseram que o pro- 
duto P pode ser expresso em termos do trabalho L e o equipamento 
de capital K por uma equação da forma 


P=cLºkê 


onde c é uma constante de proporcionalidade e œ e 8 são constan- 
tes tais que O <a <1e0< £< 1. Isso é chamado de modelo de 
produção de Cobb-Douglas. Tipicamente, P, L e K são dados em 
termos de seus equivalentes valores monetários. Estes exercícios 
exploram propriedades desse modelo. EB 


440. (a) Considere o modelo de produção de Cobb-Douglas dado 


pela fórmula P = [º5K92. Esboce as curvas de nível 
P(L, K) = 1, P(L, K) = 2 e P(L, K) = 3 em um sistema de 


CAPÍTULO 13 ESTABELECENDO CONEXÕES 


41. 


42. 
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coordenadas LK (L horizontal e K vertical). Esse esboço 
não precisa ser numericamente exato, mas deve mostrar a 
forma geral das curvas e suas relativas posições. 

(b) Use um recurso gráfico para fazer um mapa de contornos 
mais acurado do modelo. 


(a) Encontre 9P/9L e ƏP/ƏK para o modelo de produção de 
Cobb-Douglas P = cLºK?. 

(b) A derivada d9P/dL é chamada de produtividade marginal 
do trabalho e a derivada dP/9K é chamada de produtivi- 
dade marginal do capital. Explique o que essas quantida- 
des significam em termos práticos. 

(c) Mostre que se 8 = 1 — a, então P satisfaz a equação dife- 
rencial parcial 


Considere o modelo de produção de Cobb-Douglas 
P = 1,00028K0* 


(a) Encontre o valor máximo de P se o trabalho custa $50,00 
por unidade, o capital custa $100,00 por unidade e o custo 
total de trabalho e capital é fixado em $200.000,00. 

(b) Como devem ser alocados os $200.000,00 entre trabalho e 
capital para atingir o máximo de P? 


1. Suponha que uma função z = f(x, y) seja dada em forma polar 
fazendo as substituições x = r cos de y = r sen 0. Mostre que 


oz oz oz 


“nos Cm 
dz dz EA dz 
= E 
O q o 


2. Dizemos que uma função f(x, y) é homogênea de grau n se 
C ty) = a y) com t > O. Em cada parte, mostre que a 
função é homogênea e obtenha seu grau. 

(a) fo y =3 +y b) f, y) =yx2 +y? 

5 
c) fœ y) =y- 2y d DE 
(ce) fæ, y) = xºy — 2y (d) Fx, y) CE 

3. Suponha que uma função f(x, y) esteja definida em todos os 
pontos (x, y) (0, 0). Prove que fé homogênea de grau n se, e 
só se, existe alguma função g(0) de período 27 tal que a forma 
polar da equação z = f(x, y) seja 


E= ef) 
comr > 0e—o <0 < +o. 


4. (a) Use a regra da cadeia para mostrar que se f(x, y) for uma 
função homogênea de grau n, então 


[Sugestão: Tome u = tx e v = ty em f (tx, ty) e derive am- 
bos os lados de f(u, v) = t'f (x, y) em relação a t.] 


(b) Use os resultados dos Exercícios 1 e 3 para obter uma ou- 
tra dedução da equação na parte (a). 

(c) Confirme que as funções do Exercício 2 satisfazem a 
equação da parte (a). 


Suponha que uma função f(x, y) esteja definida em todos os 
pontos (x, y) # (0, 0) e satisfaça 


Prove que f é homogênea de grau n. [Sugestão: Expresse a 
função z = f(x, y) em forma polar e use o Exercício 1 para 
concluir que 

dz 

=> a () 

É or a 

Divida ambos os lados dessa equação por "+! e interprete o 
lado esquerdo da equação resultante como a derivada parcial 
em relação a r de um produto de duas funções.] 


INTEGRAIS MULTIPLAS 


Stone/Getty Images 


Os métodos de integração 
estudados neste capítulo são 
necessários para encontrar a área 


Neste capítulo, ampliaremos o conceito de integral definida para funções de duas e três variáveis. 
Enquanto as funções de uma variável são, geralmente, integradas em intervalos, as funções de 
de superfícies complexas como as duas varáveis são usualmente integradas em regiões do espaço bidimensional e as funções de 
utilizadas no projeto do Aeroporto três variáveis, em regiões do espaço tridimensional. O cálculo de tais integrais requer algumas 
Internacional de Denver; nos técnicas novas que serão o foco central deste capítulo. Uma vez que tenhamos desenvolvido 
Estados Unidos. os métodos básicos para integrar funções de duas e três variáveis, mostraremos como essas 
integrais podem ser usadas para calcular áreas de superfícies e volumes de sólidos; mostraremos, 
também, como elas podem ser usadas para determinar massas e centros de gravidade de chapas 
planas e sólidos tridimensionais. Além do nosso estudo de integração, generalizaremos o conceito 
de curva paramétrica no espaço bidimensional para o de superfície paramétrica no espaço 
tridimensional. Isso nos permitirá trabalhar com uma variedade maior de superfícies do que era 
possível anteriormente e proporcionará uma ferramenta poderosa para gerar superfícies usando 
computadores e outros recursos computacionais gráficos. 


14.1 INTEGRAIS DUPLAS 


A noção de integral definida pode ser estendida para funções de duas ou mais variáveis. 
Nesta seção, discutiremos a integral dupla, que é a extensão para funções de duas variáveis. 


E VOLUME 
Lembre-se de que a integral definida de uma função de uma variável 


b n n 
| fo)da= dim J SGD)Am= lim } SODA a) 
a k—> mi n— +œ ral 


originou-se do problema da determinação de áreas sob curvas. [Na expressão à direita em (1), 
usamos o “limite quando n— +00” para sintetizar o processo pelo qual aumentamos o número 
de subintervalos de [a, b] de tal modo que os comprimentos dos subintervalos tendam a zero.) 
As integrais das funções de duas variáveis originam-se do problema da determinação de vo- 
lumes sob superfícies: 


Figura 14.1.1 
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14.1.1 O PROBLEMA DO VOLUME Dada uma função f de duas variáveis, contínua e não 
negativa em uma região R do plano xy, encontre o volume do sólido compreendido entre a 


superfície z = f(x, y) e a região R (Figura 14.1.1). 


Adiante, adicionaremos mais restrições à região R, mas por enquanto vamos supor apenas 
que a região inteira possa ser envolvida por um retângulo apropriadamente grande cujos lados 
sejam paralelos aos eixos coordenados. Isto assegura que R não se estenda indefinidamente 
em qualquer direção. 

O procedimento para calcular o volume V do sólido da Figura 14.1.1 é similar ao pro- 
cesso limitante usado para determinar áreas, exceto que, agora, os elementos de aproximação 
são paralelepípedos retangulares em vez de retângulos. Procedemos como segue: 


e Usando retas paralelas aos eixos coordenados, divida o retângulo que envolve a região 
R em sub-retângulos e exclua das considerações todos os sub-retângulos que conte- 
nham quaisquer pontos fora de R. Sobram somente retângulos que são subconjuntos de 
R (Figura 14.1.2). Suponha que haja n desses sub-retângulos e denote a área do k-ési- 
mo retângulo por AA,. 


Escolha um ponto arbitrário em cada sub-retângulo e denote o ponto do k-ésimo sub- 
-retângulo por (xý, y;). Como mostrado na Figura 14.1.3, o produto f(xj, y)AAp é o 
volume de um paralelepípedo retangular com área da base AAk e altura f(x, yý), de 
modo que o somatório 


DE Feras 


k=1 
pode ser considerado como uma aproximação do volume V do sólido inteiro. 


e Há duas fontes de erro na aproximação: em primeiro lugar, os paralelepípedos têm topo 
plano, enquanto que a superfície z = f(x, y) pode ser curva; em segundo lugar, os retân- 
gulos que formam as bases dos paralelepípedos não cobrem completamente a região R. 
Entretanto, se repetirmos o processo acima com cada vez mais subdivisões, de modo que 
tanto os comprimentos quanto as larguras dos retângulos da base tendam a zero, então é 
plausível que os erros de ambos os tipos tendam para zero e o volume exato do sólido seja 


n 
V= lim 2 fak, VD AA 


N 


z= f(x,y) 


Altura 
SOR YK) 
y 
> 
7 
7 Volume 
é FOR NAM, 
/ ZZ 
Área AA, Né vi ÁreaMA, (E vi) 
Figura 14.1.2 Figura 14.1.3 


Essa fórmula sugere a seguinte definição. 
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Apesar da Definição 14.1.2 ser sa- 
tisfatória para nossos propósitos 
atuais, há vários problemas que pre- 
cisam ser resolvidos antes que ela 
possa ser considerada uma defini- 
ção matematicamente rigorosa. Por 
exemplo, teríamos de provar que o 
limite existe realmente e que seu 
valor independe de como os pontos 
(e Doo) O ya) EO 
escolhidos. Prova-se que isso é ver- 
dadeiro se a função f for contínua na 
região R e se essa região não for mui- 
to “complicada”. Os detalhes esca- 
pam ao escopo deste livro. 


14.1.2 DEFINIÇÃO (Volume sob uma Superfície) Se ffor uma função de duas va- 
riáveis, contínua e não negativa em uma região R do plano xy, então o volume do sólido 
compreendido entre a superfície z = f(x, y) e a região R será definido por 


n> +o 


V= lim X fai AA (2) 
il 


Aqui, n— +% indica o processo de aumentar o número de sub-retângulos do retângulo 
que envolve R de tal modo que tanto os comprimentos quanto as larguras dos sub-retân- 
gulos tendam a zero. 


Supõe-se na Definição 14.1.2 que f seja não negativa na região R. Se f for contínua em 
R e possuir tanto valores positivos como negativos, então o limite 


dim 2 SOR AA 3) 


não representa mais o volume entre R e a superfície z = f(x, y); representa, sim, uma diferença 
de volumes — o volume entre R e a parte da superfície acima do plano xy menos o volume en- 
tre Re a parte da superfície abaixo do plano xy. Chamamos essa diferença de volume líquido 
com sinal entre a região R e a superfície z = f(x, y). 


E DEFINIÇÃO DE UMA INTEGRAL DUPLA 

A notação n—>+% em (3), da mesma forma que na Definição 14.1.2, contém todo o proces- 
so pelo qual o retângulo que envolve a região R é, repetidamente, subdividido de tal modo 
que tanto os comprimentos quanto as larguras dos sub-retângulos tendam a zero. Note que, 
subdividindo de tal modo que os comprimentos dos sub-retângulos tendam a zero, forçamos 
a norma da partição do comprimento do retângulo que envolve R tender a zero. Analogamen- 
te, subdividindo de tal modo que as larguras dos sub-retângulos tendam a zero, forçamos a 
norma da partição da largura do retângulo que envolve R tender a zero. Assim, estendemos o 
conceito transmitido pela Fórmula (1), em que a integral definida de uma função de uma va- 
riável é expressa como um limite de somas de Riemann. Por extensão, as somas em (3) tam- 
bém são denominadas somas de Riemann, e o limite das somas de Riemann é denotado por 


ff fenaa = tim DO farpas a) 
k E 


que é denominada integral dupla de f(x, y) em R. 
Se f for contínua e não negativa na região R, então a Fórmula (2) do volume poderá ser 
expressa como 


v= [f tava 6) 
R 


Se f possui tanto valores positivos como negativos em R, então um valor positivo para a inte- 
gral dupla de fem R significa que há mais volume acima do que abaixo de R; um valor nega- 
tivo para a integral dupla significa que há mais volume abaixo do que acima de R; e o valor 
zero significa que o volume acima é igual ao volume abaixo de R. 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS DUPLAS 


Com exceção dos casos mais simples, é impraticável obter o valor de uma integral dupla pelo 
limite (4). Entretanto, vamos mostrar, agora, como calcular integrais duplas por meio do cál- 
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culo de duas integrais simples sucessivas. No restante desta seção, vamos limitar nossa dis- 
cussão ao caso em que R é um retângulo; na próxima seção, consideraremos integrais duplas 
em regiões mais complicadas. 

As derivadas parciais de uma função f(x, y) são calculadas mantendo-se uma das variá- 
veis fixa e diferenciando em relação à outra variável. Consideremos o inverso deste processo, 
integração parcial. Os símbolos 


b d 
[tada ; | tæna 


denotam integrais definidas parciais, a primeira integral, chamada de integral definida par- 
cial em relação a x, é calculada mantendo y fixo e integrando em relação a x; e a segunda 
integral, chamada de integral definida parcial em relação a y, é calculada mantendo x fixo 
e integrando em relação a y. Como mostra o exemplo a seguir, a integral definida parcial em 
relação a x é uma função de y, e a integral definida parcial em relação a y é uma função de x. 


> Exemplo 1 


1 1 2,271 2 
2 2 y x y 
sdr => | ada | =— 
J 0 2 x=0 2 


1 1 3 
xy x 
| a=] a= Z] sa 
0 0 y=0 


Uma integral definida parcial em relação a x é uma função de y e, portanto, pode ser 
integrada em relação a y; de modo similar, uma integral definida parcial em relação a y pode 
ser integrada em relação a x. Esse processo de integração em dois estágios é chamado de in- 
tegração iterada (ou repetida). Introduzimos a seguinte notação: 


d b d b 

| | tœnaa= f p Jæ dx] ig (6) 
b d b d 

| | soaras= f p 16,949] T D 


Essas integrais são chamadas de integrais iteradas. 
> Exemplo 2 Calcule 
3 p4 4 p3 
(a) J J (40 — 2xy) dy dx (b) J f (40 — 2xy) dx dy 
1 J2 2J] 
Solução (a) 
3 p4 3 4 
f À (40 — 2xy) dy dx = J p (40 — 2xy) ay] dx 
1d 1 2 
3 asi 
= / (40y — xy ai dx 
3 
= / [(160 — 16x) — (80 — 4x)] dx 
1 


3 
=] (80 — 12x) dx 
1 


= (80x — 6x?)]; = 112 
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AZ [mi =40 —2xy 


A(x) = 80 — 12x 


Figura 14.1.4 


AZ AQ)=80-8y 
À Tx 


Figura 14.1.5 


Muitas vezes, para simplificar, deno- 
tamos o retângulo 


LO y):a<x<bce<y<d) 


por [a, b] x led]: 


Solução (b) 


4 43 4 3 
J f (40 — 2xy) dx dy = | [/ (40 — 2xy) ax dy 
2 J1 2 Li 


4 
= J (40x — x2y)];., dy 
2 
4 
= Í [(120 — 9y) — (40 — y)]dy 
2 


4 
=) (80 — 8y) dy 

2 
= (80y — 4y”) = 112 « 


Não é por acaso que ambas as partes do Exemplo 2 tenham produzido a mesma respos- 
ta. Considere o sólido S limitado acima pela superfície z = 40 — 2xy e abaixo pelo retângulo 
R definido por 1 < x < 3 e 2 < y < 4. Pelo método de fatiamento discutido na Seção 6.2, no 
Volume 1, o volume de § é dado por 


3 
V al A(x)dx 
1 


onde A(x) é a área da seção transversal vertical de S tomada perpendicularmente ao eixo x 
(Figura 14.1.4). Para um valor fixado de x, com 1 < x < 3, z = 40 — 2xy é uma função de y, 
portanto a integral 


4 
A(x) = J (40 — 2xy) dy 
2 


representa a área sob o gráfico dessa função de y. Assim, 


3p p4 3 p4 
V = | p (40 — 2xy) a| dx = f J (40 — 2xy) dy dx 
1 2 1 d2 


é o volume de S. Analogamente, pelo método de fatiamento com seções transversais verticais 
de S tomadas perpendicularmente ao eixo y, o volume de S é dado por 


4 4F 3 4 p3 
V = Í A(y)dy = | [/ (40 — 2xy) dx | dy = f J (40 — 2xy) dx dy 
2 2 Lh 2 di 


(Figura 14.1.5). Assim, ambas as integrais iteradas em (a) e (b) do Exemplo 2 medem o volu- 
me de S que, pela Fórmula (5), é a integral dupla de z = 40 — 2xy em R, ou seja, 


3 p4 4 p3 
J f o -2mavax= [[eao-zopda = f f 40- 2xyaxay 
i J2 2 dl 
R 


O argumento geométrico que acabamos de apresentar pode ser aplicado a qualquer fun- 
ção contínua f (x, y) que seja não negativa em um retângulo R = [a, b] x [c, d], como foi o 
caso de f(x, y) = 40 — 2xy em [1,3] x [2, 4]. A conclusão de que a integral dupla de f(x, y) 
em R tenha o mesmo valor em qualquer uma das duas possíveis integrais iteradas é verdadei- 
ra mesmo se f for negativa em alguns pontos de R. Enunciamos esse resultado no teorema a 
seguir, sem apresentar uma prova formal. 


14.1.3 TEOREMA (Teorema de Fubini) Seja Ro retângulo definido pelas desigualdades 
a<xx<b, cxy<d 


Se f (x, y) for contínua nesse retângulo, então 


d b b d 
J fæ da= f J fæ y)dxdy= Í f f(x, y) dy dx 


R 
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O Teorema 14.1.3 permite calcular uma integral dupla em um retângulo convertendo-a 
para uma integral iterada. Isso pode ser feito de duas maneiras, ambas produzindo o mesmo 
valor para a integral dupla. 


> Exemplo 3 Use uma integral dupla para encontrar o volume do sólido delimitado acima 
pelo plano z = 4 — x — y e abaixo pelo retângulo R = [0, 1] x [0, 2] (Figura 14.1.6). 


Solução O volume é a integral dupla de z = 4 — x — y em R. Usando o Teorema 14.1.3, 
isso pode ser obtido de qualquer uma das integrais iteradas 


2 pl 1 p2 
/ [4-x- axar ou | [4x -»avar 
o Jo o Jo 


(8) 


X 


Figura 14.1.6 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
computacional capaz de efetuar inte- 
grais duplas iteradas, use-o para con- 
ferir o Exemplo 3. 


Usando a primeira, obtemos 


2 pl 
v= ffa-x-»a= f [4-x- axar 
o Jo 
R 


=| 


x? i 2/9 
4x — — — dy = ->—y]d 
aan (G-)o 


Esse resultado pode ser conferido calculando a segunda integral em (8). < 


O Teorema 14.1.3 garante que a in- 
tegral dupla no Exemplo 4 também 
pode ser calculada integrando primei- 
ro em relação a y e depois em relação 
a x. Verifique isso. 


> Exemplo 4 Calcule a integral dupla 


I y’xdA 


R 


no retângulo R = {(x, y): —3 <x<2,0<y< 1}. 


Guido Fubini (1879-1943) Matemático italiano. Já 
como jovem estudante em Veneza, Fubini, que era filho 
de matemático, mostrou habilidades matemáticas. Entrou 
no ensino superior na Escola Normal Superior de Pisa em 
1896 e apresentou sua tese de doutorado em geometria 
elíptica aos 20 anos de idade, em 1900. Subsequentemen- 
te, lecionou em várias universidades até se decidir pela 
Universidade de Turin, onde permaneceu por varias décadas. Seu 
trabalho matemático era muito abrangente, tendo trazido contri- 
buições substanciais em várias áreas da Matemática. Ao iniciar a 
Primeira Guerra Mundial, interessou-se pela precisão dos dispa- 
ros de artilharia e, depois da guerra, continuou trabalhando em 
assuntos aplicados como acústica e circuitos elétricos. Em 1939, 
quando se aproximava dos sessenta anos de idade e da aposenta- 
doria, o governo fascista de Mussolini adotou as políticas antis- 
semitas de Hitler, o que forçou Fubini, que era judeu, a aceitar 
uma posição na Universidade de Princeton, nos Estados Unidos, 
onde permaneceu até sua morte, quatro anos depois. Ele era mui- 
to benquisto pelos seus colegas de Princeton, e circulam muitas 
histórias a seu respeito. Em uma de suas conferências sobre ba- 


lística, Fubini mostrou que o disparo de um projétil de certo for- 
mato poderia, sob circunstâncias adequadas, acabar voltando em 
sua trajetória feito um bumerangue e atingir as próprias tropas. 
Então, muito bem humorado, ele sugeriu que uma “arma de Fu- 
bini” dessas poderia ser usada para enganar o inimigo, pois este 
ficaria confuso ao ver a arma sendo disparada para longe de suas 
tropas e não suspeitaria de coisa alguma até que o projétil rever- 
tesse sua trajetória e o atingisse. 

Fubini era extremamente pequeno, o que causava certos 
problemas. Consta que um dia a preocupada zeladora de seu 
prédio chamou seus amigos porque ele não havia voltado para 
casa. Depois de procurarem em vários locais, inclusive nas re- 
dondezas do lago de Princeton, descobriram Fubini, que não 
conseguia alcançar qualquer um dos botões, preso em um ele- 
vador em pane. Ele, então, celebrou seu salvamento com uma 
festa e, mais tarde, deixou um cartaz em seu apartamento no 
qual escrevera: “Para a zeladora: se eu não estiver em casa até 
às 18h30, por favor confira o elevador...” 


[Imagem: Wendy Wray] 


1006 Cálculo 


AZ Solução Em virtude do Teorema 14.1.3, o valor da integral dupla pode ser obtido calcu- 
lando uma de duas possíveis integrais iteradas. Escolhemos integrar primeiro em relação a x 
e depois em relação a y. 


12 1r] 2 
If yada = [ | yxdrdy= | [j>] dy 
; o d=3 o L2 ya 

1 1 
Sog Sg 5 
je — — d = —— = —— 4 
J ( F) ” al 6 


A integral no Exemplo 4 pode ser interpretada como o volume líquido com sinal entre o 
Figura 14.1.7 retângulo [—3, 2] x [0, 1] e a superfície z = y?x. Ou seja, é o volume abaixo de z = y?x e acima 
de [0, 2] x [0, 1] menos o volume acima de z = y?x e abaixo de [—3, 0] x [0, 1] (Figura 14.1.7). 


z = yx em[-3, 2]x [0, 1] 


E PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS DUPLAS 

Para distinguir entre integrais duplas de funções de duas variáveis e integrais definidas de 
funções de uma variável, vamos referir-nos a estas como integrais simples. Visto que as in- 
tegrais duplas, da mesma maneira que as integrais simples, são definidas como limites, elas 
herdam muitas das propriedades dos limites. Os resultados a seguir, que enunciamos sem 
provas, são análogos aos do Teorema 5.5.4, no Volume 1. 


If cf(x, y) dA =c ff f(x, y)dA (c uma constante) (9) 
R R 


fis» - somas = ff fæ y)da— |f sœ, da a1) 
R R 


R 


z g fico + emos = ff fæ yda + |f gx. yyaa (10) 
| z= f(x,y) K E k 
| 


É intuitivamente evidente que se f(x, y) for não negativa na região R, então subdividir R em 
duas regiões, Rı e Rz, traz como efeito a subdivisão do sólido entre R e z = f(x, y) em dois sólidos, 
e a soma dos volumes desses dois sólidos é igual ao volume do sólido inteiro (Figura 14.1.8). Isso 
sugere o seguinte resultado, que é verdadeiro mesmo que f possua valores negativos: 


O volume do sólido inteiro é a ff f(x,y) dA = ff f(x, y) dA + ff f(x, y) dA (12) 
Ri R2 


soma dos volumes dos sólidos k 


acima de R; € R,. 


Figura 14.1.8 A demonstração desse resultado será omitida. 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.1 (Ver página 1008 para respostas.) 


1. A integral dupla é definida como um limite de somas de Rie- integra fno retângulo definido por 
mann por 
DO Re ý Ea y < 
| f(x, dA = 3. Preencha as lacunas com o integrando e os extremos de integra- 
R ção que faltam. 
: ; 5 p4 o 
2. A integral iterada / f (3x? — 2xy + y?) dx dy = f dy 
5 4 1 2 o 
f / fŒ, y) dx dy 4. O volume do sólido englobado pela superfície z = x/y e o re- 


tângulo 0 < x < 4, 1 < y < e do plano xy é 


EXERCÍCIOS 14.1 [elcas 
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1-12 Calcule as integrais iteradas. EB 


1 p2 3 pl 
1. f f (x+3)dydx 2: | | (2x — 4y) dy dx 
o Jo 1 da 
4 pl 0 p2 
3. | | x?ydxdy 4. f J a? + y?) dx dy 
2 J0 -2 J-1 
In3 In2 2 1 
5. f 1 e dydx 6. f f y sen x dy dx 
0 0 o Jo 
0 p5 6 p7 
Te J f dx dy 8. I f dydx 
—1d2 4 J-3 
1 1 x x 2 
9. | I ma dy dx 10. | | x cos xy dy dx 
o Jo @y +1) z/2 J1 


n2 pl ,ọ 4 p2 1 
11. Í f xye” * dy dx 12. | f — dy dx 
0 0 E $ 3 d &+y? 


13-16 Calcule as integrais duplas na região retangular R. E 


13. Jf aaas R={(x,y):—-1<x<1,—2<y<2} 
R 


14. J| =“: 
É vVx2+y2+1 


R=[((x,y7):0<x<1,0<y<]) 


15. MELEZ R=((x,7)):0<x<1l,2<y<3) 
R 


16. fo seny — ysenx) dA; 
R 


R=((x,)7):0<x<7m/2,0<y<7m/3) 


18. (a) Seja f(x, y) = x — 2y e considere uma subdivisão do 
retângulo R = [0, 2] x [0, 2] em 16 retângulos meno- 
res, como no Exercício 17. Tome (x, y;) como sendo 
o centro do k-ésimo retângulo e aproxime a integral du- 
pla de fem R pela soma de Riemann resultante. 

(b) Compare o resultado de (a) com o valor exato da integral. 


19-20 Cada integral iterada representa o volume de um sólido. 
Faça um esboço do sólido. Use Geometria para calcular o volu- 
me do sólido e, então, calcule a integral iterada. E 


5 p2 1 pl 
19. f f 4dx dy 20. f 1 (2 — x — y)dx dy 
o Jd o Jo 


21-22 Cada integral iterada representa o volume de um sólido. 
Faça um esboço do sólido. (Não é preciso calcular o volume.) EH 


3 p4 
21. f f V25- x? — y? dy dx 
o Jo 


2 2 
2. f J ° + y?) dx dy 
—2 J —2 


ENFOCANDO CONCEITOS 


17. (a) Seja f(x, y) = x? + y e, como mostrado na figura a se- 
guir, seja o retângulo R = [0, 2] x [0, 2] subdividido 
em 16 sub-retângulos. Escolha (xý, y;) como o centro 
do k-ésimo retângulo e aproxime a integral dupla de f 
em R pela soma de Riemann resultante. 

(b) Compare o resultado da parte (a) com o valor exato da 
integral. 


Figura Ex-17 


23-26 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


23. Na definição de integral dupla, 
n 
ff renia = im Y foi DAA 
f = 


o símbolo AA; representa uma região retangular dentro de R à 
qual pertence o ponto (xý, y;). 


24. Se R for o retângulo {(x, y): 1 <x<4,0<y<3}e 
lo f(x, y)dy = 2x, então 


} f(x, y) dA = 15 


R 


25. Se R for o retângulo {(x, y): 1 <x < 5,2 < y < 4}, então 


5 p4 

ff raaf [ fæ yaxa 
1 d2 

R 


26. Suponha que em alguma região R do plano xy tenhamos 


f f(x,y)dA=0 


R 


Se R for subdividida em duas regiões R, e R2, então 


JJ G [f fenda 


27. Neste exercício, suponha que f(x, y) = ghy) e 
R = {(x, y):a < x < b, c < y < d}. Mostre que 


Jf ra= [f soa] [f roa] 


R 


1008 Cálculo 


28. Use o resultado do Exercício 33 para calcular a integral 
n2 pl 
f / Ve +ltgxdxdy 
0 -1 


por inspeção. Explique seu raciocínio. 
29-32 Use uma integral dupla para calcular o volume. E 


29. O volume sob o plano z = 2x + y e acima do retângulo 
R= {(x,y):3<x<5,1<y<2}. 


30. O volume sob a superfície z = 3x? + 3x? y e acima do retângulo 
R= {(x,y): 1 <x<3,0<y<2}. 


31. O volume do sólido compreendido pela superfície z = x? e os 
planosx=0,x=2,y=3,y=0ez=0. 


32. O volume no primeiro octante limitado pelos planos coordena- 
dos, o plano y = 4 e o plano (x/3) + (2/5) = 1 


33. Calcule a integral escolhendo uma ordem de integração conve- 
niente: 


ff cosa cos? xx dA; R = [0, 1] x [0, 7] 
R 


34. (a) Faça um esboço do sólido no primeiro octante compreendido 
pelos planos x = 0, z = 0, x = 5, z — y = 0 e z = —2y + 6. 
(b) Calcule o volume sólido dividindo-o em duas partes. 


35-40 O valor médio de uma função contínua f(x, y) em um retân- 
gulo R = [a, b] x [c, d] é definido como 


1 


f ETT 
R 


onde A(R) = (b — a)(d — c) é a área do retângulo R (comparar 
com a Definição 5.8.1, do Volume 1). Use essa definição nestes 
exercícios. E 


35. Encontre o valor médio de f(x, y) = xy? no retângulo 
[0, 8] x [0, 6]. 


36. Encontre o valor médio de f(x, y) = x? + 7y no retângulo 
[0, 3] x [0, 6]. 


37. Calcule o valor médio de f(x, y) = y sen xy no retângulo 
[0, 1] x [0, 7/2]. 


38. Calcule o valor médio de f(x, y) = x(x? + y)! no intervalo 
[0, 1] x [0, 3]. 


39. Suponha que a temperatura, em graus Celsius, num ponto (x, y) 
de uma chapa metálica plana seja T (x, y) = 10 — 8x? — 2y2, 
onde x e y estão em metros. Calcule a temperatura média da 
porção retangular da chapa dada por0< x < 1le0<y<2. 


40. Mostre que se f(x, y) for constante no retângulo R = [a, b] x [c, d], 
digamos, f(x, y) = k, então fm = kem R. 


41-42 A maioria dos CAS possui comandos para a aproximação de 
integrais duplas numericamente. Leia a documentação correspon- 
dente e use um CAS para encontrar uma aproximação numérica da 
integral dupla nestes exercícios. W 


2 p1 
41. f {| sen yx? + y? dx dy 
o Jo 


1 1 
42. f f eD dx dy 
1 J 


43. Use um CAS para calcular as integrais iteradas 


l pl — a! 2: 
f | 22 dxdy e É f 22 dydx 
o do (X +y) o Jo & +y) 


Isso contradiz o Teorema 14.1.3? Explique. 


44. Use um CAS para mostrar que o volume V sob a superfície 
z = xy sen xy e acima do retângulo mostrado na figura a seguir 
éV=3/7. 


Figura Ex-44 


45. Texto Discuta como o cálculo de um volume usando uma 
integral dupla iterada corresponde ao método de calcular um 
volume por fatias (Seção 6.2, no Volume 1). 


46. Texto Discuta como a propriedade da integral dupla dada na 
Fórmula (12) generaliza a propriedade da integral simples no 
Teorema 5.5.5, no Volume 1. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.1 


n 5 
1. lim DO for yi) AA 2.2<x<41<y<5 3; f (56 — 12y + 2y?) dy 4. 16 
n> am 1 
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14.2 INTEGRAIS DUPLAS EM REGIÕES NÃO RETANGULARES 


Observe que os limites de integração 
na integral de fora em (1) e (2) são 
constantes. Isso é consistente com o 
fato de que o valor de cada integral 
iterada é um número que representa 
um volume líquido com sinal. 


Y = 820%) 


Região do tipo II 
(b) 
Figura 14.2.1 


Nesta seção, mostraremos como calcular integrais duplas em regiões que não são 
retangulares. 


E INTEGRAIS ITERADAS COM LIMITES DE INTEGRAÇÃO NÃO CONSTANTES 
Mais adiante nesta seção, veremos que as integrais duplas em regiões não retangulares podem 
ser calculadas como integrais iteradas dos seguintes tipos: 


b pga) b g2(x) 
| l f(x,y) dy dx =| p 16,94] dx (1) 
a Jgi(x) a g1(x) 
d phy) d ho(y) 
[fo suarar= [ | / ODE dy D 
c Jh() c hi) 


Começamos com um exemplo que ilustra como calcular tais integrais. 


> Exemplo 1 Calcule 


1 px m/3  pcosy 
(a) Í J y'xdy dx (b) | Í x sen y dx dy 
0 =% 0 0 


Solução (a) 


Solução (b) 


mx/3 pcosy x/3 cos y n/3 x? cos y 
I f xsenydxdy = Í p x sen y dx dy= f = seny] dy 
0 0 0 0 0 2 x=0 


x/3 1 ' 1 3 x/3 Fi 
= — dy = —— = — 4 
f [5 cos y sen >| y 6 cos | 48 


E INTEGRAIS DUPLAS EM REGIÕES NÃO RETANGULARES 

Regiões planas podem ser extremamente complexas, e a teoria das integrais duplas em re- 
giões muito gerais é um tópico para disciplinas avançadas de Matemática. Limitaremos nosso 
estudo das integrais duplas a dois tipos básicos de regiões, que chamaremos de tipo I e tipo II 
e definiremos como segue. 


14.2.1 DEFINIÇÃO 


(a) Uma região do tipo I é limitada à esquerda e à direita por retas verticais x = a e 
x = b e é limitada abaixo e acima por curvas contínuas y = g(x) e y = g(x), onde 
gix) < g(x) coma < x < b (Figura 14.2.1a). 


(b) Uma região do tipo II é limitada abaixo e acima por retas horizontais y = c e y = d e 
é limitada à direita e à esquerda por curvas contínuas x = A;(y) e x = M(y), que satis- 
fazem hi(y) < hay) com c < y < d (Figura 14.2.1b). 


1010 Cálculo 


O teorema seguinte permite-nos a calcular integrais duplas em regiões do tipo I e H 
usando integrais iteradas. 


14.2.2 TEOREMA 


(a) Se R for uma região do tipo Ina qual f(x, y) é contínua, então 


b pea) 
fra f “a anii 
a Jg 
R 


(b) Se R for uma região do tipo II na qual fx, y) é contínua, então 


d ph(y) 
n fayda = f J ET 
c hı (y) 


R 


> Exemplo 2 Cada uma das integrais iterada do Exemplo 1 é igual a uma integral dupla 
em uma região R. Em cada caso, identifique a regra R. 


Solução Pelo Teorema 14.2.2, a integral no Exemplo 1(a) é a integral dupla da função 
f(x, y) = y?x na região R do tipo I delimitada lateralmente pelas retas verticais x = 0 e 
x = 1 e acima e abaixo pelas curvas y = —x e y = x° (Figura 14.2.2). Também, a integral 
Figura 14.2.2 no Exemplo 1(b) é a integral dupla de f(x, y) = x sen y na região R do tipo II delimitada 
acima e abaixo pelas retas horizontais y = 0 e y = 7/3 e lateralmente pelas curvas x = 0 e 
x = cos y (Figura 14.2.3). 4 


-1 


Não vamos demonstrar o Teorema 14.2.2, mas no caso em que f(x, y) for não negativa 
na região R, ele é aceitável através de um raciocínio geométrico semelhante ao que foi dado 
para o Teorema 14.1.3. Como f(x, y) é não negativa, a integral dupla pode ser interpretada 
como o volume do sólido $ que é limitado acima pela superfície z = f(x, y) e abaixo pela re- 
gião R, de modo que é suficiente mostrar que a integral iterada representa esse volume. Con- 
sidere, por exemplo, a integral iterada (3). Dado um valor fixo de x, a função f(x, y) é uma 
função de y e, então, a integral 


vla 


x= cos y 


82 (x) 


E A(x) = f fœ, y)dy 
gi) 


yx 


Figura 14.2.3 


representa a área sob o gráfico dessa função de y entre os pontos y = gi(x) e y = g(x). Essa 
área, mostrada em azul escuro na Figura 14.2.4, é a área da seção transversal do sólido $S em 
x e, então, pelo método de fatiamento, o volume V do sólido S é 


b pax) 
V= J / f(x,y) dydx 
a Jgi(x) 


Figura 14.2.4 
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que mostra que a integral iterada (3) é igual à integral dupla. Analogamente, a integral iterada 
em (4) é igual a integral dupla correspondente. 


E DETERMINAÇÃO DOS LIMITES DE INTEGRAÇÃO PARA O CÁLCULO DE 
INTEGRAIS DUPLAS 

Para aplicar o Teorema 14.2.2, é conveniente começar com um esboço bidimensional da re- 

gião R. [Não é necessário fazer o gráfico de f(x, y).] Para uma região do tipo I, os limites de 

integração da Fórmula (3) podem ser obtidos com segue: 


Determinação dos Limites de Intergração: Região do Tipo I 


Passo 1 Como x é mantido fixo para a primeira integração, traçamos uma reta vertical 
através da região R em um ponto x arbitrário fixado (Figura 14.2.5). Essa reta 
cruza a fronteira de R duas vezes. O ponto inferior da interseção está na curva 
y = gi(x), e o ponto superior está na curva y = g2(x). Essas duas interseções de- 
terminam os limites de integração inferior e superior de y na Fórmula (3). 


A) 


Passo 2 Imagine que a reta traçada no Passo 1 se mova primeiro para a esquerda e depois 

para a direita (Figura 14.2.5). A posição extrema à esquerda na qual a reta inter- 
Figura 14.2.5 secta a região R é x = a, e a posição extrema à direita na qual a reta intersecta a 
região R é x = b. Obtemos, assim, os limites de integração de x na Fórmula (3). 


y= 


gH 


] 
! 
a 


> Exemplo 3 Calcule 


MEZ 


R 


na região R compreendida pelas curvas y = ix, y=vx,1x=2ex=4. 


Solução Consideramos R como uma região do tipo I. A região R e a vertical correspondente ao 
ponto x fixado são mostradas na Figura 14.2.6. A reta intersecta a região R na fronteira inferior 
y= tx e na fronteira superior y = «/x. Esses são os limites de integração de y. Mover a reta 
primeiro à esquerda e depois à direita produz os limites de integração x = 2 e x = 4 de x. Assim, 


4 px 4 xy? vx 4/2 3 
i 2. da = [ f xyd dx= [ ES a= f (5-5) a 
Figura 14.2.6 ff Es y E 2 = : 7 8 
3 


R 
x xt (64 256 8 16) 1 
Y x=hy(9) x= h) “16 Bl \6 32 6 32) 6 


Se R for uma região do tipo II, os limites de integração da Fórmula (4) podem ser obti- 
dos como segue: 


Determinação dos Limites de Integração: Região do Tipo II 


va 


Passo 1 Como y é mantido fixo para a primeira integração, traçamos uma reta horizontal 
através da região R pelo ponto fixo y (Figura 14.2.7). Essa reta corta a fronteira 
de R duas vezes. O ponto de interseção mais à esquerda está na curva x = Ay(y), 
e o ponto mais à direita está na curva x = h»(y). Essas interseções determinam os 
limites de integração de x na Fórmula (4). 


Passo 2 Imagine que a reta traçada no Passo 1 se mova primeiro para baixo e depois para 
cima (Figura 14.2.7). A posição mais baixa na qual a reta intersecta a região R é 
y =c, e a posição mais alta na qual a reta intersecta a região R é y = d. Obtemos, 
assim, os limites de integração de y na Fórmula (4). 


va 


Figura 14.2.7 
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Figura 14.2.8 


Para integrar em uma região do tipo 
II, os limites esquerdo e direito devem 
ser expressos sob a forma x = hı(y) 
ex = h(y). Por isso, reescrevemos 
as equações dos limites 


j=e-srlo o y= l 
como 
x=1-y e x=y-1 


no Exemplo 4. 


va 


Figura 14.2.9 


> Exemplo 4 Calcule 


/ (2x — y’) dA 
R 
na região triangular R compreendida pelas retas y = — x + 1, y=x+ley=3. 


Solução Consideramos R como uma região do tipo II. A região R e a reta horizontal cor- 
respondente ao ponto fixado y são mostradas na Figura 14.2.8. A reta intersecta a região R 
na fronteira à esquerda x = 1 — y e na fronteira à direita x = y — 1. Esses são os limites de 
integração de x. Movendo a reta primeiramente para baixo e depois para cima, produzimos os 
limites y = 1 e y = 3 de y. Assim, 


3 y-1 3 = 
[fex-spas=[ f or-asay= / p- yap, dy 
=y 


R 


3 
=f (= 2y +2 y- 2y +y dy 
| 


3 2 3 473 68 
= | eż -2d =| Z-Z] =-F 4 
i 3 2 


No Exemplo 4, poderíamos ter tratado R como uma região do tipo I, porém com uma 
complicação adicional: considerada como uma região do tipo I, a fronteira superior de R é a 
reta y = 3 (Figura 14.2.9), e a fronteira inferior consiste em duas partes, a reta y = —x + 1 à 
esquerda e a reta y = x + 1 à direita do eixo y. Para fazer a integração, é necessário decompor 
a região R em duas partes, R, e R5, como mostrado na Figura 14.2.9, e escrever 


Jf o- a = ffo -aAa + [| Ox- aA 
R Ri R2 
0 3 2 3 
= À Qx- adydx+ | J (2x — y’) dydx 
—2 J —x+1 0 x+1 


Isto fornecerá o mesmo resultado que foi obtido no Exemplo 4. (Verifique.) 


> Exemplo 5 Use uma integral dupla para calcular o volume do tetraedro limitado pelos 
planos coordenados e o plano z = 4 — 4x — 2y. 


Solução O tetraedro em questão é limitado acima pelo plano 
z=4-— 4x— 2y (5) 


e abaixo pela região triangular R mostrada na Figura 14.2.10. Assim, o volume é dado por 


v= [fa-a anda 
R 


A região R é limitada pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta y = 2 — 2x [faça z = 0 em (5)], então, 
considerando R como uma região do tipo I, temos 


1 p2-2x 
v= [fua-a nas = [ f (4 — 4x — 2y) dy dx 
o Jo 
R 


1 1 
z. [4y -ty 3] 00, dx= [ 4- 8x +4 dx= « 
0 0 


wi A 


Figura 14.2.11 


0 


Figura 14.2.12 
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Figura 14.2.10 


> Exemplo 6 Calcule o volume do sólido limitado pelo cilindro x? + y? = 4 e os planos 
y+z=4ez=0. 


Solução O sólido mostrado na Figura 14.2.11 é limitado acima pelo plano z = 4 — y e abai- 
xo pela região R contida no círculo x? + y? = 4. O volume é dado por 


v= ffa-yaa 
R 


Considerando R como uma região do tipo I, obtemos 


2 pN4-x2 2 1 /4—x2 
v=[ J (4 - y)dydr = | [0-5] dx 
2.) -2 27 sao 


2 
= | 8V4=52dx = 8(2m) = 16r [Vern sa V] < 
—2 


E INVERSÃO DA ORDEM DE INTEGRAÇÃO 
Às vezes, o cálculo de uma integral iterada pode ser simplificado invertendo-se a ordem de 
integração. O próximo exemplo ilustra como isso é feito. 


> Exemplo 7 Como não há antiderivada elementar de e”, a integral 


Do, 
Í | e dxdy 
0 Jy/2 


não pode ser calculada integrando primeiro em relação a x. Calcule essa integral expressando- 
-a como uma integral iterada equivalente com ordem de integração invertida. 


Solução Na integração interna, y é fixado e x varia entre as retas x = y/2 e x = 1 (Figura 
14.2.12). Na integração externa, y varia de O a 2, de modo que a integral iterada dada é igual 
à integral dupla na região triangular R da Figura 14.2.12. 

Para inverter a ordem de integração, consideramos R como uma região do tipo I, o que 
nos permite escrever a integral dada como 


2 pil 1 p2x 1 
f / e” dx dy= [[ e” dA = f e” dy dx af [ey], dx 
o Jy2 : o Jo 0 e 
1 


1 
al axe? dx = e =e-—l «4 
0 0 
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Cilindro com base R e altura 1 


Figura 14.2.13 


A Fórmula (7) pode gerar confusão 
porque iguala uma área e um volume; 
a fórmula pretende equacionar so- 
mente os valores numéricos da área 
e do volume, e não as unidades de 
medida, que, naturalmente, devem 
ser diferentes. 


E ÁREA CALCULADA COMO UMA INTEGRAL DUPLA 
Apesar de as integrais duplas terem surgido no contexto do cálculo de volumes, elas também 
podem ser usadas para calcular áreas. Para ver isso, lembre-se de que um cilindro reto é um 
sólido gerado quando uma região do plano é transladada ao longo de uma reta perpendicular à 
região. Na Fórmula (2) da Seção 6.2, no Volume 1, afirmamos que o volume V de um cilindro 
reto com área da seção transversal A e altura h é 

V=A-h (6) 


Agora, suponha que estejamos interessados em calcular a área de uma região R do plano xy. 
Se transladarmos a região R uma unidade para cima, o sólido resultante será um cilindro reto 
que tem área da seção transversal 4, base R e o plano z = 1 como topo (Figura 14.2.13). Des- 


se modo, segue de (6) que 
ff 1 dA = (área de R)-1 
R 
o que pode ser reescrito como 
seade R= |f 1da = ff da (7) 
R 


R 


> Exemplo 8 Use uma integral dupla para calcular a área da região R compreendida pela 


parábola y = 4x? e a reta y = 2x. 


Solução A região R pode ser considerada igualmente como do tipo I (Figura 14.2.14a) ou 
do tipo II (Figura 14.2.14b). Considerando R como do tipo I, obtemos 


4 px 4 
área de R= |f da = f 1 dydx= [ DP 212 dX 
0 Je 0 = 
R 4 
4 1 3 16 
= 2x- 2x | dx=| 2 ->| => 
j 2 6h 3 


Considerando R como do tipo II, obtemos 


8 pv 8 
área de R= ff a= f J dxdy= | piar dy 
o Jy/2 0 mé 
$ 8 
8 1 24/2 y? 16 
= 2y — dy = 3/2 _ = 
/ (+ p) R a Cala 


AY Ay 
(4,8) (4,8) 


yx 
y= 


Figura 14.2.14 (a) (b) 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.2 (Ver página 1018 para respostas.) 


1. 


EXERCÍCIOS 14.2 [Recurso Gráfico [E 


Preencha as lacunas com o integrando e os extremos de inte- 
gração que faltam. 


5 py/2 o 
(a) J f Sx?yaxdy = [ n 
1 J2 o 
5 px/2 o 
(b) J | s?yaydx = [ = 
1 J2 m 


Seja R a região triangular de vértices (0, 0), (3, 0) e (0, 4) do 
plano xy. Preencha as lacunas das integrais. 
(a) Tratando R como uma região do tipo I, 


m) m] 
1 fada = [ f Tapa 
(mi o 


R 


dy 


dx 


CAS 


3: 


(b) Tratando R como uma região do tipo II, 


J sana- f fe) 


R 


Seja R a região triangular de vértices (0, 0), (3, 3) e (0, 4) do 
plano xy. Expressa como uma integral iterada dupla, a área de 
RéA(R)= 


A reta y = 2 — x e a parábola y = x° intersectam nos pontos 
(—2,4) e (1, 1). Se R denotar a região englobada por y = 2 — x 


e y = x°, então 


1 d+2y)da=— 


R 


1-8 Calcule as integrais iteradas. E 


1. 


3. 


5. 


7. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


9. Seja R a região dada na figura a seguir. Preencha as lacunas 


10. 


1 x 3/2 p3-y 
{ f xy? dy dx 2. f J ydx dy 
0 Jx 1 y 


3 pa/9—y? 1 x [x 
I f ydxdy 4. f 1 — dy dx 
o Jo 1/4Jx2 V Y 
VIn px? y 1 x? 
I Í sen — dy dx 6. f (x? — y)dy dx 
vT 0 x =I Jx? 
1 x 2 y z 
Í f yy x? — y? dydx 8. | 1 e” dxdy 
o Jo 1 Jo 


com os extremos de integração que faltam. 


(m| o 
(a) fra = [ 1 T 
A o o 
m] o 
0) ff rosas = [ 1 Fte sidid) 
R 


Seja R a região dada na figura a seguir. Preencha as lacunas 
com os extremos de integração que faltam. 


m] o 
(a) ff rosas = [ A ngpi 
S o o 
(b) ff rana f | Teid 
R 


AY Ay 


Va 


11. 


12. 


Seja R a região dada na figura a seguir. Preencha as lacunas 
com os extremos de integração que faltam. 


2 o 
(a) ff rova -[ | Jepi 
A 1 o 
4 o 
+[ | f(x, y) dy dx 
2 O 


5 po 
+f 1 f(x,y) dy dx 
4 Jo 


D o 
6) fra = [ f feiw 
ml B 
R 


Seja R a região dada na figura a seguir. Preencha as lacunas 
com os extremos de integração que faltam. 


a o 
(a) fra = [ f Tepi 
R o D 
m) o 
(6) fra = [ f Fani 
o o 
R 


Ay Ay 
1 


(1,3) (5,3) 


yx 


QN (AD x 
> 


-1 


Figura Ex-11 Figura Ex-12 


Figura Ex-9 Figura Ex-10 


13. 


Calcule J Í xy dA, onde R é a região no 
R 


(a) Exercício 9 (b) Exercício 11 
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14. Calcule If (x + y) dA, onde R é a região no 
R 


(a) Exercício 10 (b) Exercício 12 


15-18 Calcule as integrais duplas de duas maneiras usando inte- 
grais iteradas: (a) tratando R como uma região do tipo I e (b) tratan- 
do R como uma região do tipo II. E 


15. I x? dA; R é a região delimitada por y = 16/x, y= xe x= 8. 
R 


16. ff xy? dA; R é a região compreendida por y = 1,y=2,x=0 
R 
ey=x. 
17. fes — 2y) dA; R é a região compreendida pelo círculo 
R 
X¥+y =l. 
18. / f y dA; R é a região do primeiro quadrante compreendida 
R 
pelo círculo x? + y? = 25 e a reta x + y = 5. 
19-24 Calcule as integrais duplas. E 
19. hi! x(1 + yy dA; R é a região do primeiro quadrante 
R 
compreendida por y = x°, y= 4e x = 0. 
20. | f x cos y dA; R é a região triangular delimitada pelas retas 
R 
y=xy=0ex=7. 
21. ff xy dA; R é a região compreendida por y = x,y = 6 — x 
R 


ey=0. 


22. ff x dA; R é a região compreendida por y = arc sen x, 
R 
x=1//2ey=0. 

23. | I (x — 1) dA; R é a região do primeiro quadrante compreen- 
R 
dida por y = x e y = xX. 

24. / I x? dA; R é a região do primeiro quadrante compreendida 
R 
porxy=1,y=xey=2x. 

25. Calcule | | sen (y°) dA, onde R é a região limitada por y = x, 

R 


y = 2 e x = Q. [Sugestão: Escolha a ordem de integração com 
cuidado.] 


26. Calcule 3 x dA, onde R é a região limitada por x = In y, 
R 


x=0ey=e. 


27. (a) Trace à mão livre, ou com a ajuda de um recurso gráfi- 
co, um esboço da região R compreendida pelas curvas 
y=x+2ey= æ. 

(b) Obtenha uma estimativa das interseções das curvas em (a). 
(c) Tratando R como uma região do tipo I, dê uma estimativa 


de ff xaa. 
R 


(d) Tratando R como uma região do tipo II, dê uma estimativa 
de f f x dA. 
R 


28. (a) Trace à mão livre, ou com a ajuda de um recurso gráfi- 
co, um esboço da região R compreendida pelas curvas 
y=40 — xt ey =3 — 4x + 47. 

(b) Encontre as interseções das curvas da parte (a). 


(c) Calcule Jf ra 
R 


29-32 Use integração dupla para calcular a área da região plana 
compreendida pelas curvas dadas. E 


29. y= sen xe y = cos x, para O < x < 7/4 
30. y= —x e 3y- x=4. 

31. y =9-—x e y =9 -— 9x. 

32. y= coshx, y = senh x, x = 0e x= 1. 


33-36 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. 


1 2x 2x 1 
33. [| for dy da = Í f fædd 
0 Jx? x2 0 


34. Se uma região R for delimitada abaixo por y = gi(x) e acima 
por y = g(x) coma < x < b, então 


b pgx) 

ff reva- EM fepard 
a Jg(x 

R 


35. Se R for a região do plano xy delimitada por y = xX e y = 1, 


então 
1 1 
ff tomas =2 [ f, fæ ydyax 
R X 


36. A área de uma região R do plano xy é dada por I f xy dA. 
R 


37-38 Use integração dupla para calcular o volume do sólido. E 


37. z 38. 


3x + 2y + 4z = 12 


o 


39-44 Use integração dupla para calcular o volume do sólido. E 


39. O sólido limitado pelo cilindro x? + y? = 9 e os planos z = 0 e 
Z=3= 


40. O sólido no primeiro octante limitado acima pelo paraboloide 
z = xX? + 3y?, abaixo pelo plano z = 0 e lateralmente por y = x? 
ey=x. 


41. O sólido limitado acima pelo paraboloide z = 9x? + y°, abaixo 
pelo plano z = 0 e lateralmente pelos planos x = 0, y = 0, x = 3 
ey=2. 


42. O sólido compreendido por y? = x,z=0ex+z=1 


43. A cunha seccionada do cilindro 4x? + y? = 9 pelos planos 
z=0ez=y+3. 


44. O sólido no primeiro octante limitado acima por z = 9 — x°, 


abaixo por z = 0 e lateralmente por y? = 3x. 


45-46 Use uma integral dupla e um CAS para calcular o volume 
do sólido. E 


45. O sólido limitado acima pelo paraboloide z = 1 — x? — y? e 
abaixo pelo plano xy. 


46. O sólido no primeiro octante limitado pelo paraboloide 
z =x + y^, pelo cilindro x? + y? = 4 e pelos planos coordenados. 


47-52 Expresse a integral como uma integral equivalente com a or- 
dem de integração invertida. EH 


2 px 4 p8 
47. f f f(x, y)dydx 48. f f(x, y)dx dy 
o Jo o J2y 


2 e e Inx 
49. f f f(x, y)dxdy 50. I Í f(x, y)dydx 
o Ji 1 Jo 


1 a2 1 A) 
51. | f f(x, y)dxdy 52. f f f(x, y)dx dy 
0 Jarcseny 0 Jy 


53-56 Calcule a integral invertendo antes a ordem de integração. E 


1 4 2 1 
53. f f e” dydx 54. f f cos(x?) dx dy 
0 J4x 0 Jy/2 
4 2 z 3 lnx 
55. Í f e! dxdy 56. f f xdydx 
0 JF 1 Jo 


[e] 57. Tente calcular a integral com um CAS usando a ordem de inte- 


gração indicada e, depois, invertendo a ordem de integração. 


4 p2 
(a) | f sen ny? dy dx 
0 Jyx 


1 x/2 
(b) l I sec? (cos x) dx dy 
O Jarcseny 


58. Use a fórmula de Wallis apropriada (ao final do livro) para cal- 
cular o volume do sólido compreendido entre o paraboloide 
circular z = x + y?, o cilindro circular reto x? + y? = 4 e o 
plano xy (veja o corte na figura a seguir). 
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59. Calcule Í I xy? dA na região R mostrada na figura a seguir. 


R 


x Bs g 2 a | 2 


Figura Ex-58 Figura Ex-59 


60. Dê um argumento geométrico para mostrar que 


1 /1-y2 x 
| f y1-— x? -— y? dxdy = — 
o Jo 


6 


61-62 O valor médio de uma função contínua f(x, y) em uma região 
R do plano xy é definido como 


1 


fm = 4) 


f rovas 
R 


onde A(R) é a área da região R (comparar com a definição ante- 
rior ao Exercício 35 da Seção 14.1). Use essa definição nestes 
exercícios. E 


61. Calcule o valor médio de 1/(1 + x°) na região triangular de 
vértices (0, 0), (1, 1) e (0, 1). 


62. Calcule o valor médio de f(x, y) = x? — xy na região compreen- 
dida por y = x e y = 3x — x2, 


63. Suponha que a temperatura em graus Celsius em um ponto 
(x, y) de uma lâmina de metal plana seja T(x, y) = 5xy + x°, 
onde x e y estão dados em metros. Encontre a temperatura mé- 
dia da porção da lâmina em forma de diamante determinada 
por |2x + y| < 4e |2x — y| < 4. 


64. Uma lente circular de raio de 2 polegadas tem uma espessura 
de 1 — (12/4) polegadas em todos pontos a r polegadas do cen- 
tro da lente. Encontre a espessura média da lente. 


[0]65. Use um CAS para a aproximar as interseções das curvas 


y = sen x e y = x/2 e depois aproxime o volume do sólido no 
primeiro octante que está abaixo da superfície z = y1 +x + y 
e acima da região do plano xy que é compreendido pelas curvas. 


66. Texto Descreva os passos que você daria para encontrar os 
limites de integração que expressam uma integral dupla numa 
região não retangular como uma integral dupla iterada. Ilustre 
sua discussão com um exemplo. 


67. Texto Descreva os passos que você daria para inverter a or- 
dem de integração de uma integral dupla iterada. Ilustre sua 
discussão com um exemplo. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.2 


5/1 5/3 3 p—łx+4 4 p-iyt3 
1. (o f (59-19) dy œ f (q 120º) dx R w f f f(x,y) dy dx œ f f f(x, y)dxdy 
1 1 0 0 0 0 


3 —}x+4 1 2—x 
3. f f dydx 4. fl l (1 +2y)dydx = 18,9 
0 Jx —2 Jx? 


14.3 INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLARES 


A) 


Figura 14.3.1 


Uma visão geral de coordenadas po- 
lares pode ser encontrada na Seção 
10.2 


Nesta seção, estudaremos integrais duplas nas quais o integrando e a região de integração 
são expressos em coordenadas polares. Tais integrais são importantes por duas razões: 
primeiro, elas surgem naturalmente em muitas aplicações e, segundo, muitas integrais duplas 
em coordenadas retangulares podem ser calculadas mais facilmente se convertidas para 
coordenadas polares. 


E REGIÕES POLARES SIMPLES 

Algumas integrais duplas são mais fáceis de calcular se a região de integração for expressa 
em coordenadas polares. Isso é geralmente verdadeiro se a região for limitada por uma car- 
dioide, uma rosácea, uma espiral ou, mais geralmente, por qualquer curva cuja equação seja 
mais simples em coordenadas polares do que em coordenadas retangulares. Por exemplo, o 
quarto de disco na Figura 14.3.1 é descrito por 


0O<y<xv4-x?, 0<x<2 


em coordenadas retangulares, mas em coordenadas polares essa região é dada mais simples- 
mente por 


0<r<2 0<0<7/2 


Além disso, as integrais duplas cujos integrandos envolvem x? + y? também tendem a ser 
mais fáceis de calcular em coordenadas polares, pois essa soma é igual a 7? quando são apli- 
cadas as fórmulas de conversão x = r cos 0 e y = r sen 0. 

A Figura 14.3.2a mostra uma região R em um sistema de coordenadas polares que é 
delimitada por dois raios, 0 = œ e 6 = £ e duas curvas polares r = rı(0) e r = r»(6). Se, como 
mostrado na figura, as funções rı(8) e r2(0) forem contínuas e seus gráficos não se intersecta- 
rem, então a região R é chamada região polar simples. Se ri(6) for identicamente nula, então 
a fronteira r = ri(0) reduz-se a um ponto (a origem) e a região assume a forma geral mostrada 


r=r5(0) 


B=a+27 


(a) (b) 


Regiões polares simples 


Figura 14.3.2 


OBSERVAÇÃO 


Figura 14.3.3 


Figura 14.3.4 


Capítulo 14 / Integrais múltiplas 1019 


na Figura 14.3.2b. Se, além disso, 8 = a + 27, então os raios coincidem e a região assume a 
forma mostrada na Figura 14.3.2c. A seguinte definição expressa algebricamente essas ideias 
geométricas. 


14.3.1 DEFINIÇÃO Uma região polar simples em um sistema de coordenadas polares 
é uma região delimitada por dois raios, 0 = œ e 0 = 8, e duas curvas polares contínuas, 
r = ri(0) e r = r>(6), onde as equações dos raios e das curvas polares satisfazem as seguin- 


tes condições: 


asf Gi) B-a<2m Gii) 0 < n(0) < r8) 


As condições (i) e (ii), em conjunto, implicam que o raio O = £ pode ser obtido pela rotação em sentido anti- 
-horário do raio 0 = œ em um ângulo que é, no máximo, de 27 radianos. Isso é consistente com a Figura 14.3.2. 
A condição (iii) implica que as curvas de fronteira r = rı(0) e r = r»(0) podem se tocar, mas não podem cruzar 
uma sobre a outra (por quê?). Assim, de acordo com a Figura 14.3.2, é apropriado descrever r = r;(0) como a 
fronteira interna da região e r = r»(6) como a fronteira externa. 


Um retângulo polar é uma região polar simples em que as curvas polares que a delimi- 
tam são arcos circulares. Por exemplo, a Figura 14.3.3 mostra o retângulo polar R dado por 


T T 


l5<r<2, sla- 
4 


E INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLARES 
A seguir, consideraremos a versão polar do Problema 14.1.1. 


14.3.2 O PROBLEMA DO VOLUME EM COORDENADAS POLARES Dada uma função 
f(r, 0), contínua e não negativa em uma região polar simples R, calcule o volume do só- 


lido delimitado pela região R e a superfície cuja equação, em coordenadas cilíndricas, é 
z = f (r, 0) (Figura 14.3.4). 


Para motivar uma fórmula para o volume V do sólido da Figura 14.3.4, usaremos um processo 
de limite semelhante ao usado para obter a Fórmula (2) da Seção 14.1, exceto que aqui vamos 
usar arcos de círculo e raios para subdividir a região R em retângulos polares. Como mostrado 
na Figura 14.3.5, excluiremos das considerações todos os retângulos polares que tenham pontos 
fora de R, deixando somente os retângulos polares que são subconjuntos de R. Suponha que haja 
n desses retângulos polares e denote a área do k-ésimo retângulo polar por AA,. Seja (rý, O; 
qualquer ponto desse retângulo polar. Como mostrado na Figura 14.3.6, o produto f (rý, 0%) AAķ 
é o volume de um sólido com área da base AA, e altura f (rž, 0;), portanto a soma 


n 
> fer opa 
k=1 
pode ser vista como uma aproximação do volume V do sólido inteiro. 
Agora, se aumentarmos o número de subdivisões de tal maneira que as dimensões dos 
retângulos polares tendam para zero, parece plausível que os erros das aproximações tendam 
para zero e que o volume exato do sólido seja 


v= A, Du 0 AA (1) 
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As integrais duplas polares também 
são chamadas de integrais duplas 
em coordenadas polares para dis- 
tingui-las das integrais duplas em re- 
giões no plano xy, que são chamadas 
de integrais duplas em coordenadas 
retangulares. As integrais duplas em 
coordenadas polares têm as proprie- 
dades usuais das integrais, como as 
enunciadas pelas Fórmulas (9), (10) e 
(11) da Seção 14.1. 


Figura 14.3.7 


N 


z=f(r,0) 


Altura 


4 Área AA, Volume firk 08) 
F(rÊ o% )AAĘ 
y y 
y ) 
=e 
0=B 
Area AA, 
À (rã oč) 


Figura 14.3.5 Figura 14.3.6 


Se f(r, 0) for contínua em R e tiver tanto valores positivos como negativos, então o limite 


lim $` fi, 0DAA (2) 
R=1 


n> + 


representa o volume líquido com sinal entre a região R e a superfície z = f(r, 0) (como no 
caso das integrais duplas em coordenadas retangulares). As somas em (2) são chamadas de 
somas de Riemann polares, e o limite das somas de Riemann polares é denotado por 


| / f(r, 0)dA = a Fri, 0%) AA (3) 
k E 


que é denominada integral dupla polar de f(r, 0) em R. Se f(r, 0) for contínua e não negativa 
em R, então o volume da Fórmula (1) pode ser expresso como 


V= n F(r,0) dA (4) 
R 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS DUPLAS POLARES 
Nas Seções 14.1 e 14.2, calculamos integrais duplas em coordenadas retangulares expres- 
sando-as como integrais iteradas. As integrais duplas polares são calculadas da mesma 
maneira. Para motivar a fórmula que exprime a integral dupla polar como uma integral 
iterada, vamos supor que f(r, 0) seja não negativa, de modo que possamos interpretar (3) 
como um volume. Entretanto, os resultados que iremos obter também são aplicáveis se 
f tomar valores negativos. Para iniciar, vamos escolher o ponto arbitrário (rž, 0) de (3) 
como sendo o “centro” do k-ésimo retângulo polar, como mostra a Figura 14.3.7. Supo- 
nhamos, também, que esse retângulo polar tenha um ângulo central A0; e uma “espessura 
radial” Ary. Assim, O raio interno desse retângulo polar é rj — 3 Ark e o raio externo é 
rý + Arg. Interpretando a área AA, desse retângulo polar como a diferença de área entre 
dois setores, obtemos 

AA; = 1 (ri + LAr) A0; — 4 (rž — LAr) A0; 
que simplifica para 


AAgk = rý Ar Abk (5) 


Figura 14.3.8 


Observe o fator adicional de r que 
aparece no integrando quando escre- 
vemos uma integral dupla polar como 
uma integral iterada em coordenadas 
polares. 
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Assim, de (3) e (4) 
v= | J fr, 0)dA = ED Fri, ODrE Ark AO 
E = 


o que sugere que o volume V possa ser expresso como a integral iterada 


B prato) 
v= || rosas = f f f(r,0)rdr do (6) 
a Jri@) 
R 


em que os limites de integração são escolhidos para cobrir a região R; isto é, com O fixado 
entre «œ e p, o valor de r varia de r;(0) a r»(0) (Figura 14.3.8). 

Apesar de termos suposto f(r, 0) como não negativa na dedução da Fórmula (6), pode- 
-se provar que a relação entre a integral dupla polar e a integral iterada nesta fórmula também 
é verificada se f tomar valores negativos. Aceitando-se isso, obtemos o seguinte teorema, que 
enunciamos sem prova formal. 


14.3.3 TEOREMA Se R for uma região polar simples cujos limites são os raios O = 
æ e 0 = P e as curvas r = rı(0) e r = r(0) mostrados na Figura 14.3.8 e se f(r, 0) for 
contínua em R, então 


P pr(o) 
ff f(r, 0) dA = | J f(r, 0)r dr do (7) 
æ Jri(@) 


R 


Para aplicar esse teorema, precisamos saber como encontrar os raios e as curvas que 
formam a fronteira da região R, uma vez que eles definem os limites de integração da integral 
iterada. Isso é feito da seguinte maneira: 


Determinação dos Limites de Integração de uma Integral Dupla Polar: Região Polar 
Simples 


Passo 1 Como 0 é mantido fixo na primeira integração, trace uma reta radial, com ponto 
inicial na origem, através da região R e ângulo fixo O (Figura 14.3.9a). Essa reta 
cruza a fronteira de R, no máximo, duas vezes. O ponto de interseção mais interno 
está na fronteira interna r = rı(0) e o ponto mais externo está na fronteira externa 
r = r5(0). Essas interseções determinam os limites de integração de r em (7). 


Passo 2 Imagine girar o eixo x positivo uma revolução inteira no sentido anti-horário em 
torno da origem. O menor ângulo em que esse raio intersecta a região R é 0 = q e o 
maior ângulo é 6 = £ (Figura 14.3.9h). Isso determina os limites de integração de 0. 


Figura 14.3.9 (b) 
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> Exemplo 1 Calcule 


If sen dA 


R 


onde R é a região no primeiro quadrante fora do círculo r = 2 e dentro da cardioide 
r= 21 + cos 6). 


r=2(1 +cos 0) Solução A região R está esboçada na Figura 14.3.10. Seguindo os dois passos descritos 
acima, obtemos 


r=2 p 7/2 p2(1+cos8) 
a sen dA = Í l (sen 0)r dr d0 
0 2 
R 


x/2 1 2(1+cos 8) 
= | [5º sen J do 
0 2 r=2 


x/2 
= 2f [(1 + cos 0)? sen0 — sen 0] do 
0 


Figura 14.3.10 


1 x/2, 
=2 [4a + cos 6) + cose | 


e a 


> Exemplo 2 A esfera de raio a com centro na origem é expressa em coordenadas re- 
tangulares como x? + y? + z? = à? e, portanto, sua equação em coordenadas cilíndricas é 
r? + 2 = a”. Use essa equação e uma integral dupla polar para calcular o volume da esfera. 


0 


Solução Em coordenadas cilíndricas, o hemisfério superior é dado pela equação 


z=vVa@ -r2 


de modo que o volume de toda a esfera é 


v=] a? — r? dA 
Ay 
R 


r=a 4 onde R é a região circular mostrada na Figura 14.3.11. Assim, 


2m pa 
x v=2 |f væra = f / va? — r2(2r) dr do 
0 0 
R 


27 2 a 2x 2 
= | (a? Ae do = | “aê do 
0 3 r=0 o 3 

4 


Figura 14.3.11 


E CÁLCULO DE ÁREAS USANDO INTEGRAIS DUPLAS POLARES 
Lembre-se que, pela Fórmula (7) da Seção 14.2, a área de uma região R do plano xy pode ser 


expressa como 
áreadeR = |f 1d = ff da (8) 
R R 


Figura 14.3.12 


A) 


-1 


Figura 14.3.13 


y= 


OBSERVAÇÃO 
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O raciocínio feito para deduzir esse resultado também pode ser usado para mostrar que a fór- 
mula aplica-se às integrais duplas polares em regiões dadas em coordenadas polares. 


> Exemplo 3 Use uma integral dupla polar para calcular a área compreendida pela rosácea 
de três pétalas r = sen 30. 


Solução A rosácea está esboçada na Figura 14.3.12. Usaremos a Fórmula (8) para calcular 
a área da pétala R no primeiro quadrante e multiplicaremos por três. 


x/3 psen30 
a=3 ff a=3f A r dr dô 
0 0 


R 
n/3 3 m/3 
J sen? 30 do = 7 | (1 — cos 60) d0 
0 4 Jo 


SNS) 


3 sen ep 1 
= 0 m a 


6 lo 4 


E CONVERSÃO DE INTEGRAIS DUPLAS DE COORDENADAS RETANGULARES 
PARA POLARES 

Às vezes, uma integral dupla difícil de calcular em coordenadas retangulares pode ser calcu- 

lada mais facilmente em coordenadas polares, fazendo a substituição x = r cos 0, y = r sen 6 

e expressando a região de integração em forma polar; isto é, reescrevendo a integral dupla em 

coordenadas retangulares como 


If f(x, y)dA = I f(r cos, r senĝ)dA = J f(rcos6,rsen6)rdrdo (9) 
R 


R limites 


apropriados 


E. Loqvi-? 
> Exemplo 4 Use coordenadas polares para calcular f Í (x? + 2992 dy dx. 
-1 Jo 


Solução Neste problema, começamos com uma integral iterada em coordenadas retangu- 
lares em vez de uma integral dupla; portanto, antes que possamos fazer a conversão para co- 
ordenadas polares temos que identificar a região de integração. Para isso, observamos que, 
com x fixo, os limites de integração de y são y = 0 e y = y 1 — x?, o que nos diz que o limite 
inferior da região está no eixo dos x e o limite superior é um semicírculo de raio 1 com centro 
na origem. Pela integração em x, vemos que x varia de —1 a 1 e concluímos, então, que a re- 
gião de integração é como mostra a Figura 14.3.13. Em coordenadas polares, essa é a região 
varrida quando r varia entre O e 1 e O varia entre 0 e 7. Assim, 


Loqvl-x? 
l f (2 +32 dy dx = ff +y’ dA 
—1 J0 
R 


x 1 x] 
- [ | raras = f die MA 
o Jo 0 5 5 


A conversão para coordenadas polares funcionou bem nesse exemplo porque a substituição x = r cos 6, 
y = r sen 0 reduziu a soma x° + y? a um único termo 7°, simplificando, pois, o integrando. Sempre que encon- 
trarmos uma expressão envolvendo x? + y? no integrando, devemos considerar a possibilidade de converter 
para coordenadas polares. 
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& EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.3 (Ver página 1025 para respostas.) 


1. A região polar dento do círculo r = 2 sen 6 e fora do círculo 
r = 1 é uma região polar simples dada pelas desigualdades 


<r< e << 


2. Seja R a região do primeiro quadrante delimitada pelos círcu- 
los x? + y? = 9 e x? + y? = 100. Preencha as lacunas com os 
extremos de integração que faltam. 


| o 
ÍI fír. O) dA = [ Í fir.8)r dr do 
; o Jo 


EXERCÍCIOS 14.3 


3. Seja V o volume do sólido limitado acima pelo hemisfério 
2 = = r° e abaixo pelo disco compreendido pelo círculo 
r = sen 0. Expressado como uma integral dupla em coordena- 
das polares, V = 


4. Expresse a integral iterada como uma integral dupla em coor- 
denadas polares. 


1 x 
| 
id í ( = z) ddz = — 
vê Sicat NS y 


1-6 Calcule a integral iterada. E 


a/2 sen ð n 1+00s8 
f Í rcosôêdrdð 2. i Í rdr dð 
0 0 o 0 
x/2 a sent L 
3. f i rº dr dð 
0 (o 
n/6 cos 34 
4. li Í rdr do 
o 0 
a I-sen 0 
5. f [ r° cost dr dë 
0 0 


a/2 cos & 
6. Í Í rdr d0 
0 (o 


7-10 Use uma integral dupla em coordenadas polares para calcular 
a área da região descrita. E 


pa 


7. A região compreendida pela cardioide r = 1 — cos 8. 
8. A região compreendida pela rosácea r = sen 26. 


9. A região do primeiro quadrante limitada por r = 1 er = sen 26, 
com 7/4 <0 < x/2 


10. A região no interior do círculo x? + y? = 4 e à direita da reta 
=l 


ENFOCANDO CONCEITOS 


11-12 Seja R a região descrita. Esboce a região R e preencha as 
lacunas com os extremos de integração que faltam. 


o po 
f Hr. 9) dA =Í [ ftr.O)rdrdo m 
o Jo 


R 


11. A região no interior do círculo r = 4 sen 0 e fora do círculo 
r=2. 


12. A região no interior do círculo r = 1 e fora da cardioide 
r= l + cos 0. 


13-16 Expresse o volume do sólido descrito como uma integral 
dupla em coordenadas polares. E 


13. 


H 


PTET 
FER 
TE 


Abaixo de z = Vx? +? 
Dentro de x? + y? = 2y 
Acima de z = 0 


Dentro de x? +y? +z? =9 
Fora de x? +y? =1 


1/2 


Abaixo de z = (x? +y? 
Fora de x? +y? = 1 
Dentro de x? +y? = 9 
Acima de z = 0 


Abaixo de z = 1 -x° - y? 
Dentro de x? +y? -x =0 
Acima de z = 0 


17-20 Encontre o volume do sólido descrito no exercício indicado E 
17. Exercício 13. 18. Exercício 14. 
19. Exercício 15. 20. Exercício 16. 


21. Encontre o volume do sólido no primeiro octante limitado aci- 
ma pela superfície z = r sen 0, abaixo pelo plano xy e lateral- 
mente pelo plano x = 0 e a superfície r = 3 sen 0. 


22. Encontre o volume do sólido contido na superfície 7? + z? = 4 
e fora da superfície r = 2 cos 6. 


23-26 Use coordenadas polares para calcular a integral dupla. E 


23. ff sen(x? + y?) dA, onde R é a região contida no círculo 
2 +y =o. 
24. Í y9 — x? — y? dA, onde R é a região do primeiro quadrante 


contida no círculo x? + y? = 9. 


1 
25. fl l ————— dA, onde R é o setor do primeiro quadrante 
1+x? +y? 


limitado por y = 0, y= xe xX? + y = 4. 


26. | / 2y dA, onde R é a região do primeiro quadrante limitada 


acima pelo círculo (x — 1)? + y? = 1 e abaixo pela reta y = x. 


27-34 Calcule a integral iterada convertendo para coordenadas po- 
lares. E 


Lda 
27. | f (2 +y’) dydx 
4-7? y? 

28. f. ya e dxdy 


~ 2x—x? 
2. f yx? + y? dydx 
o Jo 
1 pa/1—y? 
30. TI cos(x? + y) dx dy 
31. T E dy dx 
(+x? +y 


1 p5 
32. | f yx? + y? dx dy 
0 dy 


(a > 0) 


33 


2 p/4-y 1 
| / — — drxdy 
vl+x24+3? 


V16-x2 
34. ara 3x dy dx 
V16-x2 


35-38 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


35. O disco de raio 2 centrado na origem é um retângulo polar. 


36. Se ffor contínua e não negativa em uma região polar simples 
R, então o volume do sólido delimitado entre R e o gráfico da 
superfície z = f(r, 0) será dado por 


1 F(r,0)r dA 
R 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.3 
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Se R for a região do primeiro quadrante delimitada pelos círcu- 
los r = 1 e r = 2 e se f for contínua em R, então 


x/2 
f seoa = | f re 9) dr do 
R 


A área englobada pelo círculo r = sen 0 é dada por 


27 psenô 
A= | f r dr d9 
0 0 


Use uma integral dupla em coordenadas polares para calcular o 
volume de um cilindro de raio a e altura h. 


Suponha que um gêiser, com centro na origem de um sistema 
de coordenadas polares, esguiche água em um padrão circu- 
lar de tal maneira que a profundidade D da água que atinge 
um ponto a uma distância de r pés da origem em uma hora é 
D = ke””. Calcule o volume total de água que o gêiser esguicha 
em um círculo de raio R com centro na origem. 


Calcule J f x? dA na região R mostrada na figura a seguir. 


Mostre que a área sombreada da figura a seguir é 
ap — 1a? sen 2¢. 


Je masene 


Figura Ex-41 Figura Ex-42 


(a) Use uma integral dupla em coordenadas polares para cal- 
cular o volume do esferoide oblato 


2 2 2 

x y z 

S+5+5=1 
a á œ 


5 (0O<c<a) 
a 


(b) Use o resultado da parte (a) e o Sistema Geodésico Mun- 
dial de 1984 (WGS-84) discutido no Exercício 54 da Seção 
11.7 para calcular o volume da Terra em metros cúbicos. 


Use coordenadas polares para calcular o volume do sólido aci- 
ma do plano xy, no interior do cilindro x? + y? — ay = 0 e con- 
tido no elipsoide 


Calcule a área da região compreendida pela lemniscata 
P = 29º cos 20. 


Calcule a área do primeiro quadrante contida no interior do 
círculo r = 4 sen 8 fora da lemniscata 7? = 8 cos 26. 


x/2 10 x 
1. I<r<2sen6, m/6<6<57/6 2. Í Ff(r, 0)r dr dô 3; f 
0 3 0 


sen O 


x/4 psech 1 
rv1 — r? dr do 4. f I — dr do 
0 1 r 


0 
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14.4 ÁREA DE SUPERFÍCIE: SUPERFÍCIES PARAMÉTRICAS 


Figura 14.4.1 


Figura 14.4.2 


Em seções anteriores, mostramos como encontrar a área de superfície de uma superfície de 
revolução. Nesta seção, deduziremos fórmulas da área de superfície de superfícies de equações 
da forma z = f(x, y) e de superfícies que são representadas por equações paramétricas. 


E ÁREA DE SUPERFÍCIE DE SUPERFÍCIES DA FORMA z= f(x, y) 
Em seções anteriores, vimos que a expressão 


b 
f 2a fa) 1 +[fG)P dx 


a 


dá a área da superfície que é obtida girando a parte da curva y = f(x) acima de [a, b] em torno 
do eixo x, supondo que f seja uma função lisa e não negativa no intervalo. Agora, obteremos 
uma fórmula da área de superfície § de uma superfície da forma z = f(x, y). 

Considere uma superfície o da forma z = f(x, y) definida acima de uma região R do plano 
xy (Figura 14.4.1a). Vamos supor que f tenha derivadas parciais de primeira ordem contínuas nos 
pontos interiores de R. (Geometricamente, isso significa que a superfície tem um plano tangente 
não vertical em cada ponto interior de R). Começamos subdividindo R em regiões retangulares 
com retas paralelas aos eixos x e y e descartando qualquer porção não retangular que contenha 


pontos da fronteira de R. Suponha que sobrem n retângulos, denotados por Rj, R»,..., Rn. 
| 2=f(4,9) ne 
Ayk 
Xk- 


ys 


(a) (b) 


Seja (xx, yk) O canto inferior esquerdo do k-ésimo retângulo R, e suponha que esse retân- 
gulo tenha área AA; = Axk Ay em que Ax; e Ay; são as dimensões de R; (Figura 14.4.1h). A 
porção de o que fica acima de R, será uma porção curvilínea da superfície que tem um vértice 
em Px, Yks f (Xk, Yk)): denotemos a área dessa porção por AS; (Figura 14.4.2a). Para obter 
uma aproximação de AS;, vamos substituir o pelo plano tangente a o em Pz. A equação desse 
plano tangente é 


Z= f Ar yo) + fo vol — x) + Ow VOO — Vo) 


(ver Teorema 13.7.2). A parte do plano tangente que fica acima de Ry será um paralelogramo 
Tp. Esse paralelogramo terá um vértice em P% e lados adjacentes determinados pelos vetores 


oz dz 
qk = Axk, O, — Ax e rg=(0, Ayk, 1 Âk 
Ox dy 


(b) 


Figura 14.4.3 
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conforme ilustrado na Figura 14.4.2b. [Aqui usamos dz/dx para representar fi(x;, Yk) e dz/0y 
para representar f;(xk, Yk).] 

Se as dimensões de R forem pequenas, então tg deverá fornecer uma aproximação boa 
da porção curvilínea oz. Pelo Teorema 11.4.5(b), a área do paralelogramo Tx é o comprimento 
do produto vetorial de q% e r. Assim, é de se esperar que 


AS; = área te = |q x rall 


seja uma aproximação boa se Ax, e Ay, forem pequenos. Calculando o produto vetorial, 
obtemos 


i j k 
dd D ka dz, dr, 
ge x rg|| = əx = | —-—i — j +k | Axr Ay 
3z dx ð 
0 Ayk — Ayk 
dy 
e, portanto, 
ð ð ð 
ASp = | ——i — Zj jk AXk Ayk oiin Zj +k Ax Ayk 
dy Ox dy 


z E (1) 
= dz $ əz +1AA 
o Ox dy i 
Segue que a área de superfície da superfície inteira pode se aproximada por 
” 92)? az V? 
Sx — — 1AA 
2 ( dx ) t ( əy ) TORR 
k=1 
Supondo que os erros das aproximações tendam a zero quando n cresce de tal forma que as 
dimensões dos retângulos tendam a zero, então é plausível que o valor exato de S seja 


2 
s= im E(B) +(5) +1I AA, 


ou, equivalentemente, 


IG) (5) era o 


> Exemplo 1 Encontre a área da parte da superfície z = /4 — x? que fica acima do retân- 
gulo R do plano xy cujas coordenadas satisfazem 0 < x < le0<y<4. 


Solução Como mostrado na Figura 14.4.13, a superfície é uma parte do cilindro x? + z? = 4. 
Por (2), temos que a área de superfície é 


ZORO 


(Es ) 4 Al 2 
) +o+1aa= [ Í —— dxd 
= JI = o Jo v4- x? 7 


1 \ T tm 4 
of [are sen(3 | dy=2 [ dy=>T 4 
0 2 s=b o 6 3 
Fórmula 21 da Seção 7.1, 
no Volume 1 


1028 Cálculo 


Figura 14.4.4 


Figura 14.4.5 


> Exemplo 2 Encontre a área de superfície da porção do paraboloide z = x? + y? abaixo 
do plano z = 1. 


Solução A superfície z = x? + y? é o paraboloide circular mostrado na Figura 14.4.4. O 
traço do paraboloide no plano z = 1 projeta-se no círculo x? + y? = 1 no plano xy, e a porção 
do paraboloide que fica abaixo do plano z = 1 projeta-se na região R que é envolta por esse 
círculo. Assim, pela Fórmula (2), segue que a área de superfície é 


s= [| Varais 
R 


A expressão 4x? + 4y2 + 1 = 4(x? + y?) + 1 no integrando sugere que se calcule a integral em 
coordenadas polares. De acordo com a Fórmula (9) da Seção 14.3, substituimos x = r cos 0 e 
y = r sen 6 no integrando, dA por r dr d0 e determinamos os limites de integração expressan- 
do a região R em coordenadas polares. Desse modo, obtemos 


27 1 
0 


2x 1 1 
s=] | vár? + 1r dr do - [ [+ g do 
0 0 


r=0 


2x 1 1 
= [ 13 65 — do = m(5V5 —1) « 


Algumas superfícies podem não ser convenientemente descritas em termos de funções 
z = f(x, y), e uma abordagem mais simples pode ser oferecida por uma descrição paramétrica. 
Vamos fazer uma pausa para uma discussão de superfícies representadas parametricamente, 
com o objetivo final de obter uma fórmula para a área de uma dessas superfícies paramétricas. 


E REPRESENTAÇÃO PARAMÉTRICA DE SUPERFÍCIES 
Vimos que curvas no espaço tridimensional podem ser representadas por três equações envol- 
vendo um parâmetro, digamos 


x=xt, y=y0, z=z(ť) 


As superfícies no espaço tridimensional podem ser representadas parametricamente por três 
equações envolvendo dois parâmetros, digamos 


x= x(u, v), y= y(u, v)ů, z= z(u, v) (3) 


Para vizualizar por que tais equações representam uma superfície, imagine (u, v) como 
um ponto que varia em alguma região de um plano uv. Se u for mantido constante, então v é 
o único parâmetro variável em (3), e as três equações representam uma curva do espaço tri- 
dimensional. Chamamos essa curva de curva de u constante (Figura 14.4.5). Analogamente, 
se v for mantido constante, então u é o único parâmetro variável em (3) e, de novo, essas três 
equações representam uma curva do espaço tridimensional. Chamamos essa curva de curva 
de v constante. Variando as constantes, geramos uma família de curvas de u e uma família de 
curvas de v que, juntas, formam uma superfície. 


> 
ec 
N 


u constante Curva de u constante 


= 


Curva de 
v constante 


y 
> 


v constante 


(a) 
Figura 14.4.6 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
gráfico que possa gerar superfícies 
paramétricas, leia a documentação 
pertinente e tente gerar as superfícies 
da Figura 14.4.6. 
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> Exemplo 3 Considere o paraboloide z = 4 — x? — y?. Uma maneira de parametrizar essa 
superfície é tomar x = u e y = v como os parâmetros, caso em que a superfície é representada 
pelas equações paramétricas 


2 v2 (4) 


x=u, y=v z=4-—u 


A Figura 14.4.6a mostra um gráfico dessa superfície gerado em computador. As curvas de 
u constante correspondem a valores constantes de x e, portanto, aparecem na superfície 
como traços paralelos ao plano yz. Analogamente, as curvas de v constante correspondem 
a valores constantes de y e, portanto, aparecem na superfície como traços paralelos ao 
plano xz. «4 


> Exemplo 4 O paraboloide z = 4 — x? — y?, considerado no Exemplo 3, também pode ser 
parametrizado expressando, antes, a equação em coordenadas cilíndricas. Para isso, fazemos 
a substituição x = r cos 0, y = r sen 6, o que dá z = 4 — 7°. Assim, o paraboloide pode ser 
representado parametricamente em função de r e 0 como 


x=rcos0, y=rsen6, z=4-r (5) 


A Figura 14.4.6b mostra um gráfico dessa superfície gerado em computador, com 0 < r < 2 
e0 <0 < 2x. As curvas de r constante correspondem a valores constantes de z e, então, apa- 
recem na superfície como traços paralelos ao plano xy. As curvas de 0 constante aparecem na 
superfície como traços de planos verticais que passam pela origem, com ângulos variáveis em 
relação ao eixo dos x. As partes (c) e (d) da Figura 14.4.6 mostram o efeito de restrições nos 
parâmetros re 0. < 


>» Exemplo 5 Uma das maneiras de gerar a esfera x? + y? + z? = 1 com um recurso grá- 
fico é traçar os hemisférios superior e inferior 


q jmmr 
c=vl-x —y e z=-vyVl-xº—y* 


na mesma tela. Essa prática, no entanto, cria, em geral, uma esfera fragmentada (Figu- 
ra 14.4.7a) porque, esporadicamente, o erro de arredondamento produz valores negati- 
vos sob o radical quando 1 — x? — y? está próximo de zero. Pode ser gerado um gráfico 
melhor expressando a esfera, primeiramente, em coordenadas esféricas como p = 1 e, 
depois, usando as fórmulas de conversão de coordenadas esféricas para retangulares da 
Tabela 11.8.1 para obter as equações paramétricas 


x= sen ġ cos 6, y=sengsend, z= cos 
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Figura 14.4.8 


Nos exercícios, discutiremos fórmulas 
análogas a (6) para superfícies de re- 
volução em torno de outros eixos. 


Um príncipio geral para a represen- 
tação paramétrica de superfícies de 
revolução é tomar u como a variável 
do eixo em torno do qual gira a curva 
e as outras variáveis como f(u) cos v 
e f(x) sen v. 


com parâmetros 0 e ġ. A Figura 14.4.7b mostra o gráfico dessa superfície paramétrica com 
0<08<2re0< ¢ < r. Nalinguagem dos cartógrafos, as curvas de & constante são as linhas 
de latitude e as curvas de 0 constante são as linhas de longitude. «4 


Gerado em Mathematica 


(a) (b) 


Figura 14.4.7 


> Exemplo 6 Encontre equações paramétricas da parte do cilindro circular reto 
*+2=9 noqual 0<y<5 


em função dos parâmetros u e v mostrados na Figura 14.4.8a. O parâmetro u é a ordenada y 
de um ponto P(x, y, z) da superfície, e v é o ângulo mostrado na figura. 


Solução O raio do cilindro é 3, de modo que é evidente da figura que y = u, x = 3 cos v e 
z = 3 sen v. Então, a superfície pode ser representada parametricamente como 


x=3cosv y=u, z=3senv 


Para obter a parte da superfície de y = O a y = 5, deixamos o parâmetro u variar no intervalo 
0 < u < 5 eẹ, para garantir que toda a superfície lateral seja coberta, fazemos o parâmetro v 
variar no intervalo O < v < 27. A Figura 14.4.8b mostra um gráfico da superfície gerado em 
computador, no qual u e v variam nesses intervalos. As curvas de u constante aparecem como 
traços circulares paralelos ao plano xz, e as curvas de v constante aparecem como retas para- 
lelas ao eixo y. 4 


E REPRESENTAÇÃO PARAMÉTRICA DAS SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 

A ideia básica do Exemplo 6 pode ser adaptada para obter equações paramétricas das super- 
fícies de revolução. Suponha, por exemplo, que queiramos determinar as equações paramétri- 
cas da superfície gerada pela revolução da curva plana y = f(x) em torno do eixo x. A Figura 
14.4.9 sugere que a superfície possa ser representada parametricamente como 


x=u, y=f(u)cosv, z=f(u)senv (6) 


onde v é o ângulo mostrado. 


> Exemplo 7 Obtenha equações paramétricas da superfície gerada pela revolução da cur- 
va y = 1/x em torno do eixo x. 


Solução Por (6), essa superfície pode ser representada parametricamente como 
| l 


y=-cosv, z=-senv 
u u 


X =H, 


A Figura 14.4.10 mostra um gráfico da superfície, gerado em computador, com 0,7 < u < 5 e 
0 < v < 2x. Essa superfície é uma parte da corneta de Gabriel, discutida no Exercício 55 da 
Seção 7.8, no Volume 1. < 


x 


Figura 14.4.11 
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a 


-7 f(u)cosv 


Figura 14.4.9 Figura 14.4.10 


E FUNÇÕES VETORIAIS DE DUAS VARIÁVEIS 
Lembre-se de que as equações paramétricas 
x=x(), y=y, z=z(t) 
podem ser dadas sob forma vetorial como 
r = (Di + (Dj + zk 
onde r = xi + yj + zk é o vetor posição e r(t) = x()i + y(Ðj + z(1)k é uma função vetorial de 
uma variável. Analogamente, as equações paramétricas 
x= x(u, v), y= y(u, v), z= z(u, v) 
podem ser dadas sob forma vetorial como 
r = x(u, vi + y(u, v)j + z(u, v)k 


Aqui, a função r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k é uma função vetorial de duas va- 
riáveis. Definimos o gráfico de r(u, v) como o gráfico correspondente às equações para- 
métricas. Geometricamente, podemos interpretar r como um vetor da origem a um ponto 
(x, y, z) que se move sobre a superfície r = r(u, v), quando u e v variam (Figura 14.4.11). 
Como nas funções vetoriais de uma variável, dizemos que r(u, v) é contínua se cada compo- 
nente for contínuo. 


> Exemplo 8 O paraboloide do Exemplo 3 foi dado parametricamente como 
2 


x=u, y=v z=4-u"—y 
Essas equações podem ser dadas sob forma vetorial como 


r=utvyj+(4-uw-v)k «4 


E DERIVADAS PARCIAIS DE FUNÇÕES VETORIAIS 
As derivadas parciais de funções vetoriais de duas varáveis são obtidas tomando-se as deriva- 
das parciais dos componentes. Por exemplo, se 


r(u, v) = x(u, vi + y(u, v)j + z(u, v)k 


então 


| 
+ 
+ 
E 
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or/ou x ðr/ðv 


N 


ðr/ðv 


ðr/ðu 
(xo; Yo» Zo, 


/ : 


Figura 14.4.12 


Essas derivadas podem ser escritas como r, e r, ou r,(u, v) e ry(u, v) e podem ser obtidas 
como os limites 


dr . r(u+Au,v-—r(u,v) . r(w,v)—r(u, v) 

— = lim = lim —>————— (7) 
ðu Au>0 Au w>u w—u 

or oc r(u,v+ Av) —r(u,v) oc r(u,w)—r(u, v) 

— = lim = lim ———— (8) 
dv Av>0 Av wv w— v 


> Exemplo 9 Obtenha as derivadas parciais da função vetorial r do Exemplo 8. 


Solução 
or Dnit vê 20.2 i 
u ~ z tita u v)k] = i — 2uk 
u u 
fo ð 
S = zlu + vj + (41 — v®k] = j — 2vk < 


E PLANOSTANGENTES A SUPERFÍCIES PARAMÉTRICAS 


Nosso próximo objetivo é mostrar como encontrar planos tangentes a superfícies paramé- 
tricas. Seja o uma superfície paramétrica no espaço tridimensional e seja Po um ponto de o. 
Dizemos que um plano é tangente a o em Po se, dada qualquer reta pelo ponto Po, essa reta 
está no plano se, e somente se, é a reta tangente em Po a alguma curva contida em o. Na Seção 
13.7, mostramos que se z = f(x, y), então o gráfico de f tem um plano tangente em um ponto 
se f for diferenciável nesse ponto. Está fora do objetivo deste livro determinar as condições 
precisas sob as quais uma superfície paramétrica possui um plano tangente em um ponto, por- 
tanto simplesmente passamos a admitir a existência de planos tangentes nos pontos que nos 
interessam e nos ocuparemos com a determinação de suas equações. 

Suponhamos que a superfície paramétrica o seja o gráfico da função vetorial r(u, v) e 
que estejamos interessados no plano tangente no ponto (xo, yo, Zo) da superfície que corres- 
ponde aos valores dos parâmetros u = ug e v = vo; isto é 


r(uo, Vo) = xoi + yoj + zok 


Se v = vo for mantido fixo e u puder variar, então r(u, vo) é uma função vetorial de uma va- 
riável, cujo gráfico é a curva de v constante que passa pelo ponto (uo, vo); similarmente, se 
u = uq for mantido fixo e v puder variar, então r(uo, v) é uma função vetorial de uma variá- 
vel, cujo gráfico é a curva de u constante que passa pelo ponto (uo, vo). Além do mais, segue 
da interpretação geométrica da derivada, desenvolvida na Seção 12.2, que se dr/du + 0 em 
(uo, Vo), então esse vetor é tangente à curva de v constante no ponto (uo, vo); e se dr/dv £ 0 em 
(uo, Vo), então esse vetor é tangente à curva de u constante no ponto (19, vo) (Figura 14.4.12). 
Assim, se dr/du x dr/dv * O em (uo, vo), então o vetor 


i j k 
ada ü 
du dv A Ná E 

dx dy dz 

dv dv ðv 


é ortogonal a ambos os vetores tangentes no ponto (uo, vo) e, portanto, é normal ao plano 
tangente e à superfície nesse ponto (Figura 14.4.12). Em vista disso, temos a seguinte 
definição. 


Figura 14.4.13 


Convença-se de que o resultado obti- 
do no Exemplo 10 é consistente com 
a Figura 14.4.13. 
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14.4.1 DEFINIÇÃO Se uma superfície paramétrica o for o gráfico de r = r(u, v) e se 
dr/du x dr/dv + 0 em um ponto da superfície, então o vetor normal unitário principal à 
superfície naquele ponto será denotado por n ou n(u, v) e definido por 


dr or 
es x Em 
du ðv 
dr or 
= X E 
du ðv 


> Exemplo 10 Encontre uma equação do plano tangente à superfície paramétrica 


x=u, y=u, = 


no ponto em que u = 2 e v = —1. Essa superfície, denominada guarda-chuva de Whitney, é 
um exemplo de superfície paramétrica que se autointersecta (Figura 14.4.13). 


Solução Começamos escrevendo as equações sob a forma vetorial 
r = uvi + uj + vk 


As derivadas parciais de r são 
or os 
— (u, v) = vi +j 
du 
or : 
— (u, v) = ui + 2vk 
dv 
eemu=2ev=-—l, essas derivadas parciais são 
or ee 
— (2, =l) = 1] 
ðu 
ər 


(2, —1) = 2i — 2k 
dv 


Assim, por (9) e (10), uma normal à superfície nesse ponto é 


dr or E J k i g 
(2, —1) x 2,—-D=|-—1 1 0| = —2i — 2j — 2k 
ðu ðv 2 0 2 


Como qualquer normal é suficiente para determinar o plano tangente, faz sentido multiplicar 
o vetor por — e usar a normal mais simples i + j + k. Segue das equações paramétricas da- 
das que o ponto da superfície correspondente au = 2 e v = —1 é (—2, 2, 1), de modo que o 
plano tangente nesse ponto pode ser dado sob a forma ponto-normal como 


«+D)+0-D+(2-D=0 ou x+y4+z=1 «4 


> Exemplo 11 A esfera x? + y? + z? = a° pode ser descrita em coordenadas esféricas 
como p = a, e as fórmulas de conversão de coordenadas esféricas para retangulares da Tabela 
11.8.1 podem, então, ser usadas para descrever a esfera como o gráfico da função vetorial 


r(4,0) = a sen ¢ġ cos Oi + a sen q sen 8j + a cos dk 


onde0O<p<mxe0<6<h27 (verifique). Use essa função para mostrar que, em cada ponto 
da esfera, o plano tangente é perpendicular ao vetor posição. 
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Solução -Mostraremos que em cada ponto da esfera o vetor normal unitário n é um múltiplo 
escalar de r (e portanto, é paralelo a r). Temos 


i j k 
or or 9x əy dz i j k 
3% x T =|əġ db ə|= acospcos6 acospsend —a sen ġ 
de dy əz —aseng send asen g cos 0 
d0 060 00 


= a? sen? ọ cos 0i + a? sen? ġ sen 0 j + a? sen ġ cos pk 


e, portanto, 


dr ər 
AS x. Sad, 
| fofo) 30 


= Va! sent ġ cos? 0 + a4 sent ġ sen? 0 + a4 sen? ọ cos? q 


= Va! sent ġ + at sen? ọ cos? d 
=a'vsen?q = a° |sen ġ| = a? sen ġ 
Se 4 + 0 ou 7, segue de (10) que 


1 
n = sen ¢ cos ĝi + sen ġ sen 0 j + cos ġk = -r 
a 


Além disso, os planos tangentes com ¢ = O ou 7 são horizontais e, com esses, r = +ak cer- 
tamente é normal. <4 


E ÁREA DE SUPERFÍCIE DE SUPERFÍCIES PARAMÉTRICAS 
Agora, passamos à obtenção de uma fórmula para a área de superfície S de uma superfície 
paramétrica o. Seja o uma superfície paramétrica de equação vetorial 


r = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 


Nossa discussão é análoga à do caso de superfícies da forma z = f(x, y). Aqui, R será uma 
região do plano uv que subdividimos em n regiões retangulares conforme mostra a Figura 
14.4.14a. Seja Ry a k-ésima região retangular e denotemos sua área por AA+. A porção ox é a 
imagem de R; por o. A porção terá um vértice em r(u;, vk), denotemos a área de o por A Sk 
(Figura 14.4.14b). 


I(uk Vg) 


PE d ) 
d E: 


(a) (b) (c) 
Figura 14.4.14 


Lembre que no caso z = f(x, y) aproximamos a área da porção pela área de um parale- 
logramo no plano tangente à superfície. No caso paramétrico, esse paralelogramo é gerado 
pelos vetores tangentes 


Figura 14.4.15 
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em que as derivadas parciais são calculadas em (up, vą) (Figura 14.4.14c). Assim, 


ər dr dr dr 


or 
= |— x — x — 


or 
A Sk a Ju A x Fada 


E AA 
du” Ou ðu ðv E Un 


A área de superfície da superfície inteira é a soma das áreas AS,. Supondo que os erros 
das aproximações em (11) tendam para zero quando n aumenta de tal maneira que as dimen- 
sões dos retângulos R, tendam para zero, então é plausível que o valor exato de S seja 


n 


ð ð 
S= lim Ce | AM 
n=>+% du dv 
ou, de maneira equivalente, 
ð ð 
s=[[ Im xi dA (12) 
ðu ðv 
R 


> Exemplo 12 Segue de (6) que as equações paramétricas 
Xx=u, y=ucosv, z=usenv 


representam o cone que resulta quando a reta y = x do plano xy é girada em torno do eixo 
x. Use a Fórmula (12) para determinar a área de superfície da parte do cone com a qual 
O<u<2e0<v<27 (Figura 14.4.15). 


Solução A superfície pode ser representada em forma vetorial como 


r=ui+ucosvj)+usenvk (O<u<2, 0<vz< 2r) 


Assim, 

or. : 

— = İ + cos vj + sen vk 

ou 

dr . 

— = —u sen vj + u cos vk 

ðv 

or or 1 J k E . 

Fria mo 1 cos v senv | = ui — u cos vj — u sen vk 
o ii O -—usenv ucosv 

or or 

no Ja = y/u? + (—u cos v)? + (—u sen v)? = |u| v2 = uv2 
u v 


Então, por (12), 


or or 
S= — x — 
du dv 

R 


2x 2 2x 
da = f | Vu du do =2/3 [ dv = 4742 «4 
0 0 0 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.4 (Ver página 1039 para respostas.) 


bre a região R do plano xy é dada por 


1. A área de superfície de uma superfície da forma z = f(x, y) so- 2. Considere a superfície representada parametricamente por 
x=1l-—u 
as dA y = (1 — u) cos v (O<u<1,0< v< 2r) 
z = (1 — u) sen v 
R 


(a) Descreva as curvas de u constante. 
(b) Descreva as curvas de v constante. 
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3. Se 
r(u, v) = (1 — wi + [(1 — u) cos v]j + [(1 — u) sen v]k 
então 
or or 
E é e = E 
du ðv 
4. Se 
r(u, v) = (1 — wi + [(1 — u) cos v]j + [(1 — u) sen v]k 


então o vetor normal unitário principal ao gráfico de r no ponto 
em que u = 1/2 e v = 7/6 é dado por 


EXERCÍCIOS 14.4 [=] Recurso Gráfico [E] CAS 


5. Seja o a superfície paramétrica de equação vetorial 
r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 


Se o não tem autointerseções e é lisa em uma região R do plano 
uv, então a área de superfície de o é dada por 


E 


1-4 Expresse a área da superfície dada como uma integral dupla 
iterada e, depois, encontre a área de superfície. E 


1. A parte do cilindro y? + z? = 9 que está acima do retângulo 
R=((x)y):0<x<2,-3<y<3). 


2. A parte do plano 2x + 2y + z = 8 no primeiro octante. 


3. A parte do cone z? = 4x? + 4y” que está acima da região do 


primeiro quadrante limitada pela reta y = x e a parábola y = x°. 


4. A parte da superfície z = 2x + y? acima da região triangular de 
vértices (0, 0), (0, 1) e (1,1). 


5-10 Expresse a área da superfície dada como uma integral du- 
pla iterada em coordenadas polares e, depois, encontre a área de 
superfície. EB 


5. A parte do cone z = yx? + y? dentro do cilindro x? + y? = 2x. 
6. A parte do paraboloide z = 1 — x? — y? acima do plano xy. 


7. A parte da superfície z = xy que fica acima do setor do pri- 
meiro quadrante delimitado pelas retas y = x//3, y=0eo 
círculo x? + y? = 9. 


8. A parte do paraboloide 2z = x? + y? que fica dentro do cilindro 
2 +y = 8. 
9. A parte da esfera x? + y? + z? = 16 que fica entre os planos 
z=lez=2. 
10. A parte da esfera x? + y? + z? = 8 que fica dentro do cone 
z=vxº+92. 
11-12 Faça um esboço da superfície paramétrica. EH 
11. (a) x=u, y =v, z = yu? +v? 
(b) x =u, y =Ẹ4u? +v, z=v 


()x=vVul+v, y=u,z=u 


12. (a) x=u, y=v, z=u+v 
(b) x=u, y= +v, z=v 
(0) x= + v?, y=u, z=u 


13-14 Determine uma representação paramétrica da superfície em 
termos dos parâmetros u = xe v = y. E 


(b) z= 
b) y -3z=5 


13. (a) 2z — 3x + 4y =5 

14. (a) 2427] -y=0 

15. (a) Encontre equações paramétricas para a parte do cilindro 
x? + y? = 5 compreendida entre os planos z = 0e z = 1. 


(b) Encontre equações paramétricas para a parte do cilindro 
xX? + z? = 4 compreendida entre os planos y = 1 e y = 3. 


16. (a) Encontre equações paramétricas para a parte do plano 
x + y = 1 compreendida entre os planos z = —lez=1. 

(b) Encontre equações paramétricas para a parte do plano 

y — 2z = 5 compreendida entre os planos x = 0 e x = 3. 


17. Encontre equações paramétricas para a superfície gerada pela 
revolução da curva y = sen x em torno do eixo x. 


18. Encontre equações paramétricas para a superfície gerada pela 
revolução da curva y — e* = 0 em torno do eixo x. 


19-24 Determine uma representação paramétrica da superfície em 
função dos parâmetros r e 6, onde (r, 0, z) são as coordenadas cilín- 
dricas de um ponto na superfície. E 


1 


=. O. 20. z = e) 
ESERE z=e 


19. z 


21. T= 2xy 22. 7= xX — y 


23. A parte da esfera x? + y? + z? = 9 sobre ou acima do plano 
AA 


24. A parte do cone z = yx? + y? sobre ou abaixo do plano z = 3. 


25. Determine uma representação paramétrica do cone 


z =y 3x? + 3y? 


em função dos parâmetros p e 0, onde (p, 0, 4) são as coordena- 
das esféricas de um ponto na superfície. 


26. Descreva o cilindro x? + y? = 9 em função dos parâmetros 6 e 
4, onde (p, 6, p) são as coordenadas esféricas de um ponto na 


superfície. 


ENFOCANDO CONCEITOS J 


27. 


28. 
29. 
30. 


31. 


32. 


F33. 


E34. 


27-32 Elimine os parâmetros para obter uma equação em coor- 
denadas retangulares e descreva a superfície. EH 


x= 2u + v, y = u — v, z = 3v para —% < u < +% e 
—00< v < +o. 


x=ucosv,y=uw,z=usenvparaO<u<2e0< v<27. 
x= 3 sen u, y = 2 cos u, z = 2v para 0 < u< 2rel <v <2. 


x = yu cosv, y = 
O0<v<2r. 


usen v, z = u para0 < u< 4e 


r(u, v) = 3u cos vi + 4u sen vj + uk para0 < u < 1e 
0<v<2r. 


r(u, v) = sen u cos vi + 2 sen u sen vj + 3 cos uk para 
O<u<xmre)O<uv<2. 


A figura a seguir mostra os gráficos de duas representações 


paramétricas do cone z = yx? + y? para0<7<2. 

(a) Encontre equações paramétricas que produzam dupli- 
catas razoáveis dessas superfícies. 

(b) Use um recurso gráfico para verificar sua resposta da 
parte (a). 


Figura Ex-33 


A figura abaixo mostra os gráficos de duas representações 

paramétricas do paraboloide z = x? + y? para 0 < z < 2. 

(a) Encontre equações paramétricas que produzam dupli- 
catas razoáveis dessas superfícies. 

(b) Use um recurso gráfico para verificar sua resposta da 
parte (a). 


Figura Ex-34 


035. 


F436. 


F38. 
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Em cada parte, a figura mostra uma porção da superfície 
paramétrica x = 3 cos v, y = u, z = 3 sen v. Encontre res- 
trições de u e v que produzam a superfície e verifique sua 
resposta com um recurso gráfico 


(a) £ 


Em cada parte, a figura mostra uma porção da superfície 
paramétrica x = 3 cos v, y = 3 sen v, z = u. Encontre res- 
trições de u e v que produzam a superfície e verifique sua 
resposta com um recurso gráfico. 


Em cada parte, a figura mostra um hemisfério que é parte 
da esfera x = sen É cos 0, y = sen q sen 0, z = cos q. En- 
contre restrições de & e 6 que produzam o hemisfério e ve- 
rifique sua resposta com um recurso gráfico. 


(a) 


PETRIN 
REGAR 


Em cada parte, a figura mostra uma parte da esfera x = sen 
ġ cos 6, y = sen À sen 6, z = cos q. Encontre restrições de À 
e O que produzam a superfície e verifique sua resposta com 
um recurso gráfico. 


(b) 


1038 


Cálculo 


39-44 Encontre uma equação para o plano tangente da superfície 
paramétrica no ponto dado. E 


39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 


Xx=u, y=0, z=u +v; (1,2,5) 

x=, y=v, z= u+ v; (l, 4,3) 

x= 3v senu, y= 2v cos u, z= u°; (0, 2,0) 

r = uvi + (u — v)j + (u + v)k; u= 1,v=2 

r = u cos vi + u sen vj + vk; u= 1/2, v = 7/4 


r= uvi + ue” j + vek; u=In2,v=0 


45-46 Encontre a área da superfície dada. E 


45. 


46. 


A parte do paraboloide 

r(u, v) = u cos vi + u sen vj + uk 
para a qual 1 < u < 2, 0 < v < 2x. 
A parte do cone 

r(u, v) = u cos vi + u sen vj + uk 


para a qual O < u < 2v, 0 < v < 7/2. 


47-50 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


Se f tiver derivadas parciais de primeira ordem contínuas no 
interior de uma região R do plano xy, então a área de superfície 
da superfície z = f(x, y) sobre R será 


Í f VIS. y)? + 1 dA 
R 


Suponha que z = f(x, y) tenha derivadas parciais de primeira 
ordem contínuas no interior de uma região R do plano xy e 
denote q = (1,0, dz/0x) e r = (0, 1, dz/0y). Então a área de 
superfície da superfície z = f(x, y) sobre R é 


If liq x r]lda 


R 


Se r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k for tal que dr/du e 
dr/dv sejam vetores não nulos em (uo, vo), então 
dr 


dv 


dr 


du 
é normal ao gráfico de r = r(u, v) em (uo, vo). 


Para a função f(x, y) = ax + by, a área da superfície 
z = f(x, y) sobre um retângulo R do plano xy é o produto de 
[(1,0,a) x (0, 1, b)!| pela área de R. 


Use equações paramétricas para deduzir a fórmula da área da 
superfície de uma esfera de raio a. 


Use equações paramétricas para deduzir a fórmula da área da 
superfície lateral de um cilindro circular reto de raio r e altura A. 


A parte da superfície 
h 


z= -yx +y? 
a 


(a.h > 0) 


= 54. 


55. 


[5] 56. 


[6]57. 


entre o plano xy e plano z = h é um cone circular reto de altura 

he raio a. Use uma integral dupla para mostrar que a área da 
4 2 Ç y y 

superfície lateral desse cone é $ = avat + hr. 


A figura abaixo mostra o toro gerado pela revolução do círculo 
xœ- a} +z? =b (0<b<a) 


do plano xz em torno do eixo z. 
(a) Mostre que esse toro pode ser expresso parametricamente 
como 


x=(a-+bcosv)cosu 
y=(a+bcosv)senu 


z = bsenv 


onde u e v são os parâmetros mostrados na figura e 
O0<u<2r,0< v< 2r. 
(b) Use um recurso gráfico para gerar um toro. 


Figura Ex-54 


Calcule a área da superfície do toro do Exercício 54(a). 
Use um CAS para gerar o gráfico do helicoide 
X=UCOS V, y=usenv, z =v 


com 0 <u <5e0 < v < 4r (ver figura a seguir) e depois use 
a operação de integração dupla numérica do CAS para aproxi- 
mar a área da superfície. 


Use um CAS para gerar o gráfico da pseudoesfera 


= 


= COS u Sen v 


< 


= sen u sen v 


^ 


v 
= cosv + In (e5) 


com 0 < u < 2x e 0 < v < v (ver figura a seguir) e depois use a 
operação de integração dupla numérica do CAS para aproximar 
a área da superfície compreendida pelos planos z = —1 ez = 1. 


Capítulo 14 / Integrais múltiplas 1039 


“= 59-61 As equações paramétricas nestes exercícios representam 
uma superfície quadrática com valores positivos de a, b e c. Identi- 
fique o tipo de superfície eliminando os parâmetros u e v. Verifique 
sua conclusão escolhendo valores específicos para as constantes e 
gerando a superfície com um recurso gráfico. EH 


59. x= acos u cos v, y= b sen u cos v, z= c sen v 
60. x= a cos u cosh v, y= b sen u cosh v, z = c senh v 


61. x=a senh v, y= b senh u cosh v, z = c cosh u cosh v 


62. Texto Antigamente, uma abordagem popular para a defini- 


Figura Ex-56 Figura Ex-57 ção de área de superfície era tomar o limite de áreas de super- 
fícies de poliedros inscritos, mas, em 1890, H. A. Schwartz 
~ 58. (a) Obtenha equações paramétricas para a superfície de revo- publicou um exemplo em que essa abordagem falha. No ar- 
lução gerada pela revolução da curva z = f(x) do plano xz tigo “Area de Superfície e o Paradoxo da Area do Cilindro” 
em torno do eixo z. (em inglês) da revista Two Year College Mathematics Journal, 
(b) Use o resultado obtido na parte (a) para determinar equações Vol 8, No 4, Setembro 1977, p. 207-2011, a autora Frieda Za- 
paramétricas para a superfície de revolução gerada pela re- mes discute o exemplo de Schwartz. Leia o artigo e escreva 
volução da curva z = 1/xº do plano xz em torno do eixo z. uma resenha sobre ele. 


(c) Use um recurso computacional gráfico para verificar seu 
trabalho traçando o gráfico da superfície paramétrica. 


4 RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.4 


| 2 ? 
azy dz) 
1. y ( — ) + ( = ) +1 2. (a) As curvas de u constante são círculos de raio 1 — u centrados em (1 — u, 0, 0) e paralelos ao plano xy 
ox gy 
(b) As curvas de v constante são segmentos de reta ligando os pontos (1, cos v, sen v) e (0, 0, 0). 
dr , a dr ” | m 3 dr dr 
3. É = -i- (cosv)j — (sen v)k; — = —[(1 — u)senv]j + [(1 — u) cos v]k 4. —(-21 + 3] +k) 5. deh, bei 
du dv “8 du dv 


14.5 INTEGRAISTRIPLAS 


Nas seções anteriores, definimos e discutimos as propriedades das integrais duplas para funções 
de duas variáveis. Nesta seção, definiremos as integrais triplas para funções de três variáveis. 


E DEFINIÇÃO DE UMA INTEGRAL TRIPLA 


Volume= AV, Uma integral simples de uma função f(x) é definida em um intervalo fechado finito do eixo x, 

F e uma integral dupla de uma função f(x, y) é definida em uma região fechada finita R do plano 

=» xy. Nosso primeiro objetivo, nesta seção, é definir qual o significado da integral tripla de f(x, 

z GE YE ZE) * y, z) em uma região sólida fechada G de um sistema de coordenadas xyz. Para assegurar que G 
| não se estenda indefinidamente em alguma direção, vamos supor que ela possa ser abarcada 


por uma caixa apropriadamente grande, cujos lados sejam paralelos aos planos coordenados 
(Figura 14.5.1). Nesse caso, dizemos que G é um sólido finito. 

Para definir a integral tripla de f(x, y, z) em G, primeiro dividimos a caixa em n “subcai- 
xas” por meio de planos paralelos aos planos coordenados. Depois, descartamos as subcaixas 
que contenham quaisquer pontos fora de G e escolhemos um ponto arbitrário em cada uma 
das subcaixas restantes. Como mostrado na Figura 14.5.1, denotamos o volume da k-ésima 
subcaixa restante por AV, e o ponto selecionado na k-ésima subcaixa por (xf, yf. Z;). Em 
seguida, formamos o produto 


Figura 14.5.1 SOK YE» ZR) AV; 
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Figura 14.5.2 


Há duas ordens de integração possi- 
veis para as integrais iteradas no Teo- 
rema 14.1.3: 


dxdy, dydx 


Para as integrais iteradas do Teorema 
14.5.1 existem seis ordens de integra- 
ção possíveis: 


dxdydz, dydzdx, dzdxdy, 
dx dz dy, dzdy dx, dydx dz 


para cada subcaixa, depois somamos os produtos para todas as subcaixas para obter a soma 
de Riemann 


n 
DE 
k=1 


Finalmente, repetimos esse processo com cada vez mais subdivisões, de tal maneira que o com- 
primento, a largura e a altura de cada subcaixa tendam para zero e n tenda para +. O limite 


VI Je Ride OBM ao (1) 
A = 


é denominado integral tripla de f(x, y, z) na região G. As condições sob as quais existe a 
integral tripla são estudadas em Cálculo avançado. Entretanto, para os nossos propósitos, é 
suficiente dizer que a existência é assegurada quando f for contínua em G e a região G não for 
muito “complicada”. 


E PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS TRIPLAS 
As integrais triplas gozam de muitas das propriedades das integrais simples e duplas: 


ff ercs.oav =e ff f(x,y, DdV (c uma constante) 

G G 

[ua o+em nar = ff] rovov fff eo car 
G G G 

[fura -smenar= fff ra. oav - fff emo oa 
G G G 


Além disso, se a região G for subdividida em duas sub-regiões G; e Gz (Figura 14.5.2), então 


JH teva = J|] ssaa [ff tsaa 


Omitimos as provas. 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS TRIPLAS EM CAIXAS RETANGULARES 

Assim como as integrais duplas podem ser calculadas por duas integrações simples sucessi- 
vas, as integrais triplas podem ser calculadas por três integrações sucessivas. O seguinte teo- 
rema, que enunciamos sem demonstrar, é o análogo do Teorema 14.1.3. 


14.5.1 TEOREMA (Teorema de Fubini*) Seja G a caixa retangular definida pelas 
desigualdades 


a<x<b, cxy<d, kazal 


Se ffor contínua na região G, então 


b d l 
I fæyddVv =f | f fay ddzdyax (2) 
a ë k 
G 


Além disso, a integral iterada do membro direito pode ser substituída por qualquer uma 
das outras cinco integrais iteradas resultantes da alteração da ordem de integração. 


* Ver biografia de Fubini à p. 1005. 
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> Exemplo 1 Calcule a integral tripla 


1 12xy°z? dV 
G 


na caixa retangular G definida pelas desigualdades —1 < x < 2,0 <y <3,0<z<2. 


Solução Dentre as seis possíveis integrais iteradas que podemos usar, escolhemos a que 
aparece em (2). Assim, primeiramente integramos em relação a z, mantendo x e y fixados, 
depois em relação a y, mantendo x fixado e, finalmente, em relação a x. 


2 p3 p2 
VI Doi av = f f | 12xy°z? dz dy dx 
do Jo 


É 2 3 2 2 3 
=f | [Byz o dy dx = E 48xy? dy dx 
—1 J0 —1 J0 
2 3 2 
a [16xy°] o dx a. 432x dx 
=] É 


—1 


= 216x]" | — 648 < 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS TRIPLAS EM REGIÕES MAIS GERAIS 

Consideraremos a seguir como calcular integrais triplas em sólidos que não são caixas retan- 
gulares. Por enquanto, vamos limitar nossa discussão aos sólidos do tipo mostrado na Figura 
14.5.3. Especificamente, supomos que o sólido G seja limitado acima por uma superfície 
z = g>(x, y) e abaixo por uma superfície z = gi(x, y) e que a projeção do sólido no plano xy 
seja uma região R do tipo I ou do tipo II (ver Definição 14.2.1). Além disso, vamos supor que 
gi(x, y) e go(x, y) sejam contínuas em R e que gi(x, y) < ga(x, y) em R. Geometricamente, isso 
significa que as superfícies podem se tocar, mas não podem se intersectar. Chamamos um 
sólido desse tipo de sólido simples em xy. 


z = 84,7) 


G 
; f , z = 81(x, y) 
| 
| 


y 


Figura 14.5.3 


O seguinte teorema, que apresentamos sem prova, permite-nos calcular integrais triplas 
em sólidos simples em xy. 


14.5.2 TEOREMA Seja G um sólido simples em xy com superfície superior z = g(x, y) 
e superfície inferior z = gi(x, y), e seja R a projeção de G no plano xy. Se f(x, y, z) for 
contínua em G, então 


g2(x,7) 

I iada] p fæ y, ddz] dA 3) 
g(x,y) 

G R 
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Em (3), a primeira integração é em relação a z, restando, assim, uma função de x e y. 
Essa função de x e y é, então, integrada na região R do plano xy. Para aplicar (3), é útil come- 
çar com um esboço tridimensional do sólido G. Os limites de integração podem ser obtidos a 
partir do esboço como segue: 


Determinação dos Limites de Integração: Sólido Simples em xy 


Passo 1 Encontre uma equação z = g>(x, y) para a superfície superior e uma equação 
z = gi(x, y) para a superfície inferior de G. As funções g;(x, y) e g>(x, y) determi- 
nam os limites de integração inferior e superior de z. 


Passo 2 Faça um esboço bidimensional da projeção R do sólido no plano xy. Neste esbo- 
ço, determine os limites de integração para a integral dupla em R de (3). 


> Exemplo 2 Seja G a cunha no primeiro octante seccionada do sólido cilíndrico y? + z? < 1 
pelos planos y = x e x = 0. Calcule 
ff car 
G 


Solução O sólido G e sua projeção R no plano xy são mostrados na Figura 14.5.4. A super- 
fície superior do sólido é formada pelo cilindro e a superfície inferior, pelo plano xy. Como a 
porção do cilindro y? + z? = 1 que fica acima do plano xy tem por equação z = y1 — y? e a 
equação do plano xy é z = 0, segue de (3) que 


pfw- ee o 


Para a integral dupla em R, as integrações em x e y podem ser feitas em qualquer ordem, visto 
que R é uma região tanto do tipo I como do tipo II. Integremos, primeiramente, em relação a 
Figura 14.5.4 x. Com essa escolha, segue de (4) que: 


/1-y2 
z=0 


1 y pa/l-y2 1 py 1 
ff car =f f f zdzdxdy = Í | =2? dx dy 
o Jo Jo o do 2 
G 
DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


na 1 hd 1 3 1 1 j y 
= =(1 — dx dy = > 1- d 
A maioria dos sistemas algébricos / Í zl Pea 2 / ( 7 J id 


x=0 
computacionais possui uma capaci- 
dade integrada para calcular integrais A 
triplas iteradas. Se o leitor dispuser de 1 f! 1/1 1 1 

( d 2 4 < 

um CAS, leia a documentação perti- = 2 y y y= 219 y y. = 
nente e use o CAS para conferir os o 
Exemplos 1 e 2. 


E VOLUME CALCULADO COMO UMA INTEGRAL TRIPLA 


As integrais triplas têm muitas interpretações físicas, algumas das quais consideraremos na 
Seção 14.8. Entretanto, no caso especial em que f(x, y, z) = 1, a Fórmula (1) dá 


(If v-ia 
G k=l 
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AZ que a Figura 14.5.1 sugere ser o volume de G; isto é, 
M x+z=5 volume de G = [ff dV (5) 
l G 
x+y =9 
> Exemplo 3 Use uma integral tripla para calcular o volume do sólido contido no cilindro 


z=1 
y 
<a x +y =9eentreosplanosz=lex+z=5. 
9 


x x+y’ = Solução O sólido G e sua projeção R no plano xy são mostrados na Figura 14.5.5. A super- 
Ki fície inferior do sólido é o plano z = 1 e a superfície superior é o plano x + z = 5 ou, de modo 
y=N9-42 equivalente, z = 5 — x. Assim, de (3) e (5) 
5-x 
volume de G= [ av = [| p az dA (6) 
xX 
= 3 g G R ! 
Para a integral dupla em R, integraremos, primeiramente, em relação a y. Assim, segue de (6) que 
y=-N9-x? 
3 DE pS-x io + 
i volume de G = J J dedydx = | J z dydx 
Figura 14.5.5 aJa h 3 J- = N 


3 p= 3 
=| | @-x)dyax= | (8 — 2x) V9 — x? dx 


v9—x2 


3 3 
= JO xy? = E. Para a primeira integral, ver 
A =% J 3 9 x“ dx J 3 2xy9 x“ dx Fórmula (3) da Seção 7.4, no Volume 1. 
j 9 E 2 A segunda integral é nula 
4 dos 0 =8[-7)-— 2x9 — x° dx Papa ad 
Pz=6-7x—yº 2 £ porque é uma função ímpar. 


=s (37) -0=367 < 
2 


z= 5x? + 5y? 


> Exemplo 4 Calcule o volume do sólido delimitado pelos paraboloides 
z=52+5y e z=6-72 -y 


Solução O sólido G e sua projeção R no plano xy são mostrados na Figura 14.5.6. A proje- 
ção R é obtida resolvendo as equações dadas simultaneamente para determinar onde os para- 
boloides se intersectam. Obtemos 


Figura 14.5.6 5X + 5y = 6-72 -y 
ou 
2x +y =1 (7) 


que nos diz que os paraboloides se intersectam em uma curva no cilindro elíptico dado por (7). 
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Cálculo 


A projeção dessa interseção no plano xy é uma elipse com a mesma equação. Portanto, 


67x? —y? 
Volume de G = JII dV = ) [ de| aa 
5x?+5y? 
1/42 V1-2x2 p6-7x2-y? 
J J J dz dy dx 
—1/V2 )-V1-2x2 J5x245y? 


1/2 pN1-2x2 
= | J (6 — 12x? — 6y°) dy dx 
V1-2x2 


II 


| 


—1/v2 
1/2 V1-2x2 
= J fsa — 2x°)y — 3| dx 
—1/v2 y=-vV I7 


1/42 8 z/2 3x 
= I (1 = 2x) dx = — cost 0 d0 = — « 
—1/42 4) —x/2 V2 


Use a fórmula do cosseno de 
Wallis ao final do livro. 


E INTEGRAÇÃO EM OUTRAS ORDENS 

Na Fórmula (3) para integração no sólido simples em xy, foi efetuada, primeiramente, a inte- 
gração em z. Entretanto, há situações em que é preferível integrar em uma ordem diferente. Por 
exemplo, a Figura 14.5.7a mostra um sólido simples em xz, e a Figura 14.5.7b mostra um sólido 
simples em yz. Para um sólido simples em xz, geralmente é melhor integrar em relação a y pri- 
meiro; e para um sólido simples em yz, geralmente é melhor integrar em relação a x primeiro: 


2(x,2) 
fire y,z)dV = IRIA fæ» dd] dA (8) 
g1(x,2) 


sólido droies em xz 


2(y,z) 
p fæ» dav = |f f i f&s dda] dA (9) 
R 810z) 


sólido simples em yz 


DE 
, x=g1(3,2) 


v=gi(0,2) y 
xX = 82y; z) 
Um sólido simples em xz Um sólido simples em yz 


Figura 14.5.7 (a) (b) 


As vezes, um sólido G pode ser interpretado como um sólido simples em xy, xz e yz e, 
nesse caso, podemos escolher a ordem de integração de modo a simplificar os cálculos. 
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> Exemplo 5 No Exemplo 2, calculamos 


ME 


na cunha da Figura 14.5.4 integrando, primeiramente, em relação a z. Calcule essa integral 
integrando, primeiramente, em relação a x. 


Solução O sólido é limitado atrás pelo plano x = 0 e na frente pelo plano x = y, portanto 


METEC 


onde R é a projeção de G no plano yz (Figura 14.5.8). A integração em R pode ser feita, pri- 
meiramente, em relação a z e depois em relação a y ou vice-versa. Efetuando, primeiramente 
a integração em z, obtemos 


1 pẹ/1—y? py 1 pa/1—y? 3 
ffex=-f] | caracay= [ f Z% dz dy 
o Jo 0 o Jo x=0 
1 2 


G 
1 a/1—y? 1 1 > 1 1 1 
= / evdedy = | Seo dy= f Us 
0 0 0 z=0 0 


o que está de acordo com o resultado do Exemplo 2. < 


Figura 14.5.8 


Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.5 (Ver página 1048 para respostas.) 


1. A integral iterada 


o D p4 
5 p4 p6 o, a=[ ff ;» 2) dzdxd 
f | | fv daxdzay (a) Jff rea a a an zdxdy 


O pO p4 
integra f na caixa retangular definida por (b) TII fx, y,z)dA -[ ! f(x, y,z)dzdydx 
O JO Jy+x? 
G 


<x< , <y< 


< < o (mi O 
z © ff teses = [ f f inobat 
é o mi o 


2. Seja G o sólido no primeiro octante limitado abaixo pela super- 
fície z = y + x? e acima pelo plano z = 4. Preencha as lacunas 
com os extremos de integração que faltam. 


3. O volume do sólido G do Exercício 2 é 


EXERCÍCIOS 14.5 [elcas 


1-8 Calcule a integral iterada. EB 


1 p2 pl 3 VD px 
1. | Í f 2 +y? +2°)dx dy dz 5. f f f xy dy dx dz 
-1 Jo do o Jo 0 
1/2 pr pl 3 px? plaz 
PA J | f zx sen xy dz dy dx 6. f f À xæ dy dz dx 
1/3 0 0 1 x 0 
2 py pz 2 pI p3? 
3. | J I yzdx dz dy rA f f J x dz dy dx 
0 v=i J-i o J0 —5+x?+y? 
n/4 1 px? 2 p2 NE 
4. | f Í x cos y dz dx dy 8. Í f Í É a 
0 o Jo Ped XEY 
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9-12 Calcule a integral tripla. E 


9. f f! f xy sen yz dV, onde G é a caixa retangular definida pelas 
G 


desigualdades 0 < x < m,0 <y < 1,0 <z <x/6. 


10. Í ji ji ydV, onde G é o sólido compreendido pelo plano z = y, 
G 


o plano xy e o cilindro parabólico y = 1 — x°. 
11. Í ji T xyzdV, onde G é o sólido do primeiro octante limitado 
G 


pelo cilindro parabólico z = 2 — x? e os planos z = 0, y = x e 
y=0. 


12. l; [ ji cos(z/y)dV, onde G é o sólido definido pelas desigual- 
G 


dades 7/6 < y < 7/2, y < x < 7/2,0 <z < xy. 


[€] 13. Use a operação de integração tripla numérica de um CAS para 


aproximar 


, +2 
j 
y 
G i 


onde G é a caixa retangular definida pelas desigualdades 
0<x<3,1<y<2,-2<z<1. 


[€] 14. Use a operação de integração tripla numérica de um CAS para 


aproximar 


onde G é a região esférica x? +y? +72 <1. 


15-18 Use uma integral tripla para encontrar o volume do sólido. EB 


15. O sólido do primeiro octante limitado pelos planos coordena- 


dos e o plano 3x + 6y + 4z = 12. 


16. O sólido limitado pela superfície : = /yeosplanosx +y=1, 


x=0e7=0. 


17. O sólido limitado pela superfície y = x? e os planos y + z = 4 e 


Z= 0, 


18. A cunha do primeiro octante seccionada do cilindro y? + z? < 1 
pelos planos y = xe x = 0. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


19. Seja G o sólido delimitado pelas superfícies da figura a se- 
guir. Preencha as lacunas com os extremos de integração 
que faltam. 


(a) TII f(x. y.z)dV 
G O (5) o 
=f [ Í fix. y.z)dzdydx 
a; o D 
(b) HH f(x. y.z)dV 
o o q o 
- | $ Í fix. y.z)dzdx dy 
[o] o D 


20. Seja G o sólido delimitado pelas superfícies da figura a se- 
guir. Preencha as lacunas com os extremos de integração 
que faltam. 


(a) TII fix, y.2)dV 
G O 0 p0 
-f Í Í fix. y.z)dzdy dx 
o o o 
(b) HH fx, y.z)dV 
G DO p0 pO 
= | Í { fix. y.z)dzdx dy 
o o Q 


7 
= 


L 
S g e5 
a + 


PSA 


TH 
EH) 
HA, 
nr À 
FY 


a 
Bass 
24] 


` 
IN 


` 
` 


Mar 
ed 


Figura Ex-19 Figura Ex-20 


21-24 Monte (mas não calcule) uma integral tripla iterada para 
o volume do sólido compreendido pelas superfícies dadas. E 


21. A superfície do Exercício 19. 

22. A superfície do Exercício 20. 

23. O cilindro elíptico x? + 9y? = 9 e os planos z = 0e z = x + 3. | 
24. Os cilindros x? + y = lex +7=1. 


25-26 Faça um esboço do sólido cujo volume é dado pela inte- 
gral. W | 


— 
y lexi 


l y+i 
25. (a) £ Í oo Í dzdydx 
-1 J-V i- Jo 
9 v/3 /v2—9x? 
©) [ i f bhd 
o Jo 0 
1 pvi m 
(c) [| f dydzdx 
o do 0 
3 09 p2 
26. (a) [ Í fi dzdydx 
o Jx do 
(b) £ f 4 dzdx dy 
o o o 
2 p4- p2 
(c) f Í f dxdzdy 
-2 JO o 


27-30 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. EH 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Se G for o sólido retangular definido por 1 < x < 3,2 < y < 5, 
—1 <z < l ese f(x, y, z) for contínua em G, então 


a pi gA 
res oavr=[ | f fæyadyaax 
1 dado 
G 


Se G for um sólido simples xy e se f(x, y, z) for contínua em 
G, então a integral tripla de fem G poderá ser expressa como 
uma integral iterada cuja integral mais externa é efetuada em 
relação a z. 


Se G for a porção da esfera unitária que está no primeiro octan- 
te, então 


1 pl px/I-a2-y2 
If fay ddv = | f | f(x, y, 2) dzdy dx 
0 0 0 
G 


Se G for um sólido simples xy e se 


volume de G = Il f(x, y,z)dV 
G 


então f(x, y, z) = 1 em cada ponto de G. 


Seja G a caixa retangular definida pelas desigualdades 
a<x<b,c<y<d,k< z< l. Mostre que 


Il FO)g0O)h(z) dV 


roef] 


Use o resultado do Exercício 31 para calcular 


(a) FI xy? sen z d'V, onde G é o conjunto de pontos que sa- 
G 


tisfaz —1 <x < 1,0 < y < 1,0 < z < 7/2. 


(b) TII e: dV, onde Géo conjunto de pontos que satis- 
G 


faz0<x<1,0<y<ln3,0<z<ln2. 


33-36 O valor médio de uma função contínua f(x, y, z) em um só- 
lido G é definido por 


1 
Jm = zg Jf[ rrav 
G 


onde V(G) é o volume do sólido (compare com a definição anterior ao 
Exercício 61 da Seção 14.2). Use essa definição nestes exercícios. E 


33. 


Encontre o valor médio de f(x, y, z) = x + y + z no tetraedro 
mostrado na figura. 


Figura Ex-33 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


39-40 Expresse cada integral como uma integral equivalente em 
que a integração em z é a primeira a ser feita, a em y é a segunda 
eaem xé a última. E 


5 2 a/4—y? 
39. (a) f f f f(x, y,z)dx dy dz 
o Jo Jo 


3 p92 pa/9—y?—z2 
40. (a) I l f f(x, y,z)dx dy dz 
o Jo 0 
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Calcule o valor médio de f(x, y, z) = xyz na região esférica 
vr+ysi<l. 


Use a operação de integração tripla numérica de um CAS para 
aproximar a distância média da origem a um ponto do sólido 
no Exemplo 4. 


Seja d(x, y, z) a distância do ponto (z, z, z) ao ponto (x, y, 0). 
Use a operação de integração tripla numérica de um CAS para 
aproximar o valor médio de d com 0 <x<1,0<y<le 
0 <z < 1. Redija um texto curto explicando por que esse valor 
pode ser considerado a distância média entre um ponto da dia- 
gonal de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) e um ponto da face no plano xy do 
cubo unitário 0 <x< 1,0<y<le0<z<l1. 


Seja G o tetraedro do primeiro octante limitado pelos planos 
coordenados e o plano 


E si (a > 0,b > 0,c > 0) 

a b c 

(a) Relacione seis integrais iteradas diferentes que represen- 
tem o volume de G. 

(b) Calcule qualquer uma das seis para mostrar que o volume 


de G é sabe. 


Use uma integral tripla para deduzir a fórmula do volume do 
elipsoide 


9 p3-Vx pz 
b) [| [ tes ddydzax 
0 0 0 


4 p8=y pv4-y 
(c) / J f f(x, y,z)dx dz dy 
0 y 0 


4 p2 px/2 
(b) l i | f(x, y,z)dydzdx 
o Jo Jo 


4 p4-y pz 
(c) f / f f(x, y,z)dxdzdy 
0 0 0 


41. 


Texto Os primeiros passos iniciais seguintes podem ser usa- 
dos para expressar uma integral tripla em um sólido G como 
uma integral tripla iterada. Inicialmente, projete G sobre um 
dos planos coordenados para obter uma região R e, então, pro- 
jete R sobre um dos eixos coordenados. Descreva como esses 
passos poderiam ser usados para encontrar os limites de inte- 
gração. Ilustre sua discussão com um exemplo. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.5 


4 pyy q4 2 p4-x2 p4 
1. 3<x<6,1<y<5,2<z<4 2. o f f 1 f(x, y,z)dzdx dy œ f f f(x, y,z)dzdydx 
0 J0 y+x? 0 J0 y+x? 


2 p4 pz=x? 128 
of [| fæyddsdas 3 
o Jx Jo 15 


14.6 INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 


Vimos, na Seção 14.3, que algumas integrais duplas são mais fáceis de calcular em coordenadas 
polares do que em coordenadas retangulares. Analogamente, algumas integrais triplas são 
mais fáceis de calcular em coordenadas cilíndricas ou esféricas do que em coordenadas 
retangulares. Nesta seção, estudaremos as integrais triplas nesses sistemas de coordenadas. 


E INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 
Lembre-se de que, em coordenadas retangulares, a integral tripla de uma função contínua f 
em uma região sólida G é definida como 


ff res aar = im DO rar st DAV 
J z 


onde AV; denota o volume de um paralelepípedo retangular no interior de G e (xý, y;, z%) é um 
ponto desse paralelepípedo (ver Figura 14.5.1). As integrais triplas em coordenadas cilíndricas 
e esféricas são definidas de maneira análoga, exceto que a região G é dividida não em paralele- 
pípedos retangulares, mas em regiões mais apropriadas a esses sistemas de coordenadas. 

Em coordenadas cilíndricas, as equações mais simples são da forma 


r = constante, 0= constante, z = constante 


A primeira equação representa um cilindro circular reto centrado no eixo z, a segunda, um 
semiplano vertical articulado no eixo z, e a terceira, um plano horizontal. (Ver Figura 11.8.3.) 
Essas superfícies podem ser combinadas para determinar sólidos chamados de cunhas cilín- 
dricas ou elementos cilíndricos de volume. Para sermos precisos, uma cunha cilíndrica é um 
sólido compreendido entre seis superfícies da seguinte forma: 


y= 


dois cilindros r=r, r=n (n<r) 


dois semiplanos (verticais) 0 =, 0=6 (0<) 


dois planos (horizontais) z=7, z=27 (Zj =z) 


g (Figura 14.6.1). As dimensões 6, — 01, r2 — rı e z2 — zı são chamadas de ângulo central, es- 
k (rã OR, zE) pessura e altura da cunha. 
Para definir a integral tripla em G de uma função f(r, 0, z) em coordenadas cilíndricas, 
~< procedemos da seguinte maneira: 


G 


circulares concêntricos centrados no eixo z, semiplanos articulados no eixo z e planos 
£ horizontais. Exclua da consideração todas as partes que contenham qualquer ponto fora 
Volume Ai de G, deixando, desse modo, somente cunhas cilíndricas que sejam subconjuntos de G. 


a e Subdivida G em pedaços com um reticulado tridimensional consistindo em cilindros 


y= 


e Suponha que haja n tais cunhas cilíndricas e denote o volume da k-ésima cunha cilíndri- 
x ca por A Vz. Como indicado na Figura 14.6.2, seja (rj, 0%, z;) um ponto qualquer da k- 
Figura 14.6.2 -ésima cunha cilíndrica. 


o 0%, zk) 


o: 


te 


S 
3>” 
S 


AO, 


Área = AA, = r$Ar ÃO, 
AV = 1EAZ;ArçÃO, 


Figura 14.6.3 


Observe o fator extra de r que apare- 
ce no integrando na conversão da in- 
tegral tripla para a integral iterada em 
coordenadas cilíndricas. 


Figura 14.6.4 
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e Repita esse processo para cada vez mais subdivisões de modo que, à medida que n cres- 
cer, a altura, a espessura e o ângulo central das cunhas cilíndricas aproximem-se de 
zero. Defina 


HH f(r,0,2)dV = -2n OŠ, AV (1) 
E = 


Para fins computacionais, é conveniente expressar (1) como uma integral iterada. Para 
isso, note que o volume AV; da k-ésima cunha cilíndrica pode ser expresso como 


AV; = [área da base] - [altura] (2) 


Se denotarmos a espessura, o ângulo central e a altura dessa cunha por Arg, Adpe Azz € se es- 
colhermos o ponto arbitrário (rý, 0j, z%) para ficar acima do “centro” da base (Figuras 14.3.6 
e 14.6.3), segue-se, então, de (5) da Seção 14.3, que a base tem área AA, = rý Ar, A6,. En- 
tão, (2) pode ser escrita como 


AVk = rý Ari AO; A zk = rý Azk Arg AO 


Substituindo essa expressão em (1), obtemos 
I Ff(r,0,2)dV = lim Do SOY, OE, rj Azk Ark Abk 
5 k=1 


que sugere que a integral tripla em coordenadas cilíndricas possa ser calculada como uma 
integral iterada da forma 


) it ey = F(r,0, z)r dz dr do (3) 


limites 
apropriados 


Nessa fórmula, a integração em relação a z é feita primeiro, depois em relação a r e, por fim, 
em relação a 6, porém qualquer ordem de integração é permissível. 

O seguinte teorema, que enunciamos sem provar, torna as ideias precedentes mais 
precisas. 


14.6.1 TEOREMA Seja G um sólido cuja superfície superior tem equação z = ga(r, 0) 
e cuja superfície inferior tem equação z = gi(r, 0) em coordenadas cilíndricas. Se R for a 
projeção do sólido no plano xy e se f(r, 0, z) for contínua em G, então 


2(1,0) 
[ff secar = ffI saco] é 
g1(r,0) 


em que a integral dupla em R é calculada em coordenadas polares. Em particular, se a 
projeção de R for como mostrado na Figura 14.6.4, então (4) pode ser escrita como 


O pr(0) paa(r,0) 
JIJ res zV = I / J f(r,0, 2)r dz dr do 
1(0) Jg1(r,0) 


O tipo de sólido ao qual se aplica a Fórmula (5) é ilustrado na Figura 14.6.4. Para apli- 
car (4) e (5), é melhor começar com um esboço tridimensional do sólido G, do qual podem 
ser obtidos os limites de integração como segue: 
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Figura 14.6.5 


A ordem de integração no lado direito 
de (6) pode ser alterada, desde que 
os limites de integração sejam conve- 
nientemente ajustados. 


Determinação dos Limites de Integração: Coordenadas Cilíndricas 


Passo 1 Identifique as superfícies superior z = g2(r, 0) e inferior z = gi(r, 0) do sólido. As 
funções gi(r, 0) e g>(r, 0) determinam os limites de integração em z. (Se as super- 
fícies superior e inferior forem dadas em coordenadas retangulares, converta-as 
para coordenadas cilíndricas.) 


Passo 2 Faça um esboço bidimensional da projeção R do sólido no plano xy. Os limites 


de integração r e O podem ser obtidos desse esboço exatamente como no caso 
das integrais duplas em coordenadas polares. 


> Exemplo 1 Use integração tripla em coordenadas cilíndricas para calcular o volume do 
sólido G que é limitado acima pelo hemisfério z = 25 — x? — y?, abaixo pelo plano xy e 
lateralmente pelo cilindro x? + y? = 9. 


Solução O sólido G e sua projeção R no plano xy são mostrados na Figura 14.6.5. Em co- 


ordenadas cilíndricas, a superfície superior de G é o hemisfério z = 25 — r?, e a superfície 
inferior é o plano z = 0. Assim, por (4), o volume de G é 


v=- ele 


Para a integral dupla em R, usamos coordenadas polares: 


27 V25-r2 2x SER 
v=[ ni rdedrdo = f I a 


2x 3 
- [ [> 25- r? ardo = f” E E Pis Pe] do 
0 r=0 
= — dð = —nr 4 du = —2r dr 
A 3 


3 


dr d0 


E CONVERSÃO DE INTEGRAIS TRIPLAS DE COORDENADAS RETANGULARES 
PARA CILÍNDRICAS 

Às vezes, uma integral tripla difícil de integrar em coordenadas retangulares pode ser calcu- 

lada mais facilmente fazendo-se a substituição x = r cos 0, y = r sen 6, z = z para convertê-la 

em uma integral em coordenadas cilíndricas. Com essa substituição, uma integral tripla retan- 

gular pode ser expressa como uma integral iterada em coordenadas cilíndricas por 


JI Eo Vo A = Ff f(r cos0,r send, z)r dz dr do (6) 


limites 
apropriados 


> Exemplo 2 Use coordenadas cilíndricas para calcular 


9x2 n9-x2-y? 
f. Lim Í x? dzdy dx 


V9-x2 


Figura 14.6.6 


Figura 14.6.7 


(ops OE pK) 


su . 
k 7 
Volume AV; 

xX 


Figura 14.6.8 
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Solução Em problemas desse tipo, é conveniente esboçar a região de integração G e sua 
projeção R no plano xy. Pelos limites de integração em z, a superfície superior de G é o para- 
boloide z = 9 — xº — y2, e a superfície inferior é o plano xy de equação z = 0. Pelos limites de 
integração em x e y, a projeção R é a região do plano xy delimitada pelo círculo x? + y? = 9 
(Figura 14.6.6). Assim, 


3 V9-x2 9-x2—y? 
J Í f xtdzdydx = | ff xav 
-3 J- 9-2 Jo 
G 
9-r? 27 (3 p9-r? 
a Í r? cos? 0 dz a= f Í Í (r? cos? 0)r dz dr de 
0 o Jo Jo 
R 
27 3 9-p? 2x 3 gp? 
al Í / r° cos? 0 dz dr do = Í [zr° cos” 0] “o drdo 
o Jo Jo o Jo = 
2x 3 2x 4 6 3 
9 
— Í | (9r? — r*) cos? 6 dr do = [ (5 = 5) cos? J do 
0 0 (0) 4 6 r=0 


243 [° 2 243 [71 2437 
= — cos“ 0 dO = (1 +cos20)d0 = —— «4 
4 Jo 4 Jo 2 4 


E INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS ESFÉRICAS 
Em coordenadas esféricas, as equações mais simples são da forma 


p = constante, 6= constante, œ = constante 


Como indicado na Figura 11.8.4, a primeira equação representa uma esfera centrada na ori- 
gem, a segunda, um semiplano articulado no eixo z e a terceira, uma folha de um cone circu- 
lar reto com seu vértice na origem e sua reta de simetria ao longo do eixo z para q + 7/2 eo 
plano xy para é = 7/2. Por uma cunha esférica ou elemento esférico de volume entendemos 
um sólido compreendido entre seis superfícies da seguinte forma: 


duas esferas p=0 p= (P < p) 
0=0, 0=0 (01 <) 


duas folhas de dois cones circulantes retos ġ =¢ı, ġ=¢ġ2: (1 < 2) 


dois semiplanos (verticais) 


(Figura 14.6.7). Vamos referir-nos aos números p2 — p1, O) — 0, e 6 — 0, como as dimensões 
de uma cunha esférica. 

Se G for uma região sólida no espaço tridimensional, então a integral tripla em G de 
uma função contínua f(p, 0, 4) em coordenadas esféricas é definida analogamente à integral 
tripla em coordenadas cilíndricas, exceto que o sólido G é dividido em cunhas esféricas por 
um reticulado tridimensional consistindo em esferas com centro na origem, semiplanos arti- 
culados no eixo z e folhas de cones circulares retos com vértices na origem e retas de simetria 
ao longo do eixo z (Figura 14.6.8). 

A equação que define uma integral tripla em coordenadas esféricas é 


ff roo oa = im DO RAV O) 
/ z 


onde AV; é o volume da k-ésima cunha esférica que está no interior de G, (ož, 0%, 4) é um 
ponto arbitrário dessa cunha e n cresce de tal maneira que as dimensões de cada cunha esfé- 
rica interna tendam para zero. 
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=, * 
psen ož- 


A 


p. 953) 


AV; = pj? sen dj Apr Ab; A0; 


Figura 14.6.9 


Observe o fator adicional de o° sen & 
que aparece no integrando quando 
convertemos uma integral tripla para 
uma integral tripla iterada em coorde- 
nadas esféricas. Isso é análogo ao fa- 
tor adicional de r que aparece na inte- 
gral tripla em coordenadas cilíndricas. 


É preferível expressar a integral de (7) como uma integral iterada, para finalidades com- 
putacionais. Nos exercícios, orientamos o leitor a mostrar que se o ponto (0;;, 0, č) for es- 
colhido adequadamente, então o volume A V; em (77) pode ser escrito como 


AV; = pj sen pr Ap; AP AO, (8) 


onde Apk, Ady e Ab; são as dimensões da cunha (Figura 14.6.9). Substituindo isso em (7), 
obtemos 


I | fo, 0, p) dV = lim X S OE, PDP sengt Apr Adr Ab 
G k=1 


o que sugere que uma integral tripla em coordenadas esféricas pode ser calculada como uma 
integral iterada da forma 


n sopa = [[ FC, 0, p) o” sen é dp do do (9) 
a 


limites 
apropriados 


O análogo do Teorema 14.6.1 para integrais triplas em coordenadas esféricas é de enun- 
ciado cansativo, portanto, em vez disso, vamos dar alguns exemplos que ilustram as técnicas 
para obter os limites de integração. Em todos os nossos exemplos, usaremos a mesma ordem 
de integração — primeiro em relação a p, depois ¢ e, por fim, 6. Uma vez que as ideias bási- 
cas tenham sido dominadas, não deve haver qualquer problema para se usar outras ordens de 
integração. 

Suponha que queiramos integrar f(p, 0, 4) no sólido esférico G contido na esfera p = po. 
A ideia básica é escolher os limites de integração de tal modo que cada ponto do sólido seja 
incluído no processo de integração. A Figura 14.6.10 ilustra uma das maneiras de fazer isso. 
Mantendo 6 e à fixados na primeira integração, deixamos p variar entre O e po, o que cobre 
uma reta radial da origem à superfície da esfera. A seguir, mantendo 0 fixado, deixamos À 
variar de O a x de modo que a reta radial varra uma região em forma de leque. Finalmente, 
deixamos O variar de O a 27, de modo que a região em forma de leque faça uma revolução 
completa, varrendo, portanto, a esfera inteira. Assim, a integral tripla de fp, 0, 4) no sólido 
esférico G pode ser calculada escrevendo 


2x x po 
1 foo pav= | [| fe, 0, 4)p? seng dp do do 
G 


x X x 
p varia de 0 a pọ com ġ varia de 0 az 9 varia de O a 27. 
0 e q fixados. com 6 fixado. 


Figura 14.6.10 


A Tabela 14.6.1 sugere como os limites de integração em coordenadas esféricas podem 
ser obtidos para outros sólidos comuns. 
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Tabela 14.6.1 
DETERMINAÇÃO DOS LIMITES 


INTEGRAL 


Esta é a parte da esfera de raio po 
localizada no primeiro octante. 


mx/2 fI Po 
Í Í p F8, $30 seng dp do do 


X 
p varia de O a po 


4 varia de O a 7/2 9 varia de 0 a 7/2. 
com 6 e à fixados. com 6 fixados. 
Em a A E 27 (do fo 
Este sólido tipo casquinha de sorvete é cortado f f Fp. 0,6) o sen q dp dy do 
da esfera de raio po pelo cone ¢ = ġo. o Jo Jo o 
AZ AZ Z 
M~ po 


Po 


x 


X 


x 
p varia de 0 a po & varia de O a do 9 varia de 0 a 27. 
com 6 e q fixados. com 6 fixados. 
E A 7 2m (db Po 
Este sólido é cortado da esfera de raio po f f f(p,0 dp? sen é dp dọ do 
por dois cones, & = 4, e & = 4», onde di < qo. 0 Joy J0 o 
AZ AZ z 
~o 


x 


xX 


x 
p varia de 0 a po 


& varia de 4 a ġ2 6 varia de 0 a 27. 
com 6 e q fixados. com 6 fixados. 
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Tabela 14.6.1 (continuação) 


DETERMINAÇÃO DOS LIMITES INTEGRAL 


27 foo pasecó 
f | i fp, 0, 6)? sen ġ dp dg do 
0 0 0 


Este sólido é envolvido lateralmente pelo cone 
+ = bo com O < do < 7/2 em cima pelo plano horizontal z = a. 


AZ AZ A AZ 


xX xX 
p varia de O a & varia de do 0 varia de 0 a 27. 
a sec ġ com 0 e com 6 fixado. 


& fixados. 


Este sólido está compreendido entre duas esferas 
concêntricas, p = pı € p = p, onde p; < p2 


2x x P 
f f f F(p, 0, p) sen ġ dp do do 
o Jo Jo 


1 


z 


x x X 
p varia de pı a p2 x varia de 0 a x O varia de 0 a 27. 
com ¢ e 0 fixados. com ð fixado. 


> Exemplo 3 Use coordenadas esféricas para calcular o volume do sólido G delimitado 
acima pela esfera x? + y? + z? = 16 e abaixo pelo cone z = y/x? + y2. 

Solução O esboço do sólido G é mostrado na Figura 14.6.11. Em coordenadas esféricas, a 
equação da esfera x? + y? + z? = 16 é p = 4, e a equação do cone z = yx? + y? é 


p coso = y p? sen? ọ cos? 0 + p? sen? Pp sen? 6 


que simplifica para 
p cos p= p sen q 


Dividindo ambos os membros dessa equação por p cos &, obtemos tg & = 1, do que segue que 


Figura 14.6.11 b=1/4 
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Assim, usando a segunda entrada na Tabela 14.6.1, o volume de G é 


2m pn/4 p4 
=f] av= f l f o° sen g dp dọ do 
o Jo 0 
G 
2x pr/4 o 4 
= Í [5 send dy do 
0 0 3 p=0 


27 pn/4 64 
=f f A sen 6 dg do 
0 0 
64 [7 x 64 [7 2 
=-5 | [-cosóliçdo = (1-2) as 
0 0 
647 


= 5 2- 2) = 39,26 <4 


E CONVERSÃO DE INTEGRAIS TRIPLAS DE COORDENADAS RETANGULARES 
PARA ESFÉRICAS 

Utilizando a Tabela 11.8.1, podemos converter as integrais triplas de coordenadas retangula- 

res para coordenadas esféricas substituindo x = p sen É cos 0, y = p sen ġ sen 0, z = p cos q. 

As duas integrais são relacionadas pela equação 


JI IE Mo NCA = /f Ff(p sengo cos), p senp seno, p cos ġ)p° sen q dp dọ do (10) 


limites 
apropriados 


> Exemplo 4 Use coordenadas esféricas para calcular 


V4-x2 /4-x2—y2 
L J Í z’ y x2 + y? +z? dzdy dx 


N4-x2 


Solução Em problemas desse tipo, é conveniente começar (quando possível) com um es- 
boço da região de integração G. De acordo com os limites de integração em z, a superfície 
superior de G é o hemisfério z = 4 — x? — y2, e a superfície inferior é o plano xy de equa- 
ção z = 0. Pelos limites de integração em x e y, a projeção do sólido G no plano xy é a região 
delimitada pelo círculo x? + y? = 4. Com essas informações, obtemos o esboço de G da Fi- 
gura 14.6.12. Então, 


ze z=V4 -x-y Ei l zyx? + y? +z? dzdydx 


V4-x2 
y 
x +y2=4 


= fee +y +z” dV 
G 
2m pra/2 p2 
E = Í / p° cos? p sen ġ do do d0 
Figura 14.6.12 0 0 0 


2x x/2 32 
= | — cos? q send dọ do 
o Jo 3 


32 ("f 1 Re 32 [7.64 
= — [5 c05'9] do = — d0 = —rn 4 
3 0 3 4=0 9 0 9 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.6 (Ver página 1058 para respostas.) 


1. (a) A cunha cilíndrica 1 < r < 3, m/6 < 0 < m/2,0<z<5 
tem volume V = A 
(b) A cunha esférica 1 < p < 3, 7/6 < 0 < 7/2,0 < ġ < 7/3 
tem volume V = 


2. Seja G a região sólida dentro da esfera de raio 2 centrada na 
origem e acima do plano z = 1. Em cada parte, preencha as la- 
cunas com o integrando e os extremos de integração que faltam 
nas integrais iteradas em coordenadas cilíndricas. 

(a) O volume de G é 


Jff æ=f | | —— ira 
o EI õ 
G 
Z 
o J|] arya” 
g (mi (mj [m] 
Lo 


EXERCÍCIOS 14.6 [elcas 


dz dr do 


3. Seja G a região sólida descrita no Exercício 2. Em cada parte, 
preencha as lacunas com o integrando e os extremos de integra- 
ção que faltam nas integrais iteradas em coordenadas esféricas. 
(a) O volume de G é 


o o m] 
ffe- EE f — ee 
o o o 
G 
z 
o JJ mie 
G E o m] 
ELE 


dp dọ do 


1-4 Calcule a integral iterada. EB 


2x pl pvl-r 
i [| zr dz dr d0 
o Jo Jo 
x/2 cos6 r 
2 f f f r sen dz dr d0 
0 0 0 


m/2 pal? pl 
3. Í | f 0 sengcos dp dọ do 
0 0 0 


2m pn/4 asech 
4. Í f f œ senġgdpodġdO (a> 0) 
0 0 0 


8. Esboce a região G e identifique a função f tal que 


II fo, 0, ġ)dV 


corresponda à integral iterada do Exercício 4. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5. Esboce a região G e identifique a função f tal que 


Ff Fr, 0,20) dV 
G 


corresponda à integral iterada do Exercício 1. 


6. Esboce a região G e identifique a função f tal que 


I fr, 0,z)dV 
G 


corresponda à integral iterada do Exercício 2. 


7. Esboce a região G e identifique a função f tal que 


JI rossa 


corresponda à integral iterada do Exercício 3. 


9-12 Use coordenadas cilíndricas para encontrar o volume do 
sólido. EH 


9. O sólido compreendido pelo paraboloide z = x? + y? e o plano 
Z= 9; 


10. O sólido limitado acima pela esfera x? + y? + z? = 1 e abaixo 
pela folha de cone z = yx? + y?. 


11. O sólido que está dentro da superfície 7? + z? = 20 e abaixo da 
superfície z = 7º. 


12. O sólido compreendido entre o cone z = (hr)/a e o plano z = h. 


13-16 Use coordenadas esféricas para encontrar o volume do 
sólido. E 


13. O sólido limitado acima pela esfera p = 4 e abaixo pelo cone 
b= 1/3. 

14. O sólido no interior do cone é = 7/4 e entre as esferas p = 1 e 
p=2. 

15. O sólido delimitado pela esfera x? + y? + z? = 4a? e os planos 
z=0ez=a. 


16. O sólido dentro da esfera x? + y +72 = 9, fora do cone 
z = yx? + y? e acima do plano xy. 


[5] 25. 


17-20 Use coordenadas cilíndricas ou esféricas para calcular a in- 
tegral. E 


a Na2-x2 q2-x?-y? 
17. Í 1 / xdzdydx (a>0) 
o Jo 0 
1 V1-x2 N/1-x2—y2 
18. / f | y EA dzdy dx 
— Jo 0 


4-2 y? 8— /8-x2—y2 
19. T f 2 dzdx dy 
Vara 
9— 9-2 N/9-x2—y2 x2-y? 
20. E L o. vx? + y? +z?dzdx dy 
9-72 y? N/9-x2—y2 x2—y2 


21-24 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


21. Uma integral tripla em coordenadas cartesianas pode ser expres- 
sa como uma integral iterada em coordenadas cilíndricas como 


JI f(x, y,z)dV = I f(rcos6,r seno, 2)r? dz dr do 


limites 
apropriados 


22. Se0O<p<p,0<O<h<Ime)<pb<dgh<rT, então 


o volume da cunha esférica limitada pelas esferas p = pı e 
p = p e os semiplanos 6 = 0, e 0 = 0, e as folhas de cone 


$ = ġı e p= q será 


02 fh fm 
1 I f o° senġ dp dọ do 
à 1 pı 


Seja G a região sólida do espaço tridimensional entre as es- 
feras de raios 1 e 3 centradas na origem e acima do cone 


z = x? + y2.0 volume de G é igual a 


x/4 27 3 
f f | o° sen ġ dp do do 
0 o Ji 


Se G for o sólido do Exercício 23 e se f(x, y, z) for contínua em 
G, então 


n/A p2x p3 

I fax av= f | [F000 sendo do ao 
0 0 1 

G 


onde F(p, 0, $) 


23. 


24. 


= f (p sen q sen 6, p sen Pp cos 0, p cos q). 
(a) Use um CAS para calcular 


E. DES dor de 


(b) Encontre uma função f(x, y, z) e esboce uma região G do 
espaço tridimensional tais que a integral tripla em coorde- 
nadas retangulares 


Ff f(x,y, 2) dV 
G 


tenha o mesmo valor que a integral em coordenadas cilín- 
dricas de (a). 


Cc 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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Use um CAS para calcular 


m/2 pn/4 pcos6 
f f Í p” cosġ cos!’ O dp dg do 
0 0 0 


2 usando 


Encontre o volume dentro de x? + y? + z2? = a 
(a) coordenadas cilíndricas; 


(b) coordenadas esféricas. 


Seja G o sólido no primeiro octante limitado pela esfera 
xX +y +Z = 4 e os planos coordenados. Calcule 


JH oro 


(a) usando coordenadas retangulares; 
(b) usando coordenadas cilíndricas; 
(c) usando coordenadas esféricas. 


Calcule o volume do sólido no primeiro octante limitado pela 
esfera p = 2, os planos coordenados e os cones q = 7/6 e 


$= 1/3. 


Neste exercício, vamos deduzir uma fórmula para o volume da 

cunha esférica ilustrada nas Figuras 14.6.7 e 14.6.9. 

(a) Use uma integral tripla em coordenadas cilíndricas para 
mostrar que o volume do sólido limitado acima por uma 
esfera p = po, abaixo por um cone é = ġo e dos lados por 
0=0 e0 = (01 < 2) é 


V = 4001 — cos ġo) (®2 — 01) 


[Sugestão: Em coordenadas cilíndricas, a esfera tem equa- 
ção r? +z? = pg e o cone tem equação z = r cotg ġo. Para 
simplificar, considere somente o caso O < do < 7/2.] 

Subtraia os volumes apropriados e use o resultado da parte 


(b) 


(a) para deduzir que o volume AV da cunha esférica é 


30.3 
EL (cos 


AV = cos 4>)(02 — 01) 
Aplique o Teorema do Valor Médio às funções cos e p? 
para concluir que a fórmula da parte (b) pode ser escrita 


como 


(c) 


AV = p* sen ġ* Ap AP A0 


onde p* está entre pı e p2, P* está entre bi e do e 
Ap = p — pı, AQ = h2 — Q1, A0 = 02 — 01. 


Texto Suponha que uma integral tripla seja expressa em co- 
ordenadas cilíndricas ou esféricas de tal modo que a variável 
de integração mais externa seja 6 e nenhum dos limites de in- 
tegração envolva 6. Discuta o que isso diz sobre a região de 
integração da integral. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.6 


20 13 2m (3 qua 2m aco pyi rz 
1. (a) —x (b) —x 2. (a) f f / rdzdrdo (b) Í | J —— dz dr dô 
3 9 o Jo dh o Jo Ji E 


2x x/3 2 2x m/3 2 
3. (a) f f f p? senpdpdpdo (b) Í 1 f p cos 4 sen ġ do dy do 
0 0 sec À 0 0 sec À 


14.7 MUDANÇA DE VARIÁVEIS EM INTEGRAIS MÚLTIPLAS; JACOBIANOS 


Nesta seção, discutiremos um método geral para calcular integrais duplas e triplas por 
substituição. A maioria dos resultados desta seção é de demonstração difícil, portanto a 
nossa abordagem será informal e motivacional. Nosso objetivo é oferecer um entendimento 
geométrico dos princípios básicos e uma exposição às técnicas computacionais. 


E MUDANÇA DE VARIÁVEL EM UMA INTEGRAL SIMPLES 

Para motivar as técnicas de calcular integrais duplas e triplas por substituição, será útil consi- 
derar o efeito de uma substituição x = g(u) em uma integral simples no intervalo [a, b]. Se g 
for diferenciável e crescente ou decrescente, então g é injetora e 


b gb) 
{ sœax= [ : f(e (u))g' (u) du 
a g`! (a 


Nessa relação, f(x) e dx são dadas em função de u, e os limites de integração de u resultam da 
resolução das equações 


a=gu) e b= glu) 


No caso de g ser decrescente, temos g !(b) < g7 !(a), que é contrário à nossa convenção usual 
de escrever as integrais definidas com limite de integração superior maior. Podemos contor- 
nar a situação invertendo os limites de integração e escrevendo 


b sa) sa) 
/ SO) dx = -f f(e u))g' (u) du = f f8 Uu)lg' (ul du 
a g7! (b) 87 (b) 


onde o valor absoluto resulta do fato de g'(u) ser negativa. Assim, independentemente de g 
ser crescente ou decrescente, podemos escrever 


b B 
| at= | Temmi (ul du (1) 


onde a e £ são os limites de integração deu e æ < £. 

A expressão g'(u) que aparece em (1) é denominada jacobiano da mudança de variável 
x = g(u), em homenagem a C. G. J. Jacobi, que fez o primeiro estudo sério sobre a mudança 
de variáveis das integrais múltiplas em meados do século XIX. A Fórmula (1) revela três con- 
sequências da mudança de variável x = g(u): 


e O novo integrando torna-se f(g(u)) vezes o valor absoluto do jacobiano. 
e dx torna-se du. 
e O intervalo de integração de x transforma-se em um intervalo de integração de u. 


Nosso objetivo, nesta seção, é mostrar que resultados análogos valem na mudança de variá- 
veis em integrais duplas e triplas. 
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E TRANSFORMAÇÕES DO PLANO 
Em seções anteriores, consideramos equações paramétricas de três espécies: 


t=O, 9=10) 
t=O y=30, 2=20 
srta) = 90,0), z= 


Consideraremos, agora, equações paramétricas da forma 


(2) 


As equações paramétricas desse tipo associam pontos do plano xy com pontos do plano uv. 
Essas equações podem ser escritas em forma vetorial como 


x=x(u,v), y= y(u, v) 


r = r(u, v) = x(u, vi + y(u, v)j 


onde r = xi + yj é um vetor posição no plano xy e r(u, v) é uma função vetorial das variáveis 
uev. 

Também será conveniente, nesta seção, imaginar as equações paramétricas em (2) em ter- 
mos de entradas e saídas. Se imaginarmos o par de números (u, v) como uma entrada, então as 
duas equações, em conjunto, produzem uma única saída (x, y) e, portanto, definem uma função 
T que associa pontos do plano xy com pontos do plano uv. Essa função é descrita pela fórmula 


T(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) 


Dizemos que T é uma transformação do plano uv para o plano xy, e (x, y) é a imagem de 
(u, v) pela transformação T. Dizemos, também, que T leva, ou aplica, (u, v) em (x, y). O con- 
junto R de todas as imagens no plano xy de um conjunto S no plano uv é chamado de imagem 
de S por T. Se pontos distintos do plano uv têm imagens distintas no plano xy, então se diz 
que T é injetora. Nesse caso, as equações (2) definem u e v como funções de x e y, ou seja 


u=u(x,y), v=u(x,)) 


Essas equações, que, muitas vezes, podem ser obtidas resolvendo (2) para u e v em função de 
x e y, definem uma transformação do plano xy no plano uv que leva a imagem de (u, v) por 
T de volta para (u, v). Essa transformação é denotada por T”! e é denominada inversa de T 
(Figura 14.7.1). 


Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Matemático ale- 
mão. Jacobi, filho de um banqueiro, foi criado em um am- 
biente de riqueza e cultura e mostrou brilhantismo na Ma- 
temática desde cedo. Resistiu ao estudo da Matemática 
mecanicamente, preferindo, em vez disso, aprender os 
princípios gerais dos trabalhos dos mestres, Euler e La- 


elípticas, um ramo da Matemática com aplicações importantes em 
Astronomia e em Física, bem como em outros campos da Mate- 
mática. Devido à riqueza de sua família, Jacobi não dependeu do 
seu salário de professor nos primeiros anos. Entretanto, seu mun- 
do confortável acabou entrando em colapso. Em 1840, sua família 
faliu e ele, pessoalmente, perdeu tudo financeiramente. Em 1842, 


grange. Entrou na Universidade de Berlim aos 16 anos, como es- 
tudante de Matemática e dos clássicos. Entretanto, compreendeu 
cedo que não podia estudar ambos e dedicou-se inteiramente à 
Matemática, com uma intensidade ardorosa que manteria durante 
toda a sua vida. Recebeu o diploma de Ph.D. em 1825 e foi capaz 
de assegurar uma posição de professor na Universidade de Berlim, 
desistindo do judaísmo e tornando-se cristão. No entanto, suas 
oportunidades de promoção permaneceram limitadas e ele mudou 
para a Universidade de Kônigsberg. Jacobi nasceu para lecionar — 
tinha uma personalidade dinâmica e dava suas aulas com uma cla- 
reza e um entusiasmo que frequentemente deixavam sua plateia 
fascinada. Apesar dos extensos compromissos letivos, foi capaz de 
publicar obras revolucionárias de pesquisa matemática que acaba- 
ram transformando-o em líder matemático europeu depois de 
Gauss. Seu campo de pesquisa principal foi na área das funções 


teve um colapso nervoso devido ao excesso de trabalho. Em 1843, 
ficou seriamente doente, de diabetes, e mudou-se para Berlim com 
a ajuda de uma subvenção governamental para custear suas despe- 
sas médicas. Em 1848, ele fez um comentário político imprudente 
que fez o governo retirar a subvenção, resultando na perda de sua 
residência. Sua saúde continuou a piorar e em 1851, por fim, ele 
sucumbiu a sucessivos ataques de gripe e varíola. Apesar de todos 
os problemas, Jacobi foi um trabalhador incansável até o fim. 
Quando um amigo demonstrou preocupação com o efeito do ex- 
cesso de trabalho em sua saúde, Jacobi replicou: “Certamente, te- 
nho arriscado minha saúde algumas vezes pelo excesso de traba- 
lho, mas e daí? Somente os repolhos não têm nervos, nem 
preocupações. E o que conseguem com seu bem-estar perfeito?” 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl Jacobi2.jpg] 
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Como há quatro variáveis envolvidas, 
uma figura tridimensional não é muito 
útil para descrever geometricamente 
a transformação. A ideia é usar dois 
planos para conseguir as quatro di- 
mensões necessárias. 


v AY 


y= 
va 


Figura 14.7.1 


Uma maneira de visualizar o efeito geométrico de uma transformação T é determinar as 
imagens no plano xy de retas verticais e horizontais do plano uv. De acordo com o que vimos 
na Seção 14.4, os conjuntos de pontos do plano xy, que são imagens de retas horizontais (v 
constante) são chamados de curvas de v constante, e os conjuntos de pontos que são imagens 
de retas verticais (u constante) são chamados de curvas de u constante (Figura 14.7.2). 


AU A) 


- Curva de v constante 


u : ( x 
> > 


Curva de u constante 


Figura 14.7.2 


> Exemplo 1 Seja Ta transformação do plano uv para o plano xy definida pelas equações 
x=q(u+v), y=}; v) (3) 

(a) Determine T (1,3). 

(b) Esboce as curvas de v constante correspondentes a v = —2, —1,0,1,2. 

(c) Esboce as curvas de u constante correspondentes a u = —2, — 1, 0, 1, 2. 

(d) Esboce a imagem por T da região quadrada do plano uv limitada pelas retas u = —2, 


u=2,v=-Zev=2. 
Solução (a) Substituindo u = 1 e v = 3 em (3), temos T(1,3) = (1, —1). 


Soluções (b) e (c) Nessas partes, será conveniente expressar as equações da transformação 
com u e v como funções de x e y. Por (3) 


4x=ut+v, 2y=u—u 
Combinando essas equações, obtemos 
4x+2y=2u, 4x—-2y=2v 
ou 
2x+y=u, 2x—y=v 
Assim, as curvas de v constante correspondentes a v = —2, —1,0, 1 e 2 são 
2x—y=-2, 2x-y=-—1, 2x-y=0, 2x—-y=1, 2x—-y=2 
e as curvas de u constante correspondentes a u = —2, —1, 0, 1 e 2 são 
2x+ty=-2, 2x+y=-1, 2x4+y=0, 2x+y=1, 2x+y=2 


Na Figura 14.7.3, as curvas de v constante são mostradas em azul claro e as curvas de u cons- 
tante, em azul escuro. 


Figura 14.7.4 


Figura 14.7.5 
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Figura 14.7.3 


Solução (d) A imagem de uma região pode, muitas vezes, ser obtida determinando-se a 
imagem de sua fronteira. Neste caso, as imagens das retas de fronteira u = —2, u = 2, v = —2 
e v = 2 envolvem a região em forma de losango no plano xy, mostrada na Figura 14.7.4. < 


E JACOBIANOS EM DUAS VARIÁVEIS 


Para deduzir a fórmula da mudança de variável em integrais duplas, precisaremos entender a 
relação entre a área de uma região retangular pequena no plano uv e a área de sua imagem no 
plano xy pela transformação T dada pelas equações 


x=x(u,v), y= y(u, v) 


Para isso, suponha que Au e Av sejam positivos e considere uma região retangular S no plano 
uv envolvida pelas retas 


u= Uuo, u=ug+ Au, v=v, v= v+ Av 


Se as funções x(u, v) e y(u, v) forem contínuas e se Au e Av não forem muito grandes, então 
a imagem de S no plano xy será uma região R que parece um paralelogramo ligeiramente 
distorcido (Figura 14.7.5). Os lados de R são as curvas de u constante e de v constante que 
correspondem aos lados de S. 


Av A) Imagem de u = uy + Au 
u = ug u = ug + Au Imagem de u = uo 
v = v+Av Imagem de v = vo + Av 
S Av 
v = vo Imagem de v = v 
(uo, vo) Au 9 0 

u xX 
> > 


Se considerarmos 
r = r(u, v) = x(u, vi + y(u, v)j 


como o vetor posição do ponto do plano xy correspondente ao ponto (u, v) do plano uv, então 
a curva de v constante, correspondente a v = vo e de u constante, correspondente a u = uo, 
podem ser representadas em forma vetorial como 


r(u, vo) = x(u, vo)i + yu, vo)j 


Curva de v constante 
Curva de u constante 


Como estamos supondo que Au e Av sejam pequenos, a região R pode ser aproximada por 
um paralelogramo determinado pelos “vetores secante” 


r(uo, v) = x(uo, v)i + y(uo, v)j 


a = r(uo + Au, vo) — r(uo, vo) (4) 
b = r(uo, vo + Av) — r(uo, vo) (5) 
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BA 
r(uo, V) 


r(u, vo) 
X 


Figura 14.7.6 


yx 


Figura 14.7.7 


mostrados na Figura 14.7.6. Uma aproximação mais conveniente de R pode ser obtida usando 
as Fórmulas (7) e (8) da Seção 14.4 para aproximar esses vetores secantes por vetores tan- 
gentes, como segue: 


r(uo + Au, vo) — r(uo, vo) 
= Au 


Au 

or dx. Oy 

L Au = | 14] 

ðu du du 

p — To vo + Av) — r(uo, vo) 

Av 

dr i4 dy A 

= v= i v 
du du" qui 


onde as derivadas parciais são calculadas em (uo, vo) (Figura 14.7.7). Portanto, segue que a 
área da região R, que denotaremos por AA, pode ser aproximada pela área do paralelogramo 
determinado por esses vetores. Assim, pelo Teorema 11.4.5(b), temos 


[5 3 15 9 


r 
x 
ð ð ðu ðv 


r r 
Au x Av Au Av (6) 
u v 


na qual as derivadas são calculadas em (uo, vo). Calculando o produto vetorial, obtemos 


1 J k dx dy dx dx 
dx Oy e a aa I 
or or ER A ou ðu ðu ðv 
ðu ðv x dy dy dy 
əx Y gl læ Do du v 
ðv ðv 


O determinante de (7) é suficientemente importante para ter sua própria terminologia 
e notação. 


14.7.1 DEFINIÇÃO Se Tfor a transformação do plano uv no plano xy definida pelas 
equações x = x(u, v), y = y(u, v), então o jacobiano de T será denotado por J(u, v) ou 
a(x, y)/d(u, v) e definido por 
dx Ox 
_|ðu ðv 
ðu ðv 


_ 9x Oy 


dy Ox 
ðu dv 


Usando essa notação decorre de (6) e (7) que 


ə , 
Kato) EP d Aui 
a (u, v) 
ou, uma vez que k é um vetor unitário, 
ð , 
e UN (8) 
o(u,v) 


No ponto (uo, vo), essa fórmula importante relaciona as áreas das regiões R e S da Figura 
14.7.5: ela nos diz que para valores pequenos de Au e Av, a área de R é aproximadamente 
o valor absoluto do jacobiano vezes a área de S. Além disso, prova-se nos cursos de Cálculo 
avançado que o erro relativo na aproximação tende para zero quando Au —> 0 e Av > 0. 
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E MUDANÇA DE VARIÁVEIS EM INTEGRAIS DUPLAS 
Nosso próximo objetivo é fornecer uma motivação geométrica para o seguinte resultado. 


14.7.2 FÓRMULA DA MUDANÇA DE VARIÁVEIS PARA INTEGRAIS DUPLAS Se a transfor- 


UR OEEC Da sou rss inca mação x = x(u, v), y = y(u, v) levar a região S do plano uv na região R do plano xy e se 


sob as quais a Fórmula (9) é verda- o jacobiano d(x, y)/d(u, v) for não nulo e não mudar de sinal em S, então, com restrições 
deira nos levaria além do escopo des- apropriadas na transformação e nas regiões, vale 

te curso. É suficiente dizer que a fór- 

mula vale se T for uma transformação o(x, y) 

injetora, f(x, y) for contínua em R, as o f(x, y) dAsy = If f(x(u, v), y(u, v)) 3 dAuv (9) 
derivadas parciais de x(u, v) e y(u, v) R S (u, v) 


existirem e forem contínuas em Se as 
regiões $ e R não forem muito com- 
plicadas. 


onde acrescentamos índices aos dA para ajudar a identificar as variáveis associadas. 


Para motivar a Fórmula (9), procedemos como segue: 


e Subdivida a região S do plano uv em retângulos por meio de retas paralelas aos eixos 
coordenados e exclua das considerações quaisquer retângulos que contenham pontos 
fora de S. Isso deixa somente regiões retangulares que são subconjuntos de S. Suponha 
que haja n tais regiões e denote a k-ésima região por Sx. Suponha que Sx tenha dimen- 
sões Au por Av, e, como mostrado na Figura 14.7.8a, considere que (u%, vý) seja seu 
“canto esquerdo inferior”. 


e Como mostrado na Figura 14.7.8b, a transformação T definida pelas equações 
x = x(u, v), y = y(u, v) leva S% no paralelogramo curvilíneo R, do plano xy e aplica 
o ponto (uj, v;) no ponto (xý, yý) = (x(u%, vý), y(u%, v;)) de Rx. Denote a área de Rx 
por AA}. 


e Em coordenadas retangulares, a integral dupla de f(x, y) na região R é definida como 
um limite de somas de Riemann nos quais R é subdividida em sub-regiões retangulares. 
Nos cursos de Cálculo avançado, demonstra-se que sob condições apropriadas podem 
ser usadas subdivisões em paralelogramos curvilíneos. Aceitando isso como verdadei- 
ro, podemos aproximar a integral dupla de f(x, y) em R por 


/ J fŒ, dA ~ Y fa, yE) AM 
R k=1 


a ( 
o(u 


z2] 
, v) 


n 
~ 3 fau}, vb, ya% vb) | Au Avk 
k=1 


AU A) 


= 
área AA, 


ys 


(a) (b) 
Figura 14.7.8 
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AU 


Figura 14.7.9 


u 


onde o jacobiano é calculado em (uj;, vý). Contudo, a última expressão é uma soma de 
Riemann da integral 


a(x, y) 
If f(x(u, v), y(u, v)) | TA 
S 


portanto, segue a Fórmula (9) supondo que os erros de aproximação tendam para zero 
quando n — +00. 


> Exemplo 2 Calcule 


ja 
x +) 
onde R é a região compreendida pelas retas x — y=0,x—-y=lL,x+ty=lex+y=3 


(Figura 14.7.9a). 


Solução Seria cansativo calcular diretamente essa integral, porque a região R é orien- 
tada de tal maneira que teríamos de subdividi-la e integrar cada parte separadamente. En- 
tretanto, a ocorrência das expressões x — y e x + y nas equações da fronteira sugere que a 
transformação 


U=x+y, v=x—y (10) 
poderia ser útil, visto que, com essa transformação, as retas de fronteira 
xty=1, x+y=3, x-y=0, x-y=1 


são curvas de u constante e v constante correspondentes às retas 


u=1, u=3, v=0, v=] 


no plano uv. Essas retas envolvem a região retangular S mostrada na Figura 14.7.9b. Para en- 
contrar o jacobiano d(x, y)/o(u, v) dessa transformação, primeiro resolvemos (10) para x e y 
em função de u e v. Isso dá 


x=Iu+v), y=1u-v) 


das quais obtemos 


a(x, y) (du ðv 
a (u, v) dy Oy 


[08] La O] Lud 


Assim, pela Fórmula (9), mas com a notação dA em vez de dA,,, 


Eras É o 


a(u, v) 

v 1 ft? fv 
— |—-—| dA =- — du dv 
u 2 2 0 1 Uu 

S 

1 1 

J) vIn [u| dv 

2 0 u=1 


3 
1 1 1 
—In3 vdv=-In3 «4 
2 0 4 


uv 


Av 


Figura 14.7.10 
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A ideia subjacente ilustrada no Exemplo 2 é encontrar uma transformação injetora que 
leve um retângulo S no plano uv na região de integração R e, depois, usar essa transformação 
como uma substituição na integral para produzir uma integral equivalente em S. 


> Exemplo 3 Calcule 


e 


R 


Í 


onde R é a região compreendida pelas retas y = 5x e y = x e as parábolas y = 1/x e y = 2/x 


(Figura 14.7.10a). 


Solução Como no exemplo anterior, procuramos uma transformação na qual as curvas de 
fronteira no plano xy tornam-se curvas de v constante e de u constante. Para isso, reescreve- 
mos as quatro curvas de fronteria como 


1 
on LEi xy=1, xy=2 
X 2 x 
que sugere a transformação 
u = E V=X) (11) 
x 


Com essa transformação, as curvas de fronteira no plano xy são curvas de u constante e de v 
constante correspondendo às retas 


u = 


no plano uv. Essas retas envolvem a região retangular S mostrada na Figura 14.7.10b. Para 
encontrar o jacobiano d(x, y)/3(u, v) dessa transformação, primeiro resolvemos (11) para x e 
y em função de u e v, o que dá 


das quais obtemos 


dx Ox 1 a 1 
a(x, y) |du dv] | 2u\u 2Nuv ad 1 d 
alu, v) dy Oy = 1 i 1 fu 4u 4u 2u 
ðu ðv 2Vu 2Ņ\v 


Assim, pela Fórmula (9), mas com a notação dA em vez de dA,y, 


If dA ff y l dA I E “dA 
e e” |—-— uv =- —e ia 
2u “D u 
R S s 
1 2 1 1 1 2 1 
J / —e” du dv = zf e” ln u dv 
2h hpu 2 Ji u=1/2 


1 2 1 
= 5n2 f e"dv=-(e —e)ln2 «4 
2 i 2 


E MUDANÇA DE VARIÁVEIS EM INTEGRAIS TRIPLAS 
Equações da forma 


x= x(u, v, w), y= y(u, v, w), z= z(u, v, w) (12) 
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u 


x 


Figura 14.7.11 


Aw 


definem uma transformação T do espaço uvw no espaço xyz. Da mesma maneira que uma 
transformação x = x(u, v), y = y(u, v) em duas variáveis leva retângulos pequenos do plano 
uv em paralelogramos curvilíneos no plano xy, também (12) leva pequenos paralelepípedos 
retangulares do espaço uvw em paralelepípedos curvilíneos do espaço xyz (Figura 14.7.11). 
A definição do jacobiano de (12) é semelhante à Definição 14.7.1. 


14.7.3 DEFINIÇÃO Se Tfor a transformação do espaço uvw para o espaço xyz definida 
pelas equações x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w), então o jacobiano de T será 
denotado por J(u, v, w) ou d(x, y, z)/3(u, v, w) e definido por 


dx 


(6,90) 
oa(u, v, w) 


J(u, v, w) = 


Com valores pequenos de Au, Av e Aw, o volume AV do paralelepípedo curvilíneo 
da Figura 14.7.11 está relacionado ao volume Au Av Aw do paralelepípedo retangular por 


a(x, y, z) 


Au Av A 13 
oa(u, v, w) dida (3) 


av =| 


que é o análogo da Fórmula (8). Usando essa relação e um argumento semelhante ao que le- 
vou à Fórmula (9), obtemos o resultado seguinte. 


14.7.4 FÓRMULA DA MUDANÇA DE VARIÁVEIS PARA INTEGRAIS TRIPLAS Se a transfor- 
mação x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) levar a região S do espaço uvw na 
região R do espaço xyz, e se o jacobiano d(x, y, z)/d(u, v, w) for não nulo e não mudar 
de sinal em S, então, com restrições apropriadas na transformação e nas regiões, vale 


fre y Ddtoe= [ff ro v, w), y(u, v, w), z(u, v, wy REA] ay, 


> Exemplo 4 Calcule o volume da região G envolvida pelo elipsoide 


Solução O volume V é dado pela integral tripla 


eaa 


Para calcular essa integral, fazemos a mudança de variáveis 


x=au, y=bv, z=cw (15) 


Os sinais dos valores absolutos são 
omitidos nas Fórmulas (16) e (17) por- 
que os jacobianos são não negativos 
(ver as restrições na Tabela 11.8.1). 
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que leva a região S do espaço uvw envolvida pela esfera de raio 1 na região G do espaço xyz. 
Isso pode ser visto em (15), notando que 


2 2 2 
x Z 
-r torna-se W +Y +w =l 


O jacobiano de (15) é 
dx əx Ox 
du ðv ðw a 0 0 
yD |dy dy dl lo p ol=ab 
ə (u, v, w) ðu ðv ðw 
O O c 
dz Oz dz 
du ðv ðw 


Assim, pela Fórmula (14), mas com a notação dV em vez de dVyyz, 


pe a= JII | TA 3 2 da =abe [ff Bum 
ol(u, v, w) 
S 


A última integral é o volume envolvido pea esfera de raio 1, que sabemos ser 4 tr. Assim, O 
volume envolvido pelo elipsoide é V = trabe. < 


Os jacobianos também aparecem na conversão de integrais triplas em coordenadas re- 
tangulares para integrais iteradas em coordenadas cilíndricas e esféricas. Como exemplo, no 
Exercício 48 pedimos ao leitor para mostrar que o jacobiano da transformação 


x=rcos0, y=rsen, z=z 


LON 


aay) 
a(r, 0, z) = 


e o jacobiano da transformação 


x= psenġcos0, y=psenpsend, z= pcos ġ 


LON 


(x, y, z) 
d(0,4,0) 


Assim, as Fórmulas (6) e (10) da Seção 14.6 podem ser expressas em termos de jacobianos 
como 


= o sen À 


JI fæ, y, z)dV = If a np e (16) 
Im (8), 74) 


limites 
apropriados 


d(x, , 2) 


dp dy do 
ana 


JI E, DN = ii f(p sengcos0, p seng sen, pcosd) ———— 


limites 
apropriados 


(17) 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.7 (Ver página 1071 para respostas.) 


1. Seja T a transformação do plano uv no plano xy definida pelas 3. Seja Ta transformação do Exercício 1. 
equações (a) O jacobiano d(x, y)/9(u, v) de T é 
(b) Seja R a região do Exercício 1(a). Preencha as lacunas com 
o integrando e os extremos de integração que faltam na 
(a) Esboce a imagem por T do retângulo 1 < u <3,0<v<2. mudança de variáveis dada por T. 
(b) Resolva para u e v em termos de x e y: 


o E) 
Jfa | I —  dudv 
u= JUS o Jo 
R 


2. Enuncie a relação entre R e S na fórmula de mudança de variáveis 


x=u—2v, y=3u+v 


4. O jacobiano da transformação 


(x, e 
ff re Dat = || só v), y(u, e2 dAuv x=uv, y=vw, Z=2w 
é 
ax, yz) 
du, v, w) | 
EXERCÍCIOS 14.7 
1-4 Encontre o jacobiano d(x, y)/ə(u, v). EM 15. O jacobiano da transformação x = r cos 0, y = r sen 0 é 
1. x=u+ 4v, y=3u—5v a(x, y) 2 
=r 
2. x=u +20, y= -— v a(r, 0) 
3. x= sen u + cos v, y= — cos u + sen v 16. O jacobiano da transformação x = p sen q cos 0, y = p sen q 
2u 2v sen 0, z = p cos q é 
4. x= ;7= 
u? + v? u? +v? a(x, y, z) A 
————— = p seng 
5-8 Resolva para x e y em função de u e v e, depois, calcule o jaco- alo, 4,0) 
biano d(x, y)/9(u, v). M 
5. u=2x— 5y, v=x+2y ENFOCANDO CONCEITOS 
6. u=¢, v=ye? 17-20 Esboce a imagem do conjunto S no plano xy sob a trans- 
Tu=2-ypv=2+y (x>0,7>0) formação dada. 
8. u=xy, v=x (x>0,9>0) 17. v 


(4,1) 
9-12 Encontre o jacobiano d(x, y, z)/d(u, v, w). E 


9. x=3u +v, y=u— 2w, z=v+w 


10. x= u — uv, y= uv — uvw, Z= uvw 
11. u=xy, v=y, w=x+z 
12. u=x+y+z, v=x+y=-z, w=x—-y+z 


13-16 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


13. Ser = x(u, v)i + y(u, v)j, então o valor de |d(x, y)/3(u, v)| em 
um ponto (uo, vo) será o perímetro do paralelogramo gerado 
pelos vetores dr/du e dr/dv em (uo, vo). 


14. Ser = x(u, v)i + y(u, v)jlevaroretângulo0O<u<2,]<v<5 
em uma região R do plano xy, então a área de R será dada por 


Ja, Da 
a (u, v) 


= usenv 


udv 


21. Use a transformação u = x — 2y, v = 2x + y para encontrar 
—2 
I f Eh 
2x +y 
R 


onde R é a região retangular delimitada pelas retas x — 2y = 1, 
x—-2=4,2x+y=L2K+y=3. 


22. Use a transformação u = x + y, v = x — y para encontrar 


ffe — yje” dA 
R 


onde R é a região retangular delimitada pelas retas x + y = 0, 
xty=l,x-y=1l,x-y=4. 


23. Use a transformação u = (x +y) v= He — y) para en- 
contrar 


ff sentir + yycos ter — y)dA 
R 


onde R é região triangular de vértices (0, 0), (2, 0), (1, 1). 


24. Use a transformação u = y/x, v = xy para encontrar 


ff xy) dA 
R 


onde R é região no primeiro quadrante delimitada por y = x, 
y = 3x, xy = 1l, xy = 4. 


25-27 A transformação x = au, y = bv (a > 0, b > 0) pode ser 
reescrita como x/a = u, y/b = v e, portanto, transforma a região 
circular 


u+< l 
na região elíptica 


2 2 
xX y 
aa 


Nestes exercícios, efetue a integração transformando a região de 
integração elíptica em uma região de integração circular e, depois, 
calcule a integral transformada em coordenadas polares. E 


25. ff y 16x? + 9y? dA, onde R é a região envolvida pela elipse 
R 
(2/9) + 7/16) = 1, 

26. ff e +) JA, onde R é a região envolvida pela elipse 
R 
4+7 =l. 

27. ; Í sen(4x? + 9y2) dA, onde R é a região do primeiro quadran- 
R 


te envolvida pela elipse 4x? + 9y? = 1 e os eixos coordenados. 


28. Mostre que a área da elipse 


é xab. 
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29-30 Se a, b, e c forem constantes positivas, então a transformação 
x = au, y = bv, z = cw pode ser reescrita como x/a = u, y/b = v, 
z/c = we, portanto, transforma a região esférica 


Wrtv tw <] 


na região elipsoidal 


Nestes exercícios, efetue a integração transformando a região de in- 
tegração elipsoidal em uma região de integração esférica e, depois, 
calcule a integral transformada em coordenadas esféricas. IB 


29. TII x° dV, onde G é a região envolvida pelo elipsoide 
G 
9x + 4y? + z2 = 36. 


30. f J f (y? + 23) dV, onde G é a região envolvida pela elipsoide 
G 


x? y? z? 
mu 


ENFOCANDO CONCEITOS 


31-34 Encontre uma transformação 


u = f(x, y), 


que, aplicada na região R do plano xy tenha por imagem a região 
S do plano uv. E 


v = g(x, y) 
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35-38 Calcule a integral fazendo uma troca adequada de variáveis. EB 


35. IE 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


— 4 
a dA, onde R é a região delimitada pelas retas 
x 


y = 4x, y = 4x + 2, y = 2 — 4x, y = 5 — 4x. 

| f (x? — y°) dA, onde R é a região retangular delimitada pelas 

retasy=—x,y=1-xy=xy=x+2. 

/ T= senu = Lda, onde R é a região triangular delimitada 
cos(x + 5 

es retas y = 0, y = x, x + y = 7/4. 

J I e0=/0+ gA, onde R é a região no primeiro quadrante 


delimitada pelo trapézio de vértices (0, 1), (1, 0), (0, 4), (4, 0). 


Use uma mudança de variáveis adequada para calcular a área 
da região no primeiro quadrante envolvida pelas curvas y = x, 
y = 2x, x = y°, X = 4y. 


Use uma mudança de variáveis adequada para calcular o vo- 
lume do sólido limitado acima pelo plano x + y + z = 9, 
abaixo pelo plano xy e lateralmente pelo cilindro elíptico 
4x? + 9y? = 36. [Sugestão: Expresse o volume como uma inte- 
gral dupla em coordenadas xy e, depois, use coordenadas pola- 
res para calcular a integral transformada. ] 


Use a transformação u = x, v = Z — y, w = xy para calcular 


1 (2— yY xydV 
G 


onde G é a região delimitada pelas superfícies x = 1, x = 3, 
z=y,z =y + l, xy =2, xy = 4. 


Use a transformação u = xy, v = yz, w = xz para calcular o vo- 
lume da região no primeiro octante compreendida pelos cilin- 


dros hiperbólicos xy = 1, xy = 2, yz = 1, yz = 3, xz = 1, xz = 4. 
(a) Verifique que 

a bı a? bz didi T bica aiba T bidə 

Cc dı C2 dz = cido T dic ciba —+ did, 


(b) Sex = x(u, v), y = y(u, v) for uma transformação injetora, 
então u = u(x, y), v = v(x, y). Supondo a diferenciabili- 
dade das funções, use o resultado da parte (a) e a regra da 
cadeia para mostrar que 


Ixy) Iwo) 
du, v) aE, y) | 


44-46 A fórmula obtida na parte (b) do Exercício 43 é útil nos pro- 
blemas de integração em que é inconveniente ou impossível resol- 
ver as equações de transformação u = f(x, y), v = g(x, y) explicita- 
mente para x e y em função de u e v. Nestes exercícios use a relação 


para 


axy) 1 
(uv)  3(u, v)/Ə(x, y) 


evitar a resolução de x e y em função de u e v. E 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Use a transformação u = xy, v = xy* para calcular 


I sen(xy) dA 
R 


onde R é a região delimitada pelas curvas xy = 7, xy = 27, 
gt = 1, xt =2. 


Use a transformação u = xX? — y°, v = x? + y? para calcular 


Jwa 


onde R é a região do primeiro quadrante delimitada pelas hi- 
pérboles x? — y? = 1, x? — y? = 4 e os círculos x? + y? = 9, 


xX+y = 16. 


Use a transformação u = xy, v = xX? — y? para calcular 
J (x4 — ye dA 
R 


onde R é a região no primeiro quadrante delimitada pelas hi- 
pérboles xy = 1, xy = 3, 2 — y = 3, 2 — y = 4. 


O análogo para três variáveis da fórmula deduzida na parte (b) 
do Exercício 43 é 


a(x, y, z) 
o (u, v, w) 


ð (u, v, w) 
ayz) 


Use esse resultado para mostrar que o volume V do para- 
lelepípedo oblíquo limitado pelos planos x + y + 2z = +3, 
x—-2y+7=+2,4x +y+z=+6é V= 16. 


(a) Considere a transformação 


x=rcos6, y=rsenô, z=z 


de coordenadas cilíndricas em retangulares, onde r > 0. 
Mostre que 


ayz) 
ar, 0,2) — 


(b) Considere a transformação 


x= psen cos, y= psenġsen, z= pcos ġo 


de coordenadas esféricas em retangulares, onde 0 < ġ < 7. 
Mostre que 


26%, y2) =p? seng 

alpo, 4,0) 
Texto Com integrais de funções de uma variável, a técnica de 
substituição costuma ser usada para simplificar o integrando. 
Discuta algumas motivações para usar uma mudança de variá- 
veis em integrais múltiplas. 


Texto Suponha que as curvas de fronteira de uma região R do 
plano xy possam ser descritas por curvas de nível de algumas 
funções. Discuta como essa informação poderia ser usada para 
escolher uma mudança de variáveis apropriada em uma inte- 
gral dupla em R. Ilustre sua discussão com um exemplo. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.7 


1. (a) A imagem é a região do plano xy englobada pelo paralelogramo de vértices (1, 3), (—3, 5), (—1, 11) e (3,9) 
(b) u = 1 (x +2y), v= 1O — 3x) 2. S é uma região do plano uv e R é a imagem de S no plano xy pela 


2 p3 
transformação x = x(u, v), y = y(u, v). 3. (a) 7 (b) f f 7e™ du dv 4. 2vw 
o J1 


14.8 CENTROS DE GRAVIDADE USANDO INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


Na Seção 6.7, no Volume 1, mostramos como encontrar a massa e o centro de gravidade 
de uma lâmina homogênea usando integrais simples. Nesta seção, vamos mostrar como as 
integrais duplas e triplas podem ser usadas para localizar centros de gravidade de lâmina e 
sólidos tridimensionais. 


E DENSIDADE E MASSA DE UMA LÂMINA NÃO HOMOGÊNEA 

Consideremos um objeto achatado idealizado suficientemente fino para ser imaginado como 

sendo uma região plana bidimensional (Figura 14.8.1). Dizemos que tal objeto é uma lâmina. 

Uma lâmina é dita homogênea se sua composição for inteiramente uniforme, caso contrário 

é dita não homogênea. A densidade de uma lâmina homogênea foi definida na Seção 6.7, no 
A espessura de uma Volume 1, como sua massa por unidade de área. Assim, a densidade ô de uma lâmina homo- 
lâmina é desprezível. gênea de massa M e área A é dada por ê = M/A. 

Como em uma lâmina não homogênea a composição pode variar de ponto para ponto, 
uma definição apropriada de “densidade” deve refletir essa condição. Para estabelecer tal 
definição, suponha que a lâmina seja colocada em um plano xy. A densidade no ponto (x, y) 
pode ser especificada por uma função ó(x, y), chamada de função densidade, que pode ser 

> interpretada como segue. Construa um pequeno retângulo centrado em (x, y) e sejam AM e 
AA a massa e a área da porção da lâmina compreendida pelo retângulo (Figura 14.8.2). Se 
(x, y) z E a i : = 
FA a relação AM / AA tender para um valor limite à medida que as dimensões do retângulo (e, 
x portanto, a área) tendem para zero, então esse limite será considerado como sendo a densida- 
de da lâmina no ponto (x, y). Simbolicamente, 


Figura 14.8.1 


Área=AA 


AM 
Massa = AM ô(x, y) = lim A (1) 
Figura 14.8.2 MAO À 
Dessa relação, obtemos a aproximação 
AM ~X dx, y) AA (2) 


que relaciona a massa com a área de uma pequena porção retangular da lâmina centrada no 
ponto (x, y). Supõe-se que quando as dimensões do retângulo tendem para zero, o erro de 
aproximação também tenda para zero. 

O seguinte resultado mostra como determinar a massa de uma lâmina a partir de sua 
função densidade. 


14.8.1 MASSA DE UMA LÂMINA Se uma lâmina com função densidade contínua ô(x, y) 
ocupar uma região R do plano xy, então sua massa total M será dada por 


M= Jf anaa (3) 
R 


Essa fórmula pode ser motivada por um processo de limite conhecido que pode ser resu- 
mido como segue. Imagine que a lâmina seja subdividida em porções retangulares, usando 
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y linhas paralelas aos eixos coordenados e excluindo de consideração quaisquer porções não 
retangulares que toquem a fronteira (Figura 14.8.3). Suponha que haja n tais porções re- 
tangulares e suponha que o k-ésimo retângulo tenha área AA,. Se denotarmos o centro do 
k-ésimo retângulo por (xý, y;), então, pela Fórmula (2), a massa AM, desse retângulo pode 
ser aproximada por 


Área =AA, 
Massa =AM, 


AM, = (x, y) A A (4) 


Figura 14.8.3 e, portanto, a massa M da lâmina inteira pode ser aproximada por 


M => SÊ yý) AA 
k=1 


Agora, se aumentarmos n de tal modo que as dimensões dos retângulos tendam para zero, 
então é plausível que os erros de nossas aproximações tendam para zero, portanto 


M= ROD YDAA, = If (x, y)dA 
= R 


> Exemplo 1 Uma lâmina triangular de vértices (0, 0), (0, 1) e (1, 0) tem função densidade 
ó(x, y) = xy. Calcule sua massa total. 


Solução Referindo a (3) e à Figura 14.8.4, a massa M da lâmina é 


1 —x+1 
m= |f sœ vaa = [farda = f | xy dy dx 
o Jo 
R R 


1 —x+1 l 
1 1 1 1 
P ET =| [z] dx = / [5º x? + 52] dx = T (unidade de massa) <4 
Figura 14.8.4 


(0, 1) 


E CENTRO DE GRAVIDADE DE UMA LÂMINA NÃO HOMOGÊNEA 


Lembre que o centro de gravidade de uma lâmina que ocupa uma região R no plano hori- 
zontal xy é o ponto (x, y) tal que o efeito da gravidade sobre a lâmina é “equivalente” ao de 
uma única força atuando em (x, y). Se (x, y) estiver em R, então a lâmina ficará equilibrada 
horizontalmente em um ponto de apoio colocado em (x, y). Na Seção 6.7, no Volume 1, mos- 
tramos como localizar o centro de gravidade de uma lâmina homogênea. Passamos, agora, a 
tratar desse problema para lâminas não homogêneas. 


14.8.2 PROBLEMA Suponha que uma lâmina com função densidade contínua ó(x, y) 


ocupe uma região R em um plano horizontal xy. Determine as coordenadas (x, y) do centro 
de gravidade. 


Para motivar a solução do Problema 14.8.2, considere o que acontece se tentarmos equi- 
librar a lâmina na Figura 14.8.5 no fio de uma faca ao longo da reta y = y. Já que a lâmina 
se comporta como se toda a sua massa estivesse concentrada em (x, y), a lâmina estará em 

5 perfeito equilíbrio. Analogamente, a lâmina estará em perfeito equilíbrio se o fio da faca ficar 
7 ao longo da reta x = x. Para encontrar essas retas de equilíbrio, começamos revendo alguns 
/ resultados da Seção 6.7 relativos a momentos. 

Lembre que se uma massa pontual m estiver localizada no ponto (x, y), então o mo- 
mento de m em torno da reta x = a mede a tendência da massa de produzir uma rotação em 
torno da reta x = a, e o momento de m em torno da reta y = c mede a tendência da massa 
de produzir uma rotação em torno da reta y = c. Os momentos são dados pelas fórmulas 
Figura 14.8.5 seguintes: 


N 
y= 
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momento de momento de 
m em torno da | = m(x —a) e |memtomoda|=m(y—c) (5-6) 
retax=a retay=c 


Se um certo número de massas pontuais estiverem distribuídas pelo plano xy, então a soma 
de seus momentos em torno da reta x = a será uma medida da tendência das massas de pro- 
duzirem uma rotação do plano (visto como uma folha sem peso) em torno da reta x = a. Se 
a soma desses momentos for zero, então essa coleção de massas não produzirá nenhum efei- 
to rotacional líquido em torno dessa reta. (Intuitivamente, isso significa que o plano estaria 
equilibrado em um fio de faca colocado ao longo da reta x = a. Analogamente, se a soma dos 
momentos das massas em torno de y = c for zero, o plano estaria equilibrado num fio de faca 
colocado ao longo da reta y = c.) 

Agora, estamos prontos para resolver o Problema 14.8.2. Imaginemos a lâmina subdivi- 
dida em fragmentos retangulares por meio de retas parelelas aos eixos coordenados, excluin- 
do-se de consideração quaisquer fragmentos que toquem a fronteira (Figura 14.8.3). Vamos 
supor que haja n tais fragmentos retangulares e que o k-ésimo fragmento tenha área AA; e 
massa AM,. Designemos por (xš, y;) o centro do k-ésimo fragmento e vamos supor que toda 
a massa do k-ésimo fragmento esteja concentrada no seu centro. Por (4), a massa do k-ésimo 
fragmento pode ser aproximada por 


AM, x ôx, VA Ar 


Como a lâmina está em equilíbrio nas retas x = x e y = y, a soma dos momentos dos frag- 
mentos retangulares em torno dessas retas deve estar próxima de zero; isto é 


Dc — DAME => ak — Eak, yDAA SO 
k=1 k=1 


Dok- DAME => Ok- DGE DAM HO 
k=1 k=1 


Se, agora, aumentarmos n de tal maneira que as dimensões dos retângulos tendam para 
zero, é plausível supor que os erros de nossas aproximações tendam para zero, de modo que 


dim Dk — Dt, yDAA=0 
k=1 


n 
dim $ O% — Dj, AA =0 
k=1 


das quais obtemos 


ff -mocas = |f zœ, yaa- ff aœ, zaa =0 (7) 

R R R 

[hos as = ff volt) da -5 |f sœ, yda =0 (8) 
R R 


R 
Resolvendo (7) e (8) respectivamente em x e y, obtemos as seguintes fórmulas para o centro 


de gravidade de uma lâmina: 


centro de gravidade (x, y) de uma lâmina 


ff sc pas ff vô(x, y) dA 

dE, = Br 
focas ff ir. vras 
R R 


(9-10) 


= 
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Cálculo 


Observe que, em ambas as fórmulas, o denominador é a massa M da lâmina [ver (3)]. O 
numerador da fórmula para x é denotado por M, e é chamado de primeiro momento da lá- 
mina em torno do eixo y; o numerador da fórmula de y é denotado por M, e é chamado de 
primeiro momento da lâmina em torno do eixo x. Assim, as Fórmulas (9) e (10) podem ser 
expressas como 


Fórmulas Alternativas para o Centro de Gravidade (x, y) de uma Lâmina 


E L f / ô(x, y) dA (9) 
i= = xô(x, 
M massa de R % 
R 
a | l / ô(x, y) dA (10) 
= = EXE 
% M massa de R y y 
R 


> Exemplo 2 Encontre o centro de gravidade da lâmina triangular de vértices (0, 0), (0, 1) 
e (1, 0) e função densidade ô(x, y) = xy. 


Solução A lâmina é mostrada na Figura 14.8.4. No Exemplo 1, calculamos que a massa 


da lâmina é 
m= ffa jaa = |f dA l 
= X, = X = — 
Á E 24 
R R 


O momento da lâmina em torno do eixo y é 


1 —x+1 
m, = |f xsœ vaa = ff yaa = f f x?ydydx 
E A o Jo 
Eri EE 1/1 1 1 
= f [z] dx = f G“ 3 + 5º) dx = — 
o 2 dei o \2 2 60 


e o momento da lâmina em torno do eixo x é 


1 —x+41 
m= |f sœ vaa = ff uid = f Í xy? dy dx 
a É o Jo 
1 1 —x+1 1 1 1 1 
= 1 [55] dx = Í (5 pega x) dx = — 
o L3 520 0 3 3 60 


Por (11) e (12), 


portanto, o centro de gravidade é (E, HP < 


Lembre-se de que, no caso especial de lâminas homogêneas, o centro de gravidade é 
chamado de centroide da lâmina ou, algumas vezes, centroide da região R. Como a função 
densidade ô é constante para uma lâmina homogênea, o fator ô pode ser movido para fora dos 
sinais de integração de (9) e (10) e cancelado. Assim, o centroide (x, y) é uma propriedade 
geométrica da região R e é expresso pelas seguintes fórmulas: 


—a 


Figura 14.8.6 


Compare as contas no Exemplo 3 
com as do Exemplo 3 da Seção 6.7, 
no Volume 1. 


4 Volume = AV 
7 Massa = AM 


(x, z) 


a 


xX 


Figura 14.8.7 


Capítulo 14 / Integrais múltiplas 1075 


Centroide de uma Região R 


= s À If xdA (13) 
área de R 
ff dA R 


SR 1 
= = dA 
7 ar S y a) 
If dA R 


> Exemplo 3 Calcule o centroide da região semicircular da Figura 14.8.6. 


Solução Por simetria, x = O visto que o eixo dos y é, obviamente, uma reta de equilíbrio. 


Por (14), 
= J J F T. J / dA 
á área de R e ima? y 
R R 
1 7 j Calculando em 
Tra J, |, omor aras 
2 
1 71 E 
ta | [5º seno | do 
ama? 0 3 r=0 
1 1 4 1 2 4 
=4 Ge) [ sen do = ri ( a) Eer 
qa” \3 0 ina? 13 3x 


4 
de modo que o centroide é (o 3). «a 
x 


E CENTRO DE GRAVIDADE E CENTROIDE DE UM SÓLIDO 

Para um sólido tridimensional G, as fórmulas dos momentos, do centro de gravidade e do centroi- 
de são semelhantes às das lâminas. Se G for homogêneo, então sua densidade é definida como 
sendo sua massa por unidade de volume. Dessa forma, se G for um sólido homogêneo de massa 
M e volume V, então sua densidade é dada por é = M/V. Se G for não homogêneo e estiver em 
um sistema de coordenadas xyz, então sua densidade no ponto genérico (x, y, z) é especificada 
pela função densidade ô(x, y, z), cujo valor em um ponto pode ser considerado como um limite: 


5 ji AM 
Gyz = avo AV 
onde AM e AV representam a massa e o volume de um paralelepípedo retangular, com centro 
em (x, y, z), cujas dimensões tendem para zero (Figura 14.8.7). 
Usando a discussão sobre lâminas como modelo, o leitor deve ser capaz de mostrar que 
a massa M de um sólido com função densidade contínua ô(x, y, z) é 


M = massa de G = ff ievoa (15) 
G 
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As fórmulas para o centro de gravidade e o centroide são 


centro de gravidade (x, y, Z) de um sólido G centróide (x, y, Z) de um sólido G 


a toner z=5 [ffraw 
G 

s-t fff sanoa 5= 7 fff vav 
G G 

a a 


Ni 
Il 


(16-17) 


Az > Exemplo 4 Calcule a massa e o centro de gravidade de um sólido cilíndrico de altura h e 
z=h raio a (Figura 14.8.8), supondo que a densidade em cada ponto seja proporcional à distância 


ra entre o ponto e a base do sólido. 
< A D p 


Solução Como a densidade é proporcional à distância z da base, a função densidade tem a 
forma ô(x, y, z) = kz, onde k é alguma constante de proporcionalidade positiva (desconheci- 


G da). Por (15), a massa do sólido é 
Va2-x2 ph 
M = Jff re y,z)dV = f J Í kz dz dy dx 
i NVa2—x2 
Figura 14.8.8 =k IN ya Lya dy dx 
= (DERA 


=w f Va? — x? dx 


Z lkh?ra? Interprete a integral como 
2 a área de um semicírculo. 
Sem informações adicionais, a constante k não pode ser determinada. Entretanto, como vere- 
mos agora, o valor de k não afeta o centro de gravidade. 


Por (16), 
l ô dV = a ô d 
M JJ zô(x, y, zZ) w zô(x, y,z)dV 
G 
Va2-x2 h 
Ta a J Z l PER 
k a ~a? —x2 1 
= gzl Í -h? dy dx 
zkh na” Ja a 3 


ikh’? qa 
= 30 — J 2ya? — x? dx 


ikh? na? 


NI 
Il 


, 


cc kbna 2 


T têm 3 


Cálculos semelhantes, usando a expressão (16), darão x = y = 0. No entanto, isso é 
evidente por inspeção, visto que decorre da simetria do sólido e da forma de sua função den- 
sidade que o centro de gravidade está no eixo z. Assim, o centro de gravidade é (0, 0, Zh). < 


Figura 14.8.9 


Por simetria, o centroide (x, y 
esféricas, a equação da pro +y” +z = 16 é p = 4 e a equação do cone z = yx? + y? 
& = 7/4, de modo que, por (17), temos 


2m pn/4 
pç j de (p cos 4) p? sen ġ do dọ do 
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zib > Exemplo 5 Encontre o centroide do sólido G delimitado abaixo pela folha de cone 
z = „x? + y? e acima pela esfera x? + y? + 27? = 16. 


Solução O sólido G está esboçado na Figura 14.8.9. No Exemplo 3 da Seção 14.6, usamos 
coordenadas esféricas para mostrar que o volume de G é 


647 


V= z 2- 2) 


zZ) e no eixo z, de modo que x = y = 0. Em coordenadas 


a x/4 
uu f a dy do 
p=0 


16 


ni 64 1 ii 
= nu sen ġ cos ġ dọ d0 = — NE sen? J do 
o 12 4=0 
32m 3 
V 22-43 


-5f 


O centroide de G é 


3 
= ( 0,0, ——— 
( 2(2 — v2) 


) = (0; 0; 2,561) «4 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.8 (Ver página 1080 para respostas.) 


1. A massa total da lâmina de função densidade contínua ô(x, y) 
que ocupa a região R do plano xy é dada por M = 


2. Considere a lâmina de massa M e função densidade contínua 
ô(x, y) que ocupa a região R do plano xy. A coordenada x do 


EXERCÍCIOS 14.8 [=] Recurso Gráfico [E] CAS 


centro de gravidade da lamina é M,/M, onde My é chamado 
e é dado pela integral dupla 
3. Seja R a região entre os gráficos de y = x° e y = 2 — x, com 
0<x< 1. A área de R é Że o centroide de Ré 


1-4 Encontre a massa e o centro de gravidade da lâmina. E 


1. Uma lâmina com densidade ó(x, y) = x + y, limitada pelo eixo 
x das abcissas, a reta x = 1 e a curva y = X. 


2. Uma lâmina com densidade ó(x, y) 
y=0,x=0ex=7 


= y, limitada por y = sen x, 


3. Uma lâmina com densidade ô(x, y) = xy, localizada no primei- 
ro quadrante e limitada pelo círculo x? + y? = a? e os eixos de 
coordenadas. 


4. Uma lâmina com densidade ó(x, y) = x? + y?, limitada pelo 
eixo x e a metade superior do círculo x? + y? = 1. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


5-6 Para as funções densidade dadas, faça uma conjectura sobre 
as coordenadas do centro de gravidade e confirme sua conjectu- 
ra por integração. E 
5. ôx, y) = 
7 


boy] 


ad, 1) 
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6. p)=I4+72+y 


Ay 
1 


y= 


7-8 Faça uma conjectura sobre as coordenadas do centroide e 
confirme-a por integração. E 


T Z 8. z 


e (1,1,1) 


9-12 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


9. O centro de gravidade de uma lâmina homogênea no plano está 
localizada no centroide da lâmina. 


10. A massa de uma lâmina bidimensional é o produto de sua área 
pela densidade da lâmina em seu centroide. 


11. As coordenadas do centro de gravidade de uma lâmina bidi- 
mensional são dadas pelos primeiros momentos em torno dos 
eixos y e x, respectivamente. 


12. A densidade de um sólido no espaço tridimensional é medida 
em unidades de massa por área unitária. 


13. Mostre que, em coordenadas polares, as fórmulas para o cen- 
troide (x, y) de uma região R são 


1 
= zerar) cosodrdo 
área de R 
R 


=, 1 3 
= ————— 0 
y aar S sen dr d 
R 


e 
| 


14-17 Use o resultado do Exercício 13 para calcular o centroide 
(x, y) da região. E 


14. A região envolvida pela cardioide r = a(1+ sen 0). 
15. A pétala da rosácea r = sen 20 do primeiro quadrante. 


16. A região acima do eixo x das abcissas e entre os círculos 
L +y =e +y =b (a <b). 


17. A região compreendida entre o eixo y e a metade direita do cír- 
culox + y? = a. 


18. Seja R o retângulo limitado pelas retas x = 0, x = 3, y= 0 e 
y = 2. Por inspeção, encontre o centroide de R e use-o para 


calcular 
f I xdA e I f ydA 
R R 


19-24 Encontre o centroide do sólido. EE 


19. O tetraedro do primeiro octante compreendido pelos planos co- 
ordenados e o planox +y+z=1. 

20. O sólido limitado pelo cilindro parabólico z = 1 — y? e os pla- 
nosx+tz=1l,x=0€ez=0. 


21. O sólido limitado pela superfície z = y? e os planos x = 0, 
r=lez=1. 

22. O sólido no primeiro octante limitado pela superfície z = xy e 
os planosz=0,x=2ey=2. 

23. O sólido no primeiro octante limitado pela esfera x? + y? +27 = a? 

e os planos coordenados. 


24. O sólido envolvido pelo plano xy e o hemisfério 
z=Va2-x2—y2. 
25-28 Encontre a massa e o centro de gravidade do sólido. E 


25. O cubo com densidade ô(x, y, z) = a — x, definido pelas desi- 
gualdades0<x<a,0<y<ae0O<z<a. 


26. O sólido cilíndrico com densidade ô(x, y, z) = h — z, envolvido 
porx +y =a, z=0ez=h. 


27. O sólido com densidade ó(x, y, z) = yz, envolvido por z = | — y? 
(para y > 0), z = 0, y= 0, x= -l ex=1. 


28. O sólido com densidade &(x, y, z) = xz, envolvido por y = 9 — x? 
(para x > 0), x= 0, y= 0,z=0ez=1. 


29. Encontre o centro de gravidade da lâmina quadrada com vérti- 
ces (0, 0), (1, 0), (0, 1) e (1, 1) se a densidade for proporcional 
(a) ao quadrado da distância à origem; 
(b) à distância ao eixo y. 


30. Encontre o centro de gravidade do cubo determinado pelas de- 
sigualdades 0 < x < 1,0 < y < 1,0 < z < 1 se a densidade for 
proporcional 
(a) ao quadrado da distância à origem; 

(b) à soma das distâncias às faces do cubo que estão nos pla- 
nos coordenados. 


31. Use a capacidade de integração tripla numérica de um CAS 
para aproximar a localização do centroide do sólido que é 
limitado acima pela superfície z = 1/(1 + x? + y°), abaixo 
pelo plano xy e lateralmente pelo plano y = 0 e a superfície 
y = sen x para 0 < x < 7 (ver figura a seguir). 


32. A figura a seguir mostra o sólido limitado acima pela superfí- 
cie z = 1/( + y? + 1), abaixo pelo plano xy e lateralmente 
pela superfície x? + y? = a”. 


(a) Por simetria, o centroide do sólido fica no eixo dos z. Faça 
uma conjectura sobre o comportamento da coordenada z 
do centroide quando a — 0* e quando a > +00. 

(b) Calcule a coordenada z do centroide e verifique sua con- 
jectura calculando os limites adequados. 

(c) Use um recurso gráfico para fazer um gráfico da coorde- 
nada z do centroide versus a e use o gráfico para estimar o 
valor de a para o qual o centroide é (0; 0; 0,25). 


xX 


Figura Ex-31 Figura Ex-32 


33-34 Use coordenadas cilíndricas. E 


33. Calcule a massa do sólido com densidade ô(x, y, z) = 3 — z, 
compreendido pelo cone z = yx? + y? e o plano z = 3. 


34. Calcule a massa de um cilindro circular reto de raio a e altura 
h se a densidade for proporcional à distância à base (tomando k 
como a constante de proporcionalidade). 


35-36 Use coordenadas esféricas. E 


35. Calcule a massa da esfera sólida de raio a com densidade pro- 
porcional à distância ao centro (tomando k como a constante de 
proporcionalidade). 


36. Calcule a massa do sólido compreendido entre as esferas 
XL +y += lex +y +z = 4 com densidade (x, y, z) = 
(x? +y + 2/2, 


37-38 Use coordenadas cilíndricas para encontrar o centroide do 
sólido. EH 


37. O sólido limitado acima pela esfera 
2 +y +z =2 
e abaixo pelo paraboloide z = x? + y’. 
38. O sólido limitado pelo cone z = Vx +)? e o plano z = 2. 


39-40 Use as fórmulas de Wallis ao final do livro. 
pç E m 1:3-5- (1—1) (/npar 
sen” x dx = —- 
0 2 2:4:6-..n e>2 
2 


pr a -4.-6---(n— 1) n ímpar 
sen” x dx = 
f 35 Foon e>3 


{n= 1) (: O E 


e>3 
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39. Encontre o centroide do sólido limitado acima pelo paraboloi- 
de z = x? + y?, abaixo pelo plano z = O e lateralmente pelo 
cilindro (x — 1} + y? = 1. 


40. Calcule a massa do sólido no primeiro octante limitado acima 
pelo paraboloide z = 4 — x? — y°, abaixo pelo plano z = O e la- 
teralmente pelo cilindro x? + y? = 2x e o plano y = 0, supondo 
que a densidade seja ó(x, y, Z) = Z. 


41-42 Use coordenadas esféricas para encontrar o centroide do 
sólido. EM 


41. O sólido no primeiro octante limitado pelos planos coordena- 
dos e a esfera x? + y? + 2? = a. 


42. O sólido limitado acima pela esfera p = 4 e abaixo pelo cone 
p =fr/3: 


43. Calcule a massa do sólido delimitado pela esfera 
xX +y + zZ = l e que fica dentro do cone z = yx? + y? sea 


densidade for (x, y, z) = yx? + y? +22. 


44. Encontre o centro de gravidade do sólido limitado pelo para- 
boloide z = 1 — x? — y? e o plano xy, supondo que a densidade 
seja x,y )=2 +y +27. 

45. Encontre o centro de gravidade do sólido limitado pelo cilindro 


xX +y = 1, o cone z = yx? + y? e o plano xy se a densidade 
for ó(x, y, z) = z. 


46. Encontre o centro de gravidade do hemisfério sólido limitado 


por z = ya? — x? — y? e z = 0 se a densidade for proporcio- 
nal à distância da origem. 


47. Encontre o centroide do sólido envolvido pelos hemisférios 
y = [v9 = x? = z2, y = v4 — x? — z? e o plano y = 0. 


48. Suponha que a densidade em um ponto de uma estrela esférica 
gasosa seja modelada pela fórmula 


S oe RY 


onde ĉo é uma constante positiva, R é o raio da estrela e p é a dis- 
tância do ponto ao centro da estrela. Calcule a massa da estrela. 


49-50 A tendência de uma lâmina de resistir a uma mudança no 
movimento rotatório em torno de um eixo é medida por seu mo- 
mento de inércia em torno daquele eixo. Se a lâmina ocupar uma 
região R do plano xy e se a função densidade ó(x, y) for contínua em 
R, então os momentos de inércia em torno dos eixos x, y e z são de- 
notados por [,, 1, e L, respectivamente, e são definidos por 


L= I| y ôx, y)dA, L= If x2 6(x, y) dA, 
R R 

r= [f+ aa 
R 


Essas definições serão usadas nos Exercícios 49 e 50. E 


49. Considere a lâmina retangular que ocupa a região descrita pe- 
las desigualdades 0 < x < a e 0 < y < b. Supondo que a lâmina 
tenha densidade constante ô, mostre que 


ab? sab Sab(a? + b? 
po pec qe 
3 3 3 


1080 Cálculo 


50. Considere a lâmina circular que ocupa a região descrita pelas 
desigualdades O < x? + y? < a”. Supondo que a lâmina tenha 
densidade constante ô, mostre que 


ôma* ôma* 
E = 1, = E , = 


+ ` 2 


51-54 A tendência de um sólido para resistir a uma mudança no 
movimento rotatório em torno de um eixo é medida por seu mo- 
mento de inércia em torno daquele eixo. Se um sólido ocupa uma 
região G em um sistema de coordenadas xyz e se sua função densi- 
dade ô(x, y, z) for contínua em G, então os momentos de inércia em 
torno dos eixos x, y e z são denotados, respectivamente, por 1y, 1, e 
I, e são definidos por 


I= fo +2)8(x, y, z) dV 


G 


|, = fe + 2) S(x, y, 2)dV 


G 


E; = fe +y?) êl, y, 2)dV 


G 


Nestes exercícios, determine o momento de inércia do sólido indi- 
cado, supondo que tenha densidade ô constante. E 


51. 1. para o cilindro sólido 2 + y <a2,0<z<h. 


52. 1, para o cilindro sólido x? + y? < &°,0 < z < h. 


53. I, para o cilindro oco a? < x? +y? < a, 0O<z<h. 
54. 1. paraa esfera sólida X? + y? +27 <a. 


55-59 Esses exercícios se referem ao Teorema de Pappus: 
Se R for uma região plana e L for uma reta pertencente ao plano 
de R tal que R está inteiramente de um lado de L, então o volume 
do sólido gerado pela revolução de R em torno de L será dado por 
solos pres dedo: ( distância pinta 
pelo centroide 
55. Siga os passos a seguir para demonstrar o Teorema de Pappus: 
(a) Introduza um sistema de coordenadas xy de tal modo que L 
esteja no eixo y e a região R no primeiro quadrante. Subdi- 
vida R em subregiões retangulares da maneira usual e seja 
Ry uma subregião típica de R centrada em (xï. ył) e com 
área AA% = AxkAyk. Mostre que o volume gerado por Ry 
quando gira em torno da reta L é 


27x; Axr Ayy = 27x, A As 


(b) Mostre que o volume gerado por R quando gira em torno 
de Lé 


V= II 27x dA = 2x - X - [área de R] 
R 


56. Use o Teorema de Pappus e o resultado do Exemplo 3 para 
encontrar o volume do sólido gerado quando a região limitada 
pelo eixo x e o semicírculo y = y'a? — x? gira em torno da 
(a) reta y = —a (b) retay =x -— a. 


57. Use o Teorema de Pappus e o fato de que a área de uma elipse 
com semieixos a e b é rab para calcular o volume do toro elíp- 
tico gerado pela revolução da elipse 

k-k? y 


a? b? 
em torno do eixo y. Suponha que k > a. 


58. Use o Teorema de Pappus para calcular o volume do sólido ge- 
rado quando a região envolvida por y = x? e y = 8 — x° é girada 
em torno do eixo x. 


59. Use o Teorema de Pappus para calcular o centroide da região 
triangular com vértices (0, 0), (a, 0) e (0, b), onde a > 0 e 
b > 0. [Sugestão: Gire a região em torno do eixo dos x para 
obter F e em torno do eixo dos y para obter X] 


60. Pode ser provado que se uma região plana limitada deslizar 
ao longo de uma hélice de tal modo que é sempre ortogonal à 
hélice (ou seja, ortogonal ao vetor tangente unitário à hélice), 
o volume varrido pela região é igual à área da região vezes a 
distância percorrida pelo seu centroide. Use esse resultado para 
calcular o volume do “tubo” da figura a seguir que é varrido 
por um círculo de raio ; que desliza ao longo da hélice 


(0 < t < 4n) 


de tal maneira que o círculo está sempre centrado na hélice e 
fica no plano perpendicular à hélice. 


» Figura Ex-60 


61. Texto Dê uma interpretação física do “centro de gravidade” 
de uma lâmina. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 14.8 


1. Í [ ô(x, v) dA 2. primeiro momento em torno do eixo y; I i xô(x, y) dA ES ( 


R R 


alg 
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1. A integral dupla em uma região R do plano xy é definida como 
n 
— E * ok 
ff teda = tim 3 rat) sas 
R = 


Descreva o procedimento no qual é baseada essa definição. 


2. A integral tripla em um sólido G em um sistema de coordena- 
das xyz é definida como 


If fœ, y, z) dV = C» vis Ci) AV 
G = 


Descreva o procedimento no qual é baseada essa definição. 


3. (a) Expresse a área de uma região R do plano xy como uma 
integral dupla. 
(b) Expresse o volume de uma região G em um sistema de 
coordenadas xyz como uma integral tripla. 
(c) Expresse a área da parte da superfície z = f(x, y) que fica 
acima da região R do plano xy como uma integral dupla. 


4. (a) Escreva equações paramétricas de uma esfera de raio a e 
centro na origem. 
(b) Escreva equações paramétricas do cilindro circular reto de 
raio a e altura h que tem centro no eixo z, base no plano xy 
e se prolonga na direção z positivo. 


5. Seja R a região da figura a seguir. Preencha os limites de inte- 
gração que faltam na integral iterada 


o o 
f f Haddy 
o (m) 


6. Seja R a região mostrada na figura a seguir. Preencha os limites 
de integração que faltam na soma das integrais iteradas 


2 mi 3 o 
[| fe dyar+ f f fx play dx 
0 o 2 (m) 


em R. 


em R. 
AY 
(2,4) 
A) 
(3,3) 
R 
xX xX 
= > > 
2 
Figura Ex-5 Figura Ex-6 


7. (a) Encontre as constantes a, b, c e d tais que a transformação 
x = au + bv, y = cu + dv transforme a região S da figura 
abaixo na região R. 
(b) Encontre a área do paralelogramo R integrando na região S 
e verifique sua resposta usando uma fórmula da Geometria. 


v y 
1 (3,3) 
(1,2) 
(2,1) 
u p4 
> > 
1 


Figura Ex-7 


8. Dê uma explicação geométrica para mostrar que 
T T 
0< f f sen xy dy dx < 7º 
o Jo 


9-10 Calcule a integral iterada. E 


1 2x 2 2y r 
9. l f cos(zx°)dydx 10. 1 / xe” dx dy 
1/2 Jo 0 Joy 


11-12 Expresse a integral iterada como uma integral iterada equiva- 
lente com a ordem de integração invertida. EB 


2 px/2 m pm 
11. f | ee dydx 12. f 1 E ely 
0 0 0 y xX 


13-14 Esboce a região cuja área está representada pela integral ite- 
rada. E 


mx/2 psenx 
13. f f dydx 
0 tg(x/2) 


m/2 pa(l+cos0) 
14 f f rdrdð (a>0) 
x/6 Ja 


15-16 Calcule as integrais duplas. E 

15. 1 x? sen y? dA; R é região limitada por y = x, y = —x e 
R 
y=8. 


16. I (4 — x? — y2) dA; Ré setor do primeiro quadrante limita- 


R 
do pelo círculo x? + y? = 4 e pelos eixos de coordenadas. 


17. Converta para coordenadas retangulares e calcule: 


x/2, 2a sen O 
1 f r sen 20 dr d0 
0 0 


18. Converta para coordenadas polares e calcule: 


V2 pu4-x2 
| f 4xy dy dx 
0 x 


19-20 Calcule a área da região usando uma integral dupla. E 
19. A região limitada por y = 2x),2x + y = 4 e o eixo x. 


20. A região envolvida pela rosácea r = cos 30. 


1082 Cálculo 


21. Converta para coordenadas cilíndricas e calcule: 


f. — A x? dzdy dx 
4— V4-x2 (x2+y2)2 


22. Converta para coordenadas esféricas e calcule: 


TE DER À 
no f aa, gac dady dx 
o Jo 0 l+x FY FZ 


23. Seja G a região limitada acima pela esfera p = a e abaixo pelo 
cone q = 7/3. Expresse 


T (x? +y) dV 
G 


como uma integral iterada em coordenadas 
(a) esféricas (b) cilíndricas 
(c) retangulares 


24. Seja G = {(x, y, z): x? + y? < z < 4x}. Expresse o volume de G 
como uma integral iterada em coordenadas 
(a) retangulares (b) cilíndricas 


25-26 Calcule o volume do sólido usando uma integral tripla. E 


25. O sólido limitado abaixo pelo cone q = 7/6 e acima pelo plano 
Z= ú: 


26. O sólido compreendido entre as superfícies x = y? + z? e 
x=1-—32. 


27. Encontre a área da porção da superfície z = 3y + 2x2 + 4 
que fica acima da região triangular de vértices (0, 0), (1, 1) e 
a, —1). 
28. Calcule a área de superfície da parte do paraboloide hiperbólico 
r(u, v) = (u + vi + (u — v)j + uvk 
em que u? + v? < 4. 


29-30 Determine a equação do plano tangente à superfície no ponto 
especificado. E 


CAPÍTULO 14 ESTABELECENDO CONEXÕES [C]cas 


29. r= ui + vj + (u + vk; u=1,v=2 
30. x= u cosh v, y = u senh v, z = u°; (—3, 0, 9) 


31. Queremos transformar uma integral dupla em uma região R do 
plano xy em uma integral dupla equivalente em uma região § 
do plano uv. Descreva um procedimento que poderia ser utili- 
zado. 


32. Use a transformação u = x — 3y, v = 3x + y para obter 
l [am x—3y 
Gx + x 
onde R é a região retangular englobada pelas retas x — 3y = 0, 


x—3y=4,3x+y=1le3x+y=3. 


33. Seja G o sólido do espaço tridimensional definido pelas desi- 
gualdades 


I-d<y<3-d, leys xsl =y y<xe<y+4 
(a) Usando a transformação de coordenadas 
u=6 +y, v=y+2z, w=e 


calcule o jacobiano d(x, y, z)/3(u, v, w). Expresse sua res- 
posta em termos de u, v e w. 

(b) Usando uma integral tripla e a mudança de variáveis dada 
em (a), encontre o volume de G. 


34. Calcule a distância média de um ponto no interior de uma esfe- 
ra de raio a ao centro. [Ver a definição que precede o Exercício 
33 da Seção 14.5.] 


35-36 Encontre o centroide da região. E 

35. A região limitada por y? = 4x e y? = 8(x — 2). 
36. A metade superior da elipse (x/a} + (y/b2 = 1. 
37-38 Encontre o centroide do sólido. EH 


37. O cone sólido com vértice (0,0, h) e base x? + y? < a? no 


plano xy. 


38. O sólido limitado por y = x, z = 0 e y + z = 4. 


+o% 
1. A integral l e dx que aparece na teoria das probabilida- 
0 


des pode ser calculada usando-se o seguinte método. Seja 1 o 
valor da integral. Então 


uma vez que a letra usada para a variável de integração em 
uma integral definida não tem importância. 
(a) Dê um argumento razoável para mostrar que 


ASR fear Do. 
= [ í eC dx dy 
0 0 


(b) Calcule a integral iterada da parte (a) convertendo para 
coordenadas polares. 


(c) Use o resultado da parte (b) para mostrar que 1 = 7/2. 


E 


Mostre que 


—+oo +o 1 
f l ddy = E 
5 do (RE 4 


[Sugestão: Ver Exercício 1.] 


3. (a) Use a capacidade de integração numérica de um CAS para 
fazer uma aproximação do valor da integral dupla 


1 qvl-x2 E 
T f e) dy dx 
=1 J0 


(b) Compare a aproximação obtida na parte (a) com a aproxi- 
mação que resulta se a integral for convertida antes para 
coordenadas polares. 


o 


[c]4. (a) Determine a região G na qual a integral tripla 


flfa-2-»-2av 
G 


tem seu valor máximo. 
(b) Use a operação integral tripla numérica de um CAS para 
aproximar o valor máximo. 
(c) Encontre o valor máximo exato. 


5-6 A figura a seguir mostra o gráfico de uma esfera astroidal 


BABA 2a E 


LL LIAN 
ZEN 
N a 
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« (a) Mostre que essa superfície pode ser representada parame- 


tricamente como 
x = a(senucos v)? 
y = a(senu sen v)? Oar zm O<xv<2m) 


z = a(cosu) 


(b) Use um CAS para aproximar a área da superfície no caso 
emque a = 1. 


. Encontre o volume de uma esfera astroidal usando uma inte- 


gral tripla e a transformação 


x = p (sen ¢ cos 0)? 
y = p (sen ¢ sen 0)’ 
z = p (cos $)? 


comi pe a OED n OE OE O 


TÓPICOS DO CÁLCULO 
VETORIAL 


NASA Goddard Space Flight Center (NASA/GSFC) 


Os resultados deste capítulo 


O tema principal deste capítulo é o conceito de “fluxo”. O ramo da Matemática que estudaremos 
fornecem ferramentas 


À aqui preocupa-se com a análise de vários tipos de fluxos: por exemplo, o fluxo de um fluido ou o 
para analisar e entender o a atm i 5 
äi fluxo da eletricidade. Na verdade, os primeiros textos de Cálculo de Isaac Newton estão repletos 
comportamento de furacões e 
bk, An” k, » A H H H 

outros fluxos fluidos. de termos como “fluxão” e “fluente”, que têm como raiz o termo latim fluere (fluir). Começaremos o 
capítulo introduzindo o conceito de campo vetorial, que é a descrição matemática de um fluxo. Em 
seções subsequentes, introduziremos dois novos tipos de integrais, que são usadas em uma ampla 
variedade de aplicações para analisar as propriedades de campos vetoriais e de fluxos. Finalmente, 
concluiremos com três teoremas básicos: o Teorema de Green, o Teorema da Divergência e o 
Teorema de Stokes. Esses teoremas proporcionam uma visão profunda da natureza dos fluxos e 
constituem a base de muitos dos princípios mais importantes da Física e da Engenharia. 


15.1 CAMPOS VETORIAIS 


Nesta seção, consideraremos funções que associam vetores com pontos no espaço bi ou 
tridimensional. Veremos que tais funções desempenham um papel importante no estudo de 
fluxos fluidos, campos de forças gravitacionais, campos de forças eletromagnéticas e uma 
ampla variedade de outros problemas aplicados. 


yi TE E CAMPOS VETORIAIS 
Pd A by e Para motivar as ideias matemáticas desta seção, considere um ponto de massa unitária lo- 
“al Pgo calizado em qualquer ponto do Universo. De acordo com a Lei da Gravitação Universal de 
ar S / a RA Newton, a Terra exerce uma força atrativa sobre a massa na direção do centro da Terra e de 
e qdo 2 i g — ^ grandeza inversamente proporcional ao quadrado da distância da massa ao centro da Terra 
e cs = Ə — — = (Figura 15.1.1). Essa associação de vetores de força com pontos no espaço é chamada de 
ene Za SS I ~ campo gravitacional da Terra. Uma ideia similar surge no fluxo fluido. Imagine uma corrente 
á a” / / IN Ro > em que a água flui horizontalmente em qualquer nível e considere a camada de água em uma 
á , LA Fa A z profundidade específica. Em cada ponto da camada, a água tem uma certa velocidade, que 
“ ` podemos representar por um vetor naquele ponto (Figura 15.1.2). Essa associação de vetores 
Ca ad” velocidade com pontos em uma camada bidimensional é denominada campo de velocidades 


Figura 15.1.1 nessa camada. Essas ideias são encampadas na definição seguinte. 


; 
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Figura 15.1.2 


Observe que um campo vetorial é 
apenas uma função vetorial. O termo 
“campo vetorial” é muito usado na Fí- 
sica e nas Engenharias. 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


Se o leitor dispuser de um recurso 
gráfico que possa gerar campos veto- 
riais, leia a documentação pertinente 
e tente fazer duplicatas razoáveis das 
partes (a) e (b) da Figura 15.1.3. 
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15.1.1 DEFNIÇÃO Um campo vetorial em um plano é uma função que associa a cada 
ponto P do plano um único vetor F(P) paralelo ao plano. Analogamente, um campo ve- 


torial no espaço tridimensional é uma função que associa a cada ponto P do espaço tridi- 
mensional um único vetor F(P) do espaço. 


Observe que nessa definição não há referência a um sistema de coordenadas. Entretan- 
to, para fins de cálculo é, normalmente, desejável introduzir um sistema de coordenadas, de 
modo que se possa designar componentes para os vetores. Especificamente, se F(P) for um 
campo vetorial em um sistema de coordenadas xy, então o ponto P terá coordenadas (x, y) e 
o vetor associado terá componentes que são funções de x e y. Assim, o campo vetorial F(P) 


pode ser expresso como 

FG, y) = fl, yji + gQ, y)j 
De modo análogo, no espaço tridimensional com um sistema de coordenadas xyz, um campo 
vetorial F(P) pode ser expresso como 


E(x, y, 2) = fx, y, zi + 8x, y, D+ h(x, y, Dk 


E REPRESENTAÇÕES GRÁFICAS DE CAMPOS VETORIAIS 
Um campo vetorial no espaço bidimensional pode ser visto geometricamente desenhando-se 
vetores representativos F(x, y) em alguns pontos bem selecionados do plano xy. Porém, assim 
como normalmente não é possível descrever completamente uma curva plana localizando um 
número finito de pontos, também não é normalmente possível descrever um campo vetorial 
localizando um número finito de vetores. Ainda assim, tais representações gráficas podem 
fornecer informações úteis acerca do comportamento geral do campo se os vetores forem 
escolhidos adequadamente. Entretanto, representações gráficas de campos vetoriais reque- 
rem um volume substancial de cálculos, de modo que são geralmente criadas com o uso de 
computadores. A Figura 15.1.3 mostra quatro campos vetoriais gerados em computador. O 
campo vetorial na parte (a) poderia descrever a velocidade da corrente em um córrego em 
várias profundidades. No fundo do córrego, a velocidade é zero, mas a velocidade da corrente 
aumenta à medida que a profundidade diminui. Pontos à mesma profundidade têm a mesma 
velocidade. O campo vetorial da parte (b) poderia descrever a velocidade de pontos de uma 
roda em movimento. No centro da roda, a velocidade é nula, mas a velocidade aumenta com 
a distância do centro. Pontos à mesma distância do centro têm a mesma velocidade. O campo 
vetorial da parte (c) poderia descrever a força de repulsão de uma corrente elétrica — quanto 
mais perto da carga, maior é a força repulsora. A parte (d) mostra um campo vetorial no espa- 
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ço tridimensional. Tais figuras tendem a ser confusas e, portanto, de menor valor que repre- 
sentações gráficas de campos vetoriais no espaço bidimensional. Note também que os vetores 
nas partes (b) e (c) estão fora de escala — seus comprimentos foram comprimidos para maior 
clareza. Esse recurso será adotado em todo este capítulo. 


E UMA NOTAÇÃO COMPACTA PARA CAMPOS VETORIAIS 


Às vezes, é útil denotar os campos vetoriais F(x, y) e F(x, y, z) completamente em notação 
vetorial identificando (x, y) com o vetor posição r = xi + yj e (x, y, z) com o vetor posição 
r = xi + yj + zk. Com essa notação, o campo vetorial tanto no espaço bi quanto tridimensio- 
nal pode ser escrito como F(r). Quando não houver possibilidade de confusão, omitiremos, 
algumas vezes, até o r e denotaremos o campo vetorial como F. 


E CAMPOS DE QUADRADO INVERSO 
De acordo com a Lei da Gravitação Universal de Newton, partículas de massas m e M atraem 
uma à outra com uma força F de grandeza 


GmM 
FI = Z (1) 


onde r é a distância entre as partículas e G é uma constante. Supondo que o objeto de massa 
M esteja localizado na origem de um sistema de coordenadas xyz e que r seja o vetor posição 
do objeto de massa m, então r = ||r||, e a força F(r) exercida pela partícula de massa M sobre 
a partícula de massa m tem a direção e o sentido do vetor unitário —r/||r||. Assim, por (1) 


GmM r GmM 
Fe) =- =r (2) 
lri Ir) Ir 
Se m e M forem constantes e se tomarmos c = —GmmM, essa fórmula pode ser dada por 
c 
F(r) = —r 
Irl? 


Campos vetoriais dessa forma aparecem em problemas eletromagnéticos e gravitacionais. 
Tais campos são tão importantes que têm sua terminologia própria. 


15.1.2 DEFINIÇÃO Ser for um vetor posição do espaço bi ou tridimensional e c for 
uma constante, então um campo vetorial da forma 


(f 
F(r) = Ir" (3) 


é denominado um campo de quadrado inverso. 


Observe que se c > 0 em (3), então F(r) tem a mesma direção de r, de modo que cada 
vetor do campo é direcionado para longe da origem; e se c < 0, então F(r) tem sentido oposto 
ao de r, de modo que cada vetor do campo é direcionado para a origem. Em ambos os casos, 
a grandeza de F(r) é inversamente proporcional ao quadrado da distância entre o ponto final 
de r e a origem, pois 


[e| [c| 
IFW = alt= a 

Irl]? Irl? 

Deixamos para o leitor demonstrar que, no espaço bidimensional, a Fórmula (3) pode ser es- 
crita sob a forma de componentes como 


E (xi + 5) (4) 


den 


Figura 15.1.4 
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e no, espaço tridimensional, como 


C 


F(x, y, z) = (xi + yj + zk) 


2 2 233/2 
(x ae My 2) (5) 


[ver partes (c) e (d) da Figura 15.1.3]. 


> Exemplo 1 A Lei de Coulomb afirma que a força eletrostática exercida por uma partícula 
carregada sobre outra é diretamente proporcional ao produto das cargas e inversamente pro- 
porcional ao quadrado da distância entre elas. Essa lei tem a mesma forma da Lei da Gravitação 
Universal de Newton, de modo que o campo da força eletrostática exercida por uma partícula 
carregada é um campo de quadrado inverso. Especificamente, se uma partícula de carga Q estiver 
na origem de um sistema de coordenadas e se r for o vetor posição de uma partícula de carga q, 
então a força F(r) que a partícula de carga Q exerce sobre a partícula de carga q é da forma 


qQ 


— 4meolrlP 


F(r) 


onde eq é uma constante positiva (chamada de constante de permissividade). Essa fórmula é 
da forma (3) com c = g0/47eq. 4 


E CAMPOS GRADIENTE 
Uma classe importante de campos vetoriais surge do processo de calcular gradientes. Lem- 
bre-se de que se & for uma função de três variáveis, então o gradiente de q é definido como 
3p. 3$. ð$ 
Vo = —i + —j+ —k 

i Ox ii dy ni oz 
Essa fórmula define um campo vetorial do espaço tridimensional chamado de campo gra- 
diente de 4. Analogamente, o gradiente de uma função de duas variáveis define um campo 
gradiente no espaço bidimensional. Em cada ponto de um campo gradiente em que o gradien- 
te não for nulo, o vetor aponta na direção em que é máxima a taxa de aumento de q. 


> Exemplo 2 Esboce o campo gradiente de (x, y) = x + y. 
Solução O gradiente de q é 


que é constante [ou seja, é o mesmo vetor em cada ponto (x, y)]. Uma porção desse campo 
vetorial está esboçada na Figura 15.1.4, junto a algumas curvas de nível de q. Observe que, 
em cada ponto, VÊ é normal à curva de nível de q que passa pelo ponto (Teorema 13.6.6). < 


E CAMPOS CONSERVATIVOS E FUNÇÕES POTENCIAIS 

Se F(r) for um campo vetorial arbitrário do espaço bi ou tridimensional, podemos perguntar 
se é um campo gradiente de alguma função à e, em caso afirmativo, como determinar q. Esse 
é um problema importante em diversas aplicações e vamos estudá-lo com mais detalhe mais 
adiante. Há, porém, certa terminologia para esses campos, que introduziremos agora. 


15.1.3 DEFINIÇÃO Dizemos que um campo vetorial F do espaço bi ou tridimensional é 
conservativo em uma região se for o campo gradiente de alguma função à naquela região 
ou seja, se 

F = Vô 


A função q é denominada uma função potencial de F na região. 


1088 Cálculo 


OBSERVAÇÃO 


> Exemplo 3 Campos de quadrado inverso são conservativos em qualquer região que não 
contenha a origem. Por exemplo, no caso bidimensional, a função 


C 


E (12 + y2)1/2 (6) 


P0,)) = 


é uma função potencial de (4) em qualquer região que não contenha a origem, pois 


ð ð 
Vol, y) = Ei 


CX i4 cy É 
= 1 
(x? + y2)3/⁄2 (x? + y2) 


c è E 
T qo pa tD 


= F(x, y) 


Em uma seção mais adiante, discutiremos métodos para encontrar funções potenciais de cam- 
pos vetoriais conservativos. < 


E DIVERGÊNCIA E ROTACIONAL 


Vamos, agora, definir duas operações importantes sobre campos vetoriais do espaço tridi- 
mensional — a divergência e o rotacional do campo. Esses nomes originaram-se no estudo do 
fluxo fluido, caso em que divergência refere-se à maneira como o fluido flui para ou afasta-se 
de um ponto; já rotacional refere-se às propriedades de rotação do fluido em um ponto. As 
interpretações físicas dessas operações serão investigadas detalhadamente mais adiante. Por 
enquanto, vamos focalizar somente seu cálculo. 


15.1.4 DEFINIÇÃO Se E(x, y, z) = f(x, y, zji + (x, y, Dj + h(x, y, z)k, definiremos a 
divergência de F, denotada div F, como a função dada por 


Jo 
E 
dx dy dz 


(7) 


15.1.5 DEFINIÇÃO Se E(x, y, z) = f(x, y, Ji + g(x, y, Dj + h(x, y, z)k, definiremos o 
rotacional de F, denotado rot F, como o campo vetorial dado por 


ðh po) 
rot = ( i+ dar DL (8) 
dy Z 


Note que div F e rot F dependem do ponto em que estão sendo calculados e, portanto, são escritos mais apro- 
priadamente como div F(x, y, z) e rot F(x, y, z). Entretanto, mesmo que essas funções sejam expressas em 
termos de x, y e z, pode ser provado que seus valores em um ponto fixado dependem do ponto, mas não do 
sistema de coordenadas selecionado. Isso é importante nas aplicações, uma vez que permite a físicos e enge- 
nheiros calcular rotacional e divergência em qualquer sistema de coordenadas conveniente. 


Antes de prosseguirmos com alguns exemplos, observamos que div F tem valores esca- 
lares, enquanto que rot F tem valores vetoriais (isto é, rot F é ele próprio um campo vetorial). 


DOMÍNIO DA TECNOLOGIA 


A maioria dos sistemas algébricos 
computacionais pode calcular campos 
gradientes, divergência e rotacional. 
Se o leitor dispuser de um CAS com 
essas capacidades, leia as instruções 
pertinentes e use o CAS para verificar 
os cálculos dos Exemplos 2 e 4. 
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Além disso, para fins computacionais é conveniente notar que a fórmula do rotacional pode 
ser expressa sob a forma de determinante 


i j k 

rot F = Es o 2 (9) 
vo oy tg 
f & B 


O leitor deveria verificar que resulta a Fórmula (8) se o determinante for calculado inter- 
pretando-se um “produto” do tipo (9/əx)(g) como significando dg/dx. Tenha em mente, no 
entanto, que (9) é apenas um artifício memônico, e não um determinante verdadeiro, uma 
vez que os termos de um determinante devem ser números, não vetores ou símbolos de de- 
rivadas parciais. 


> Exemplo 4 Calcule a divergência e o rotacional do campo vetorial 
E(x, y, 2) = xyi + 2y°zj + 32k 
Solução Por (7) 
: ð z ð 3 ð 
div F = — (xy) + —(2y'2) + — (3z) 
Ox dy dz 


= 2xy + 6y?z +3 


e por (9) 
j 
rot F = d é 
dx dy dz 
xy 2y'z 3z 


[5 00- pero[i+ [pain Zeli Zoro- oct) 
dy oz yep az? Ta Ox nd at 


=-2yi-xk <4 


> Exemplo 5 Mostre que a divergência do campo de quadrado inverso 


c 


oq: 


zya Cd F yj + zk) 


é nula. 


Solução Os cálculos podem ser simplificados fazendo-se r = (x? + y? + 23)!/?, caso em 
que F pode ser expresso como 


i j k 
cx a = Sk | ago 
r r r 


F(x, y,z) = 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que 
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Assim, 


arsa (5) +55 (5) + 5: (5) (0) 


No entanto, 


ð /x r? — x(3r®) (x/r) 1 3x? 
(=)= 5 


dx \r? (r3)? r? r5 
ð ( y ) 1 3y? 
dy r3?! r? r5 


ð (Ż ) A 3z? 
dz 3 rB r’ 
Substituindo essas expressões em (10), obtemos 


3 3x? + 3y? + 3z? 3 3r? 
DE je] 5|=04 


r? r5 


div E =e] 


E O OPERADOR V 
Até aqui, não foi dado um significado próprio ao símbolo V que aparece na expressão do gra- 
diente Vá. Entretanto, é conveniente considerar V como um operador 


v e (11) 
= —i 
Ox avi əz 


que, aplicado a A(x, y, z), produz o gradiente 


dd. Ə. db 
Vo = —i+ — —k 
q e p ak 


Chamamos (11) de operador del. Ele é análogo ao operador de derivada d/dx que, quando 
aplicado a f(x), produz a derivada f'(x). 
O operador del permite-nos expressar a divergência de um campo vetorial 


F = f(x, y, D+ gx, y, D + hx, y, Dk 


em notação de produto escalar como 


0, ð ðh 
ree a dd (12) 
obe Op o 
e o rotacional desse campo em notação de produto vetorial como 
i j k 
ð ð ð 
TOCE ZVX PSSE e (13) 
ð dy Oz 
D g 4 


E O LAPLACIANO y? 
O operador que resulta aplicando-se o operador del a si mesmo é denotado por V? e é chama- 
do de operador laplaciano. Esse operador tem a forma 


V2=V.V= so (14) 
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Quando aplicado a d(x, y, z), o operador laplaciano produz a função 


92 92 9? 
= 00 4 4 4 4 
dx? dy? əz? 


V? 


Note que V?¢ também pode ser expresso como div (V 4). A equação V?¢% = 0 ou sua equivalente 


2 2 2 
Pp Po o | 


0 
dx? dy? dz 


é conhecida como equação de Laplace. Essa equação diferencial parcial desempenha um 
papel importante em uma grande variedade de aplicações, resultante do fato de ser satisfeita 
pela função potencial do campo de quadrado inverso. 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.1 (Ver página 1093 para respostas.) 


2. O campo vetorial F(x, y, z) = 


1. A função d(x, y, z) = xy + yz + xz é um potencial do campo 


vetorial F = 


__, definido com 
(x, y, 2) + (0, 0, 0), está sempre apontando para a origem e tem 
magnitude igual à distância de (x, y, z) até a origem. 


Pierre Simon de Laplace (1749-1827) Matemático e 
físico francês. Laplace é conhecido como o Isaac Newton 
francês em razão de seu trabalho em Mecânica Celeste. 
Em seu tratado em cinco volumes, intitulado Traité de 
Mécanique Céleste, ele resolveu problemas extremamen- 
te difíceis envolvendo interações gravitacionais entre os 
planetas. Em particular, foi capaz de demonstrar que nosso siste- 
ma solar é estável e não está sujeito a colapso catastrófico como 
resultado dessas interações. Na época, esse era um problema 
muito preocupante, porque a órbita de Júpiter parecia estar enco- 
lhendo e a de Saturno, expandindo; Laplace demonstrou que es- 
sas eram anomalias periódicas esperadas. Além de seu trabalho 
em Mecânica Celeste, ele fundou a teoria da probabilidade mo- 
derna, mostrou junto a Lavoisier que a respiração é uma forma 
de combustão e desenvolveu métodos que desbravaram muitos 
ramos da Matemática pura. 

Laplace nasceu em uma família de classe média na Nor- 
mandia; seu pai era fazendeiro e comerciante de cidra. Matri- 
culou-se no curso de Teologia da Universidade de Caen aos 16 
anos, mas aos 18 foi para Paris com uma carta de apresentação 
para o influente matemático d” Alembert, que acabou ajudando- 
-o a iniciar a carreira de matemático. Laplace era um escritor 
prolífero e após sua eleição para a Academia de Ciências, em 
1773, o secretário escreveu que a Academia nunca havia rece- 
bido tantos trabalhos importantes de pesquisa de uma pessoa 
tão jovem em tão pouco tempo. Laplace tinha pouco interesse 


3. Um campo de quadrado inverso é um que pode ser escrito na 
forma F(r) = 


4. O campo vetorial 


F(x, y, )=ydi+mj+yzk 


tem divergência e rotacional 


na Matemática pura — ele considerava a Matemática meramen- 
te uma ferramenta para resolver problemas aplicados. Na sua 
impaciência com o detalhe matemático, frequentemente omitia 
raciocínios complicados com a frase “É fácil mostrar que...”. 
Ele admitiu, no entanto, que, com o passar do tempo, frequente- 
mente ele mesmo tinha dificuldade para reconstruir os detalhes 
omitidos! 

No apogeu de sua fama, Laplace serviu em muitos co- 
mitês do governo e ocupou os postos de Ministro do Interior e 
chanceler do Senado. Por pouco conseguiu escapar da prisão e 
da execução durante o período da Revolução, provavelmente 
em razão de sua habilidade em convencer cada partido oponen- 
te de que ele o apoiava. Napoleão o descreveu como um grande 
matemático, mas um administrador medíocre que “procurava 
sutilezas em tudo, tinha somente ideias ambíguas e... carregou 
o espírito do infinitamente pequeno para dentro da administra- 
ção”. Apesar de ser um gênio, Laplace era egoísta e inseguro, 
tentando garantir seu lugar na História, convenientemente dei- 
xando de dar crédito aos matemáticos cujo trabalho ele usava 
— uma mesquinhez desnecessária, uma vez que seu próprio tra- 
balho era brilhante. Porém, no lado positivo, apoiava os ma- 
temáticos jovens, geralmente tratando-os como seus próprios 
filhos. Laplace é classificado como um dos matemáticos mais 
influentes da História. 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pierre-Simon-Laplace %281749-1827%29.jpg] 
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EXERCÍCIOS 15.1 [Recurso Gráfico [E] CAS 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1-2 Relacione o campo vetorial F(x, y) com uma das representa- 


ções gráficas e explique seu raciocínio. EH 
1. (a) F(x, y) = xi (b) F(x, y) = sen xi + j 


2. (a) F&,y)=i+j 


x . y A 
b) Fœ, y) = i+ j 
Vt yty 
Ay Ay 
PÉ AA MAE A A A SRANN L 
RAR O A E SSII a e 
Zi Re A LDO O e SST SAPA 
DANE A A ES N | A aae 
oa. Ea a 
RE > memme =N 
EA A Eee Nan 
AOL AN A A BAA OR aa 
EPA A E AA AAA NANA 
PA A A A A A A E Ss 
A A E ETA A TANA 
I H 
Ay AY 
E PIRNNNNA PA ZAHAR 
E ZIANNNNA PA ZZZLIAR 
T AARS EN I PAIAS 
- ZIANNNNA | AZAR 
E ZIASNNNA PA A ANR 
z NS N A 
E ZIASNNNA PA ZARA 
E ZIANNNN A PIZZARIAS x 
E FARSA AA Aa 
- ZIANNNN N | 4272 NS 
E ZIANNNNA PA ZZZATAR 
: ZIANNNNA PA ZAHAR 
E ZIRNNNNA PA N 
- ZIASSNNA | AZAR 
- ZINNNNNA AZAR 
E ZIFSNNNA | AAA ARA 
5 PREA AA ANS 


HI IV 


3-4 Determine se a afirmação sobre o campo F(x, y) é verdadei- 
ra ou falsa. Se falsa, explique por quê. E 


3. Fœ, y)= xi — yj. 
(a) IF@, y)ll—0 quando (x, y)}— (0, 0). 
(b) Se (x, y) estiver no eixo y positivo, o vetor aponta na 
direção e sentido do eixo y negativo. 
(c) Se (x, y) estiver no primeiro quadrante, então o vetor 
aponta para baixo e para a direita. 


X Ê y 5 
i j. 
VEI qa? 
(a) À medida que (x, y) se afasta da origem, os compri- 
mentos dos vetores decrescem. 
(b) Se (x, y) for um ponto no eixo x positivo, então o vetor 
aponta para cima. 
(c) Se (x, y) for um ponto no eixo y positivo, o vetor apon- 
ta para a direita. 


4. F(x,y) = 


5-8 Esboce o campo vetorial desenhando alguns vetores representa- 
tivos que não se intersectem. Os vetores não precisam estar em esca- 
la, mas devem estar em proporção razoavelmente correta entre si. EH 


5. Fx,y)=2-j 6. Fx,y) =), y>0 


7. E(x, y) = yi — xj. [Nota: Cada vetor do campo é perpendicular 
ao vetor posição r = xi + yj.] 


xi+ yj 

A, [Nota: Cada vetor do campo é um ve- 
/ x2 + y? 

tor unitário e de mesma direção e sentido que o vetor posição 

r=xi+yj] 


8. F(x, y) = 


9-10 Use um recurso gráfico para gerar uma representação gráfica 


do campo vetorial. E 
9. F(x, y)=i+ cos yj 10. F(x, y) = yi — xj 


11-14 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


11. A função vetorial 
F(x, y) = yi + x? j + xyk 
é um exemplo de um campo vetorial do plano xy. 
12. Se r for um vetor posição no espaço tridimensional, então um 
campo vetorial do tipo 


Fr) = — 
"= 


será um exemplo de um campo de quadrado inverso. 
13. Se F for um campo vetorial, então V x F. também será. 


14. Se F for um campo vetorial e V - F = à, então à será uma fun- 
ção potencial de F. 


15-16 Confirme que à é uma função potencial de F(r) em alguma 
região e determine a região. E 


15. (a) d(x,y) = arc tg xy 
xX ; 
H zl 


F Z . 
Gu) = ERR TROS 
b) dry z) = xX — 3y? +42 
F(x, y, z) = 2xi — 6yj + 8zk 


16. (a) px, y) = 2y? + 3x?y — xy? 
FG, y) = (6xy — yi + (4y + 3x — 3xy)j 
(b) (x, y, z) = x sen z + y sen x + z sen y 
E(x, y, z) = (sen z + y cos x)i + (sen x + z cos y)j 
+ (sen y + x cos z)k 


17-22 Calcule div F e rot F. E 
17. F(x, y, z) = xi — 2j + yzk 
18. F(x, y, z) = xzĉi + 2980 + 5z?yk 
19. F(x, y, z) = 171 — 8222) — 3xy*k 
20. F(x, y, z) = e®i — cos yj + sen?zk 

1 
22. F(x, y, z) = In xi + e% + arc tg(z/x)k 
23-24 Calcule V -(F x G). E 


21. F(x,y,27)= 


(xi+ yj+ zk) 


23. F(x, y, z) = 2xi + j + 4k 
G(x, y, z) =xi + yj — zk 


24. F(x, y, z) = yzi + xzj + xyk 
G(x, y, z) = xy) + xyzk 


25-26 Calcule V ° (V x F). E 

25. F(x, y, 2) = sen xi + cos(x — y)j + zk 
26. Fx, y, z) = ei + 3xæj — ek 

27-28 Calcule V x (V x F). E 

27. F(x, y, z) = xyj + xyzk 

28. F(x, y, z) = yxi — 3yzj + xyk 


[c]29. Use um CAS para conferir os cálculos nos Exercícios 23, 25 e 
27. 


[2]30. Use um CAS para conferir os cálculos nos Exercícios 24, 25 e 
28. 


31-38 Sejam k uma constante e F = F(x, y, z), G = G(x, y, z) e 
& = dx, y, 2). Prove as seguintes identidades, supondo que todas as 
derivadas envolvidas existam e sejam contínuas. EH 


31. div(kF) = k div F 
33. div(F + G) = div F + div G 


32. rot(kF) = k rot F 


34. rot(F + G) = rot F + rot G 

35. div(ġF) = ¢ div F + Vo: F 
36. rot(ġF) = ġ rot F + Vo x F 
37. div(rot F) = 0 38. rot(Vġ)=0 


39. Reescreva as identidades dos Exercícios 31, 33, 35 e 37 em 
forma equivalente usando a notação V - para divergente e V x 
para o rotacional. 


40. Reescreva as identidades dos Exercícios 32, 34, 36 e 38 em 
forma equivalente usando a notação V - para divergente e V x 
para o rotacional. 


41-42 Verifique que o vetor posição r = xi + yj + zk tem a pro- 
priedade enunciada. EH 


41. (a)rotr=0 (b) Vrli = T 
1 r 
42. di = b) V— = —-— 
PEE (0) Yii kF 


43-44 Sejam r = xi + yj + zk, r = ||r||, f uma função diferenciável 
de uma variável e F(r) = f(r)r. E 


43. (a) Use a regra da cadeia e o Exercício 41 (b) para mostrar que 


Fr) 


r 


Vf) = 


r 


(b) Use o resultado da parte (a) e os Exercícios 35 e 42(a) para 
mostrar que div F = 3 f(r) + rf'(r) 
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44. (a) Use a parte (a) do Exercício 43, o Exercício 36 e o Exercí- 
cio 41(a) para mostrar que rot F = 0. 
(b) Use o resultado da parte (a) do Exercício 43 e os Exercí- 
cios 35 e 42(a) para mostrar que 


Ju 


r 


Vífr) = +O 
45. Use o resultado do Exercício 43(b) para mostrar que a diver- 
gência do campo de quadrado inverso F = r/l|r|[? é nula. 


46. Use o resultado do Exercício 43(b) para mostrar que se F for 
um campo vetorial da forma F = f(rll) r e se div F = 0, en- 
tão F é um campo de quadrado inverso. [Sugestão: Considere 
r = ||r|| e multiplique 3f(1) + rf’ (r) = 0 por 7°. Escreva, então, 
o resultado como a derivada de um produto.] 


47. Uma curva C é chamada de linha de fluxo de um campo veto- 
rial F se F for um vetor tangente a C em cada ponto ao longo 
de C (ver figura a seguir). 

(a) Sejam C uma linha de fluxo de F(x, y) = —yi + xj e (x, y) 
um ponto em C para o qual y # 0. Mostre que as linhas de 
fluxo satisfazem a equação diferencial 

dy x 
dx y 

(b) Resolva a equação diferencial da parte (a) por separação 
de variáveis e mostre que as linhas de fluxo são círculos 
concêntricos centrados na origem. 


C 


Linhas de fluxo de 
um campo vetorial 


Figura Ex-47 


48-50 Encontre uma equação diferencial que seja satisfeita pelas 
linhas de fluxo de F (ver Exercício 47) e resolva-a para encontrar 
equações das linhas de fluxo de F. Esboce algumas linhas de fluxo 
e vetores tangente típicos. E 


48. Fx, y)=i+xj 49. F(x,y)=xi+j, x>0 


50. F(x,y)=xi—-yj, x>0ey>0 


51. Texto Discuta as semelhanças e as diferenças entre os concei- 
tos “campo vetorial” e “campo de direções”. 


52. Texto Em aplicações físicas, muitas vezes, é necessário lidar 
com quantidades vetoriais que dependem não apenas da posição 
no espaço, mas também do tempo. Dê alguns exemplos e discuta 
como o conceito de campo vetorial deveria ser alterado para ser 
aplicável a essas situações. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.1 


1. +i + (x+ D+ +yk 2. =r = —xi — yj — zk 3 


c 
o mÈ 
Iri? 


4. 2xy + 2yz; zi +yj +0- Dk 
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15.2 INTEGRAIS DE LINHA 


Em capítulos anteriores, consideramos três tipos de integrais em coordenadas retangulares: 
integrais simples em intervalos, integrais duplas em regiões bidimensionais e integrais 
triplas em regiões tridimensionais. Nesta seção, discutiremos integrais ao longo de curvas 
nos espaços bi e tridimensionais. 


E INTEGRAIS DE LINHA 


Q O primeiro objetivo desta seção é definir o que significa integrar uma função ao longo de uma 
curva. Para motivar a definição, consideramos o problema de encontrar a massa de um arame 
muito fino cuja função densidade linear (massa por unidade de comprimento) seja conhecida. 
Vamos supor que possamos modelar o arame com uma curva lisa C entre dois pontos, P e 
Q, do espaço tridimensional (Figura 15.2.1). Dado um ponto (x, y, z) em C, denotamos por 
f(x, y, z) o valor correspondente da função densidade. Para calcular a massa do arame, pro- 
cedemos como segue: 


e Divida C em n seções muito pequenas usando uma sucessão de pontos de partição 
distintos 


P= Pó Pue Paeces Pn r= 


P como ilustrado no lado esquerdo da Figura 15.2.2. Seja AM, a massa da k-ésima seção 


Figura 15.2.1 Um arame muito e seja As; o comprimento de arco entre P—1 e Px. 


fino modelado por uma curva lisa. 


AA P, 


Poa Pk k Yk Zk) 


AM, =f AK Yk» ZK) Ask 


Figura 15.2.2 


e Escolha um ponto amostral P* (xý, y;, z%) arbitrário na k-ésima seção, como ilustrado 
no lado direito da Figura 15.2.2. Se Asy for muito pequeno, o valor de f não varia mui- 
to ao longo da k-ésima seção e podemos aproximar f ao longo dessa seção pelo valor 
F(xk, Yý Z;). Segue que a massa da k-ésima seção pode ser aproximada por 


AME flxi, Yks Z4) Ask 


e A massa M do arame todo pode, então, ser aproximada por 
n n 
M=} AM => fl vi DA (1) 
k=1 k=1 


e Utilizaremos a expressão max As; 0 para indicar o processo de aumentar n de tal 
modo que os comprimentos de todas as seções tendam a 0. E plausível que o erro em (1) 
tenda a O quando max As;—0 e que o valor exato de M seja dado por 


M= lim S for oi As (2) 
k=1 


max Asp > 0 
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O limite em (2) é análogo ao limite de uma soma de Riemann usada para definir a inte- 
gral de uma função em um intervalo (Definição 5.5.1, no Volume 1). Pensando nessa seme- 
lhança, estabelecemos a seguinte definição. 


15.2.1 DEFINIÇÃO Se C for uma curva lisa no espaço bi ou tridimensional, então a in- 
tegral de linha de f em relação a s ao longo de C é 


Embora o termo “integral curvilínea” 
seja mais descritivo, as integrais na 


n 
Definição 15.2.1 são chamadas, por ra- f(x, y)ds= lim SE OE do Av (3) 
€ max Ask > 0 = 


zões históricas, de “integrais de linha”. 


n 
l Fx, y, zasa a a a Fly Wa Z%) Ask tridimensional (4) 


desde que esse limite exista e não dependa da escolha de partição ou da escolha dos pon- 
tos amostrais. 


Em geral, é impraticável calcular integrais de linha diretamente da Definição 15.2.1. 
Contudo, a definição é importante na aplicação e interpretação de integrais de linha. Por 
exemplo: 


e Se C for uma curva no espaço tridimensional que modela um arame fino e se f(x, y, z) 
for a função densidade linear do arame, segue de (2) e da Definição 15.2.1 que a mas- 
sa M do arame é dada por 


M= | fæy dds (5) 
€ 


Portanto, para obter a massa de um arame fino, integramos a função densidade linear ao 
longo da curva lisa que modela esse arame. 


e Se C for uma curva lisa de comprimento de arco L e se f for identicamente 1, então se- 
gue imediatamente da Definição 15.2.1 que 


[as= lim Duo lim L=L (6) 
c e 


max Ask > 0 max As — 0 


Se C for uma curva no plano xy e se f for uma função contínua não negativa definida em 
C, então / é f(x, y) ds pode ser interpretada como a área A da “cortina” que é traçada 
por um segmento de reta vertical que se estende desde o ponto (x, y) para cima até uma 
altura f(x, y) e se move ao longo de C desde uma extremidade de C até a outra (Figura 
15.2.3). Para ver isso, utilize a Figura 15.2.4 em que f (xý, yý) é o valor de fem um pon- 
to arbitrário P do k-ésimo arco da partição para observar a aproximação 


AA ES f(x Yk) ASk 


Segue que 


x 


n n 
Figura 15.2.3 A=) AM SD fa, yE Ask 
k=1 k=1 


Então é plausível que 


a= dim DeD | fods T) 
k=1 c 


max Asz > 0 
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y= 


Figura 15.2.5 


Figura 15.2.4 


Como a Definição 15.2.1 é bastante parecida com a Definição 5.5.1, no Volume 1, não 
deveria ser uma surpresa que as integrais de linha compartilhem muitas das propriedades co- 
muns de integrais definidas ordinárias. Por exemplo, temos 


[entea ds = | fæ vas+ f s% vjas 
Cc G E 


desde que existam ambas as integrais de linha do lado direito dessa equação. Analogamente, 
pode ser mostrado que se f for contínua em C, então existe a integral de linha de fem relação 
a s ao longo de C. 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS DE LINHA 

Exceto em casos muito simples, não é factível calcular uma integral de linha diretamente de 
(3) ou (4). Contudo, mostraremos agora que é possível expressar uma integral de linha como 
uma integral definida ordinária, de modo que não serão necessários métodos especiais para 
calcular as integrais de linha. Por exemplo, suponha que C seja uma curva no plano xy, dada 
por uma parametrização lisa 


rMD=xDi+y0j)  (a<t<b) 
Além disso, suponha que a cada ponto P de uma partição de C corresponda um valor do pa- 
râmetro ty em [a, b]. O comprimento de arco de C entre os pontos P—1 e Px é, então, dado por 


as = f lr (9) dt (8) 


tk—ı 


(Teorema 12.3.1). Se denotarmos Atk = tk — tk—-1, segue de (8) e do Teorema do Valor Médio 
para Integrais (Teorema 5.6.2, no Volume 1) que existe um ponto tř em [fķ—1, t] tal que 


tk 
Ask = f Ir Oll dt = r (49) || At 
fe 

Denotamos por Př (xý, y;) = PĚ (x (tř), y(t;)) o ponto correspondente ao valor t do parâme- 
tro (Figura 15.2.5). 

Como a parametrização de C é lisa, pode ser mostrado que As;— 0 se, e somente se, 
Aty—>0 (Exercício 57). Além disso, a composta f(x(t), y(1)) é uma função real definida no 
intervalo [a, b], e temos 


n 
J tepas tim 3 foro) As 
c k=1 


max Asp — 0 


max Ask > 


= dim D SaO, yI (Ate 
k=1 

= lim J SO), yD CONA 
k=1 


max At; — O 


b 
J FAO, YEI OI dt 


Explique como as Fórmulas (9) e (10) 
confirmam a Fórmula (6) do compri- 


mento de arco. 


(1,2) 


yx 


Figura 15.2.6 


(b) 
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Portanto, se C for uma curva dada por uma parametrização lisa 


r(t) = (Di + yj (a<t<b) 


então 


b 
[tc vas= [ FOO, YOI OI dt (9) 


Analogamente, se C for uma curva no espaço tridimensional, dada por uma parame- 
trização lisa 
r(A =x)i + yj +z)k  (ast<b) 


então 


b 
[todas = f FOO, yE), zI (Dl dr (10) 


>» Exemplo 1 Usando a parametrização dada, calcule a integral de linha f Re +29?) ds. 
(a) Cir()=ti+2tj 0<t<1) (ver Figura 15.2.6a) 
(b) Cir()=1-N+0O-2j (O<t<l) (ver Figura 15.2.6b) 
Solução (a) Comor'(t) =i + 2j, temos |jr'(t)|| = v5 e, da Fórmula (9), decorre que 
1 
fa + xy?) ds z. U +H? IVS dt 
c 0 
1 
=f (1+40)v5dt 
0 
=v5[t +1] =2,5 


Solução (b) Como r'(t) = —i — 2j, temos ||r'(£)|| = «/5 e, da Fórmula (9), decorre que 


1 
fara= f U +a- t- 2) ]V5dt 
C 0 


1 
a +45 dt 
0 


=5[- 1-0], =245 « 


Observe que as integrais nas partes (a) e (b) do Exemplo 1 são iguais, embora as pa- 
rametrizações correspondentes de C tenham orientações opostas. Isso ilustra o resultado 
importante de que uma integral de linha de f em relação a s ao longo de € não depende da 
orientação escolhida de C. (Isso é assim porque Asy é sempre positivo; portanto, não im- 
porta o sentido em que sejam listados os pontos de partição da curva na Definição 15.2.1.) 
Adiante nesta seção, discutiremos integrais de linha que somente são definidas para curvas 
orientadas. 

A Fórmula (9) tem uma expressão alternativa para uma curva € no plano xy dada por 
equações paramétricas 


x=x(t), y=y1) (a<t<b) 
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=1, 0, 
( m) 0 y 
z 1 
0 
/ | 
(1,0,0) 
0 
1 x 
Figura 15.2.7 
A) 
5 y=V25-x? 
X 
> 
= 5 
Figura 15.2.8 


Nesse caso, escrevemos (9) na forma expandida 


b d 2 d 2 
f fœ, y)ds = I rovo (5) +(2) dt (11) 


Analogamente, se C for uma curva no espaço tridimensional que é parametrizada por 


x=x(t), y=yb), z=zt) (a<t<b) 


então escreveremos (10) na forma 


Ê dx (dy? (daN 
[terda f rovo (E) +(2) +(5) dt (12) 


> Exemplo 2 Calcule a integral de linha Soy + 2) ds de (1, 0, 0) a (—1, 0, 7r) ao longo 
da hélice C que é representada pelas equações paramétricas 


x=cost, y=sent, z=t (O<t<ym) 


(Figura 15.2.7). 
Solução Pela Fórmula (12) 


x dx 7 dy dz i 
[otda] (cost sent + t°) (5) | (2) (5) d 


= | (cost sent +) (- sent)? + (cost)? + 1dt 
0 


x 
= 2 f (cost sent + t°) dt 
0 
= a [ Semi | | P 
2 4h 4 


Se ô(x, y) for a função densidade de massa de um arame modelado por uma curva lisa 
C do plano xy, então um argumento parecido com o da dedução da Fórmula (5) mostra que a 
massa do arame é dada por de ô(x, y) ds. 


> Exemplo 3 Suponha que um arame semicircular tenha a equação y = 25 — x? e que 
sua densidade de massa seja ó(x, y) = 15 — y (Figura 15.2.8). Fisicamente, isso significa que 
o arame tem uma densidade máxima de 15 unidades na base (y = 0) e que a densidade do 
arame decresce linearmente em relação a y para um valor de 10 unidades no topo (y = 5). 
Calcule a massa do arame. 


Solução A massa M do arame pode ser expressa como a integral de linha 
M = J ôx; y) ds = fos — y)ds 
c c 


ao longo do semicírculo C. Para calcular essa integral, expressamos C parametricamente 
como 


x=5cost, y=5sent (0<t<x) 
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Assim, segue de (11) que 


m= fas- jd = [5-5 t) dy, DV as 
= C MA A ido dt dt 


= | (15 — 5 sen t)y (—5 sent)? + (5 cos t)? dt 
0 


T 
ss] (15 — 5 sent) dt 
0 


= [151 + 5cos tlo 


= 757 — 50 ~ 185,6 unidades de massa < 


No caso especial em que t é um parâmetro de comprimento de arco, digamos t = s, se- 
gue das Fórmulas (20) e (21) das Seções 12.3 que os radicais em (11) e (12) se reduzem a 1 e 
as equações simplificam para 


b 
[ PEDE / EO En (13) 


b 
l de ne l ROO (14) 


respectivamente. 


> Exemplo 4 Calcule a área da superfície que se estende verticalmente desde o círculo 
xX + y? = 1 no plano xy até o cilindro parabólico z = 1 — x? (Figura 15.2.9). 


Solução Segue de (7) que a área A da superfície pode ser expressa como a integral de linha 
A - fa = di (15) 
c 


onde C é o círculo x? + y? = 1. Esse círculo pode ser parametrizado em função do compri- 
mento de arco como 


x=coss, y=sens (O<s<27) 


Assim, segue de (13) e (15) que 


2x 
a= [a-as= (1 — cos? s) ds 
ti 0 


2x 1 27 
= sen? s ds = — (1 — cos2s)ds =m 4 
0 2 Jo 


Figura 15.2.9 
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Explique por que a Fórmula (16) im- 
plica que fc dx = xp — xi, onde xpe 
x; são as coordenadas x respectivas 
dos pontos inicial e final de C. E o que 
vale para fc dy? 


Explique por que a Fórmula (16) im- 
plica que Sell, y) dx = 0 em qual- 
quer segmento de reta orientado pa- 
ralelo ao eixo y. O que pode ser dito 
sobre / cf(x, y) dy em qualquer seg- 
mento de reta orientado paralelo ao 
eixo x? 


E INTERGRAIS DE LINHA EM RELAÇÃO A x, yE z 

Descreveremos, agora, um segundo tipo de integral de linha em que trocamos o ds da integral 
por dx, dy ou dz. Por exemplo, suponha que f seja uma função definida em uma curva lisa C 
do plano xy e que tenhamos etiquetado pontos de uma partição de C por Py(x;, Yk). Tomando 


AXk = Xk — Xp € Ay = Yk — Yk-1 


gostaríamos de definir 


Í fe yds = dim Do SOR yp Ax (16) 
c max As > = 
[te nay= ab D FORD Am (7) 


Contudo, diferentemente do que ocorre com Asz, os valores de Ax; e Ay, trocam de sinal se 
a ordem dos pontos da partição ao longo de C for invertida. Portanto, para poder definir as 
integrais de linha usando as Fórmulas (16) e (17), devemos nos restringir a curvas orientadas 
Ce a partições de C em que os pontos da partição estejam ordenados no sentido da orientação 
da curva. Com essa restrição, se existir o limite em (16) e não depender da escolha da partição 
nem da escolha dos pontos amostrais, então dizemos que (16) é a integral de linha de fem 
relação a x ao longo de C. Analogamente, (17) define a integral de linha de f em relação a 
y ao longo de C. Se C for uma curva lisa no espaço tridimensional, podemos ter integrais de 
linha de fem relação a x, y e z ao longo de C. Por exemplo, 


max Asp > 


x,y )dx= lim XE Vrs Zr JAX 
[two o2 Saio P Axe 


e assim por diante. Como ocorre no caso de integrais de linha em relação a s, as integrais de 
linha de fem relação a x, y e z existem se f for contínua em C. 

O procedimento básico para calcular essas integrais de linha é encontrar equações pa- 
ramétricas de C, digamos 


x=x, y=y®), z=zt) (a<t<b) 


em que a orientação de C seja dada no sentido de percurso de t crescente, e então expressar o 
integrando em termos de t. Por exemplo, 


b 
l aa f OO O (0) dt 


[Uma fórmula dessas é fácil de ser lembrada: basta substituir x, y e z pelas equações paramé- 
tricas e lembrar que dz = z’ (t) dt.] 


> Exemplo 5 Calcule Íg 3xy dy, onde C é o segmento de reta ligando (0, 0) e (1, 2) com 
a orientação dada. 


(a) Orientada de (0, 0) para (1, 2), como na Figura 15.2.6a. 
(b) Orientada de (1, 2) para (0, 0), como na Figura 15.2.6b. 
Solução (a) Usando a parametrização 
x=t, y=2U4 (O<t<l) 
obtemos 


1 


1 1 
fmar=[ mena = [ por di = 4º] =4 
E 0 0 


0 


A 
Figura 15.2.10 


xX 
> 


1 


x= cos t, y = sent (0 < t < 7/2) 


Figura 15.2.11 
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Solução (b) Usando a parametrização 
x=1-t y=2—2t (0<t<1) 
obtemos 


1 


1 1 
[o=] 3 — CE — 2 da= f 121 -° dt =4(1 n| =—4 4 
G 0 0 


0 


Observe, no Exemplo 5, que invertendo a orientação da curva, mudou o sinal da in- 
tegral de linha. Isso ocorre por que invertendo a orientação de uma curva trocamos o sinal 
de Ax, na definição (16). Assim, diferentemente do que ocorre com integrais de linha de 
funções em relação a s ao longo de C, a troca de orientação de C troca o sinal de uma inte- 
gral de linha em relação a x, y e z. Se C for uma curva lisa orientada, denotamos por —C a 
curva orientada que consiste nos mesmos pontos de C, mas com a orientação oposta (Figura 
15.2.10). Então temos 


l farda = [ O e l ga y)dy =- | gl, 3)dy (18-19) 
Ee E =£ C 
enquanto 
f Tei- Í Teas (20) 
=) E 


Identidades análogas valem para integrais de linha no espaço tridimensional. A menos de 
menção explicita em contrário, vamos supor que curvas paramétricas estejam orientadas no 
sentido do parâmetro crescente. 

Muitas vezes, as integrais de linha em relação a x e y ocorrem combinadas, caso em que 
omitimos um dos sinais de integral e escrevemos 


[Feats a= | faxt f eads (21) 


Uma convenção análoga será usada para combinações de integrais de linha em relação a x, y 
e z ao longo de curvas no espaço tridimensional. 


> Exemplo 6 Calcule 
f 2xydx + (x? + y3) dy 
c 


ao longo do arco circular C dado por x = cos t, y = sen t (0 < t < 7/2) (Figura 15.2.11). 


Solução Temos 


x/2 d 
J 2xy dx =f (2 cost sent) [5e] dt 
c 0 dt 


/2 
o pç A o p) 3 N, 5 
== sen“ t cos t dt = —— sen” t = —— 
0 3 0 3 


n/2 d 
fe +y’) dy = l (cos? t + sen? t) | Gen n| dt 
Cc 0 dt 


n/2 x/2 
- [ cost dt = sent | =1 
0 0 
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Assim, por (21) 
f 2xydx + (x° + y’) dy = Í 2xy dx +f +) dy 
Ç c fas 


«4 


w| = 


= 3 = 


Pode ser mostrado que, se fe g forem funções contínuas em C, podemos expressar com- 
binações de integrais de linha em reação a x e y em termos de um limite e podemos calcular 
essas integrais em um único passo. Por exemplo, temos 


[ tes. var+ ga, ay = lim Y OSO, yp Ax + gl) Ayl (22) 
c maA O 


b 
[teite na | FEO, yL O HE, yO Dldt (23) 


Resultados análogos valem para integrais de linha no espaço tridimensional. O cálculo de 
uma integral de linha pode, às vezes, ser simplificado usando a Fórmula (23). 


> Exemplo 7 Calcule 
f (Bx? + y?) dx + 2xy dy 
C 


ao longo do arco circular C dado por x = cos t, y = sen t (0 < t < 7/2) (Figura 15.2.11). 


Solução Por (23), temos 


x/2 
| Bx? + y?) dx +2xy dy = f [(3 cos? t + sen? t)(— sent) + 2(cos t) (sen t) (cos t)] dt 
E 0 


x/2 
= f (—3 cos? t sent — sen? t + 2 cos? t sent) dt 
0 


Compare as contas no Exemplo 7 x/2 x/2 
com aquelas envolvidas no cálculo de = | ( cos? f sen? 1) (sen t) die f — sent dt 
0 0 


es +) dx + 2xy dy 
(e C 


Segue de (18) e (19) que 
l. fœ, y)dx + gx, y)dy = — i fœ, y) dx + g(x, y)dy (24) 


de modo que, inverter a orientação de C troca o sinal da integral de linha em que x e y ocor- 
rem combinados. Analogamente, 


l Pea Vo E sp GE Mo DOV OE do z 
=@ 


= -f IOo Po 2) dx + g(x,y, 2) dy + h(x, y,z) dz (25) 
(6: 


Vetores fora de escala 


qta 


K 
t 


T 
\ 
N 
N 
Sã 


a 
a 


as 
Nla} 


PAM A E 
dd Ap A A A E 


a 


|O E ERE RE 2 


Ei 


y= 


SR) paes ein E O a a 
EO A 
PAPA ara, 


+ 


E TT e poi pôs pn nao e 


Figura 15.2.12 


(b) 
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E INTEGRAÇÃO DE UM CAMPO VETORIAL AO LONGO DE UMA CURVA 

Existe uma notação alternativa para integrais de linha em relação a x, y e z que é particular- 
mente apropriada para lidar com problemas que envolvam campos de vetores. Interpretamos 
dr como 


dr = dxi + dyj ou dr=dxi+dyj+ dzk 


dependendo de C ser uma curva no espaço bi ou tridimensional. Para uma curva C orientada 
no espaço bidimensional e um campo vetorial 


ECx, y) = f, yi + gx, y)j 


escrevemos 


[F a= [Faita dita = | fedr tea dy 20 

€ € E 

Analogamente, para uma curva C no espaço tridimensional e um campo vetorial 

EC, y, z2) = fx, y, Di + 8x, y, 2j + AQ, y, 2)k 
escrevemos 
f Ear = fra. y: D+ gx, y, D+ h(x, y, z)k) * (dxi + dyj + dzk) 
€ € 

(27) 


= / f(x,y, 2) dx + g(x,y, 2) dy + h(x, y, 2) dz 
E 


Com essas convenções, somos levados à seguinte definição. 


15.2.2 DEFINIÇÃO Se F for um campo vetorial contínuo e C for uma curva lisa orienta- 
da, então a integral de linha de F ao longo de C é 


(28) 


[Far 
E 


A notação na Definição 15.2.2 facilita lembrar a fórmula para calcular a integral de li- 
nha de F ao longo de C. Por exemplo, suponha que C seja uma curva orientada no plano dada 
em forma vetorial por 


r=r(t) = x(Di + y(Dj (a<t<b) 
Se escrevermos 


Er) = fA, yi + A, YO 


então 


b 
/ F-dr= | Fr (t)) -r (t)dt (29) 
C a 


A Fórmula (29) também vale para curvas orientadas no espaço tridimensional. 


> Exemplo 8 Calcule Ío F - dr, onde F(x, y) = cos xi + sen xj e C é a curva orientada 
dada. 


(a) C:r(t) = -5i +tj (I<xt<2) (ver Figura 15.2.12a) 


b) C:r(A=ti+fj (—1<t<2) (ver Figura 15.2.12b) 
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Solução (a) Usando (29), temos 


2 2 2 
[ra=] Pro) rod = [ Cdid= f (=1)dt = -1 
C 1 1 1 


Solução (b) Usando (29), temos 


2 2 
Í F -dr = J F(r(t)) - r'(t)dt = | (costi + sentj) * (i+ 2tj)dt 
Ç =i =f 


2 2 
= J (cost + 2t sent) dt = (—2t cost + 3 sen?) 
= -1 


= —2cosl —-4cos2+3(senl + sen 2) ~ 5,83629 «4 


Denotando por t um parâmetro de comprimento de arco, digamos, t = s, com vetor tan- 
gente unitário T = r'(s) ao longo de C, então 


b b 
[£=] FEG) rods = f FEG) -Tds = | F- Tas 
G a 


a C 


o que mostra que 


frcár= [rotas (30) 
G @ 


Em palavras, a integral de um campo vetorial ao longo de uma curva tem o mesmo valor que 
a integral do componente tangencial do campo vetorial ao longo da curva. 

Podemos usar (30) para interpretar f č F - dr geometricamente. Se 0 for o ângulo entre 
F e T em um ponto de C, então nesse ponto 


FT = [FIIT cos0 
= ||F|| cos 0 Pois |T] = 1 


Assim, 
—lIF|| < F - T < |F| 


e, se F 0, então o sinal de F - T dependerá do ângulo entre a direção de F e a direção de 
C (Figura 15.2.13). Portanto, F - T será positivo sempre que F e C tiverem mais ou menos a 
mesma direção, será 0 se F for normal a C e será negativo se F e C tiverem direções mais ou 
menos opostas. A integral de linha de F ao longo de C pode ser interpretada como o efeito 
acumulado da magnitude de F ao longo de C, como o quanto F e C têm a mesma direção, e 
como o comprimento de arco de C. 


Figura 15.2.13 oo F-T<0 F-T=0 


Vetores fora de escala 
Ay 
EEE SS 


[= [o apa es SS SUS ES SS 
E ENS EN 


v= 


a Dan bre) mete onça E A 
= des Ra A 


va 


Figura 15.2.14 


Observe a Figura 15.2.12 e explique 
geometricamente o sinal de cada 
uma das integrais de linha no Exem- 
plo 8. Os Exercícios 5 e 6 levam 
adiante essa análise geométrica. 
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> Exemplo 9 Use (30) para calcular Se F - dr, onde F(x, y) = —yi + xj e C é a curva 
orientada dada. 


(a) C:xX ++ y? =3 (0< x,y; orientada como na Figura 15.2.14a) 
(b) Cir()=h+21 (0<tx< 1; ver Figura 15.2.14b) 


Solução (a) Em cada ponto de C, a direção de F e a direção de C são iguais (por quê?). 
Além disso, em cada ponto de C, 


IFI = (2 +x? = yx? + y? = V3 


Portanto, F - T = ||F|| cos(0) = |F| = v3 e 


3 
[i= | F-Tas= [345 =5 [ ge 
c c c c 2 


Solução (b) O campo vetorial F é normal a C em cada ponto (por quê?). Portanto, 
frár= | F-Tas= f ods =0 «4 
c c č 


Tendo em vista (20) e (30), poderíamos esperar que a inversão da orientação de C em 
f à F - dr não tivesse efeito no valor da integral de linha. Contudo, invertendo a orientação de C, 
invertemos a orientação de T no integrando e, portanto, invertemos o sinal da integral, ou seja, 


l F-Tds=- | E-Tds (31) 
=€ (E 


J F-dr=- | F-dr (32) 
—C C 


E TRABALHO COMO INTEGRAL DE LINHA 


Uma aplicação importante das integrais de linha em relação a x, y e z é o problema de de- 
finir o trabalho efetuado por uma força variável movendo uma partícula ao longo de uma 
caminho curvilíneo. Na Seção 6.6 (ver Volume 1), definimos o trabalho W efetuado por 
uma força de magnitude constante agindo sobre um objeto na direção do movimento (De- 
finição 6.6.1) e, depois, naquela mesma seção, estendemos a definição para permitir a ação 
de uma força de magnitude variável agindo na direção do movimento (Definição 6.6.3). 
Na Seção 11.3, levamos o conceito de trabalho um passo adiante, definindo o trabalho W 
efetuado por uma força constante F movendo uma partícula em uma reta de P a Q. Defi- 
nimos o trabalho por 


W =F- PÒ (33) 


[Fórmula (14) na Seção 11.3]. Nosso próximo objetivo é definir um conceito mais geral de 
trabalho, a saber, o trabalho efetuado por uma força variável agindo em uma partícula que se 
move ao longo de um caminho curvilíneo no espaço bi ou tridimensional. 

Em muitas aplicações, as forças variáveis surgem de campos de forças (como campos 
gravitacionais ou eletromagnéticos), portanto consideraremos o problema do trabalho nesse 
contexto. Para motivar uma definição apropriada do trabalho efetuado por um campo de for- 
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ças, utilizaremos um processo de limite e, como o procedimento é igual nos espaços bi ou 
tridimensionais, vamos discutir o caso bidimensional em detalhe. A ideia é a seguinte: 


e Suponha que um campo de forças F = F(x, y) mova uma partícula ao longo de uma curva 
lisa C de um ponto P até um ponto Q. Divida C em n arcos usando os pontos de partição 


P = Pio Yo) Pilxi, Id) Polo, vo) os Pain Yo), Pany = O 


orientados ao longo de C de P para Q e denote o comprimento do k-ésimo arco por Asz. 
Seja (x;, y) um ponto qualquer do k-ésimo arco e seja 


F% = FO yo = for yoi + gak, yo 
o vetor da força nesse ponto (Figura 15.2.15). 


e Se o k-ésimo arco for pequeno, então a força não varia muito, portanto podemos apro- 
ximar a força pelo valor constante F% nesse arco. Além disso, a direção do movimento 
não varia muito ao longo desse pequeno arco, portanto podemos aproximar o movimen- 
to da partícula pelo vetor deslocamento 


E d . . 
Pra Pk = (Axdi + (Ay 
Figura 15.2.15 onde AXk = Xk — Xp 1€ Ayk = Yk — Yk-1- 


e Como o trabalho efetuado por uma força constante F% movendo uma partícula ao longo 
de uma reta de P,.., para P; é 


Fý © Pro Pk = (SOK, YDI + 80%, YOD) * CAxdi + (Av) 
= Fã YK) AXk + 80% Yk) AYk 


[Fórmula (33)], o trabalho A W; efetuado pelo campo de forças ao longo do k-ésimo 
arco de C pode ser aproximado por 


AWe = Fx, Vo) Axe + 8R, yE) AYk 


O trabalho total W realizado pela força movendo a partícula ao longo de toda a curva C 
pode, então, ser aproximado como 


W=5 AW S Y OIO, yi) Ax + ga, yý) Ayal 
k=1 k=1 


e Quando max Asą—>0, é plausível que o erro nessa aproximação tenda a O e o trabalho 
exato realizado pelo campo de forças seja 


W 


II 


im o DANCE, yi) Xk + 80%, Y) Ay] 


max Ask — 


f(x, y) dx + g(x, y)dy Fórmula (22) 
l | Fórmula (22) | 
=| F-dr Fórmula (26) 

! | Fórmuia (2) | 


Assim, somos levados à seguinte definição. 


Observe na Fórmula (30) que o traba- 
lho realizado por um campo de forças 
em uma partícula em movimento ao 
longo de uma curva lisa C é obtido 
pela integração do componente tan- 


15.2.3 DEFINIÇÃO Suponha que uma partícula se mova ao longo de uma curva lisa 
C sob o efeito de um campo de forças contínuo F e que C esteja orientado no sentido do 


gencial da força ao longo de C. Isso movimento da partícula. Então, o trabalho realizado pelo campo de forças na partícula é 
implica que o componente da força 

que é ortogonal à direção do movi- f 

mento da partícula não tem efeito al- c F -dr (34) 


gum sobre o trabalho realizado. 
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Por exemplo, suponha que a força seja medida em libras e a distância, em pés. Segue 
da parte (a) do Exemplo 9 que o trabalho realizado por uma força F(x, y) = —yi + xj atuando 
em uma partícula que se move ao longo do círculo x? + y? = 3 de (V3, 0) a (0, /3) é de 37/2 
pés-libra. 


E INTEGRAIS DE LINHA AO LONGO DE CURVAS LISAS POR PARTES 


G; Até agora, só consideramos integrais de linha ao longo de curvas lisas. Entretanto, a noção 

de integral de linha pode ser estendida para curvas formadas por um número finito de curvas 

Cs lisas C1, C2, ..., Cn unidas extremidade a extremidade. Tal curva é chamada de lisa por partes 
Ci (Figura 15.2.16). Definimos uma integral de linha ao longo de uma curva C lisa por partes 


como sendo a soma das integrais ao longo das seções: 
f-k 
Č C 2 G 


> Exemplo 10 Calcule 


n 


| >yax+xay 
c 


no sentido anti-horário ao longo do trajeto triangular mostrado na Figura 15.2.17. 


Fi 15.2.16 Š ; 
id Solução Vamos integrar ao longo de C1, C2 e C3 separadamente e somar os resultados. 


Para cada uma das três integrais, devemos determinar equações paramétricas que sigam o 
trajeto de integração no sentido correto. Para isso, lembramos que, pela Fórmula (7) da Seção 


12.1, o gráfico da função vetorial 
AY BA, 2) r(A =(1— Aro+trı (0<t<1) 


é o segmento de reta que une ro e rı, orientado no sentido de ro para r. Assim, os segmentos 
de reta C1, C2 e C3 podem ser representados em notação vetorial como 

Cı: r(t) = (1 — t) (0, 0) + t (1, 0) = (1,0) 

C2: r(t) = (1 — t) (1,0) + t(1, 2) = (1, 2t) 

C3: r(t) = (1 — t)(1,2) + t(0, 0) = (1 — t, 2 — 2t) 


o) Cc A(O) onde t varia de O a 1 em cada caso. Dessas equações, obtemos 


Fi 15.2.17 i É 
igura J x?ydx +x dy = / x?y dx - [ (1)(0)—[Hdt =0 
a c 0 dt 


1 
d 
f| #vis+xas= f rdy= | (D—Lidt=2 
G C o dt 


! d l d 
f rastzas= [ ü=- l-2- i nar f (O= [2— 2t]dt 


NIY 


1 1 
=2| -ar42 f t- 1)dt =-}-1=-— 
0 0 
Assim, 


| yix +xdy=0+2+(-4)=} «4 
c 
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Vá EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.2 (Ver página 1111 para respostas.) 


1. A área da superfície que se estende verticalmente desde o 
segmento de reta y = x (0 < x < 1) do plano xy até o plano 
z=2x+1é 


2. Suponha que um arame tenha a equação y = 1 — x(0O<x<1) 
e que sua densidade de massa seja ó(x, y) = 2 — x. A massa do 
arame é 


EXERCÍCIOS 15.2 [=] Recurso Gráfico [E]CAS 


3. 


4. 


Se C for a curva representada pelas equações 


x=sent, y=cost, z=t, (0 < t< 2x) 


então f „y dx — x dy + dz = 


Se C for o círculo unitário x? + y? = 1 orientado no sentido 
anti-horário e F(x, y) = xi + yj, então 


J Pia 
c 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Seja C o segmento de reta de (0, 0) até (0, 1). Determine, 
em cada parte, a integral de linha ao longo de C por inspe- 
ção e explique seu raciocínio. 


(a) f ds (b) f senavay 
c c 


2. Seja C o segmento de reta de (0, 2) até (0, 4). Determine, 
em cada parte, a integral de linha ao longo de C por inspe- 
ção e explique seu raciocínio. 


(a) | ds (b) f eax 
c c 


3-4 Determine f é F - dr por inspeção para o campo de forças 
F(x, y) = i + j e a curva C mostrada na figura. Explique seu ra- 
ciocínio. [Nota: Para clareza, os vetores do campo de forças são 
mostrados em escala menor do que a verdadeira.] E 


4. 
) Ay 

4 4l 

A alo 

A 7 V 

a o 7 V 

Z ZAA JJ 
Da 4 

ZA PPS A 

A Lara 

2 TA 


5. Use (30) para explicar por que a integral de linha na par- 
te (a) do Exemplo 8 pode ser encontrada multiplicando o 
comprimento do segmento C por —1. 


46. (a) Use (30) para explicar por que a integral de linha na 
parte (b) do Exemplo 8 deveria ter um valor próximo, 
mas um pouco inferior, ao do comprimento da curva 
parabólica C. 

(b) Verifique a conclusão de (a) calculando o comprimento 
de C e comparando-o com o valor da integral de linha. 


7-10 Calcule fc F + dr ao longo do segmento de reta C desde P até 
Q. E 


7. 


12. 


13. 


14. 


F(x, y) = 8i + 8j; P(-4,4), O(-4,5) 
. Fœ, y)=2i+ 5j; P(,—3), Q(4, —3) 
. F(x, y)=2xj; P(-2,4), Q(—2, 11) 

. F, y) = —8xi + 3yj; P(—1, 0), Q(6, 0) 


. Seja C a curva representada pelas equações 


k= 24 y=Ê (O<t<hl1) 


Calcule, em cada parte, a integral de linha ao longo de C. 


o fa-ynas O |e- /Pax 
E C 
© [a-a 


Seja C a curva representada pelas equações 
x=t y=32, z=6f (0<t<1]) 


Calcule, em cada parte, a integral de linha ao longo de C. 


(a) [uvas (b) [oa 
c c 


(c) faas (d) [èa 
c c 


Em cada parte, calcule a integral 
fo +2y)dx + (2x — y)dy 
c 


ao longo da curva indicada. 

(a) O segmento de reta de (0, 0) até (1, 1). 

(b) O arco parabólico y = x? de (0, 0) até (1, 1). 
(c) A curva y = sen (7x/2) de (0, 0) até (1, 1). 
(d) A curva y = xº de (0, 0) até (1, 1). 


Em cada parte, calcule a integral 
l ydx +zdy — x dz 
c 


ao longo da curva indicada. 
(a) O segmento de reta de (0, 0, 0) até (1, 1, 1). 


(b) A cúbica torcida x = t, y = t, z= ť de (0,0, 0) até (1, 1, 1). 
(c) A hélice x = cos xt, y = sen mt, z = t de (1,0, 0) até 
(—1, 0, 1). 


15-18 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


15. Se Cfor uma curva lisa orientada do plano xy e f(x, y) for uma 
função contínua definida em C, então 


f te»a=-f Tena 
C —C 


16. A integral de linha de um campo vetorial contínuo ao longo de 
uma curva lisa é um vetor. 


17. Se F(x, y) = f(x, y)i + g(x, y)j ao longo de uma curva lisa 
orientada C do plano xy, então 


fF a= | fæ yjdx +ga y)dy 
l g 


18. Se uma curva lisa orientada C do plano xy for uma curva de 
nível de uma função diferenciável f(x, y), então 


f Vf-dr=0 
c 
19-22 Calcule a integral de linha em relação a s ao longo da cur- 
va C. E 
19. I z ds 
E 1 — X 


Cir) =ti +4 j (0<1<3) 
xX 
w. [sas 
cl+y? 
C:x=1+2t, y=t (0<t<1) 


21. l 3x2yz ds 
c 


C:x=t, y=, z= 


22 E 
e 
C y 


C : r(t) = 2costi + 2sentj+tk (0 <t < 2r) 


p (0<t<1) 


23-30 Calcule a integral de linha ao longo da curva C. E 
23. fe +2y)dx + (x — y)dy 
c 


C:x=2cost, y=4sent (O<t<7n/4) 


24. fe — y?)dx +x dy 
c 


25; f —ydx +x dy 
c 
C : y? = 3x de (3, 3) até (0, 0) 


26. [o-vax+eyay 
Cc 
C: y? =x de (1, —1) até (1,1) 


27. [o +y)dx — x dy 
c 


C : x? + y? = 1, no sentido anti-horário de (1,0) até (0,1) 
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28. fo — x)dx + xy dy 
C 
C : o segmento de reta de (3,4) até (2,1) 


29. [ear —xzdy + xy dz 
G 


Cix=e,y=et, z=>e"! 


(O<t<l) 
30. f dx+xydy+ az 
G 
C:x=sent, y=cost, z =t (0<t<x/2) 


31-32 Use um CAS para calcular a integral de linha ao longo da 
curva dada. E 


31. (a) [tas 
c: ry)=ei+e'j (0<t<ln2) 
(b) [uearta-ga+ + +: 
r N y=cost, z=t (0<t<x/2) 
32. (a) [uy ds 
a y=sen't (0O<t<7/2) 


(b) f| rax +7ydy + y?zdz 
c 


C:r( =ti+tj+lIntk I<t<e) 


33-34 Calcule Íe y dx — x dy ao longo da curva C mostrada em 
cada figura. E 
33. (a) y (b) y 

(0, 1) (1,1) 


(1,0) 
34. (a) 4) (b) 


ad, 1) 


= 


(2,0) 


35-36 Calcule / è x?z dx — yx? dy + 3 dz ao longo da curva C mos- 
trada em cada figura. E 


35; AZ 
1 
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37-40 Calcule fc F - dr ao longo da curva C. E 


37. Fœ, y) =xi+ xj 
C: r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj (0< t< r) 


38. F(x, y) = xyi + 4j 
C:r()=¢&i+e"j (0<t<1) 


39. Fix, y) = (+) i+ yj) 
Cir()=e'sentite'costj) (0<t< 1) 


40. F(x, y, z) = zi + xj + yk 
C: r(® = sen ti + 3 sen tj + sen? tk (0 < t < 7/2) 


41. Calcule a massa de um arame fino com o formato do arco cir- 
cular y = V9 — x? (0 < x < 3) se a função de densidade for 
ô(x, y) =x). 


42. Calcule a massa de um arame fino com o formato da curva 
x = æ cos t, y = é sen t (0 < t < 1) se a função de densidade ô 
for proporcional à distância da origem. 


43. Calcule a massa de um arame fino com o formato da hélice 
x = 3 cos t, y = 3 sen t, z = 4t (0 < t < 7/2) se a função de 
densidade for 6 = kx/(1 +?) (k > 0). 


44. Calcule a massa de um arame fino com o formato da curva 
x=2t, y= lnt,z = 44t (1 < t < 4) se a função de densidade 
for proporcional à distância acima do plano xy. 


45-48 Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças F na par- 
tícula que se move ao longo da curva C. E 


45. F(x, y) = xyi +x j 
C: x= y? de (0, 0) até (1, 1) 


46. Fa, y) = @ +i +o- vyj 
Cix=t, y=1/t (I<t<3) 


47. F(x,y, z) = xyi + yzj + xzk 
CrO =ti+lj+k (0<t<]) 


48. F(x, y, z) = (x + yji + xyj — zk 
C : ao longo de segmentos de reta de (0, 0, 0) até (1, 3, 1) até 
2, —1,4) 


49-50 Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças 
1 4 


i4 j 
x2 +y? i x24 y2) 


F(x, y) e 


em uma partícula que se move ao longo da curva C mostrada em 
cada figura. E 


49. ay 50. A) 
(0, 4) 


(6,3) 


y= 
y= 


(4, 0) 


51-52 Use uma integral de linha para calcular a área da superfície. EB 


51. A superfície que se estende para cima da parábola y = x? 


(0 < x < 2) do plano xy ao plano z = 3x. 


52. A superfície que se estende para cima desde o semicírculo 
y = 4 — x? no plano xy até a superfície z = x?y. 


53. Como ilustrado na figura a seguir, um corte senoidal foi fei- 
to no topo de uma lata cilíndrica. Suponha que a base seja 
modelada pelas equações paramétricas x = cos t, y = sen f, 
z=0(0<t< 2r) e a altura do corte como uma função de t 
seja z = 2 + 0,5 sen 3t. 

(a) Use um argumento geométrico para determinar a área da 
superfície lateral da lata cortada. 

(b) Escreva uma integral de linha para a área de superfície. 

(c) Use a integral de linha para calcular a área da superfície. 


A Y Figura Ex-53 
dy— yd 
54. Calcule a integral / fee adia onde C é o círculo 
-c Xº+y 


> a : ; a PR 
X + y? = à percorrido no sentido anti-horário. 


55. Suponha que uma partícula se mova através do campo de for- 
ças F(x, y) = xyi + (x — y)j do ponto (0, 0) para o ponto (1, 0), 
ao longo da curva x = t, y = àÀt(1 — t). Com qual valor de À o 
trabalho realizado pelo campo de forças será igual a 1? 


56. Um fazendeiro que pesa 150 libras carrega um saco de grãos 
pesando 20 libras para cima numa escada helicoidal circular 
de raio igual a 25 pés em torno de um silo. À medida que o 
fazendeiro sobe, os grãos vazam do saco à razão de 1 libra por 
10 pés de subida. Qual o trabalho executado pelo fazendeiro 
subindo uma distância vertical de 60 pés em exatamente quatro 
revoluções? [Sugestão: Encontre um campo vetorial que repre- 
sente a força exercida pelo fazendeiro para levantar seu próprio 
peso mais o peso do saco para cima em cada ponto do trajeto.) 


57. Suponha que a curva C no plano xy seja dada pela parametriza- 
ção lisa 
r(A =i + yj (a<t<b) 
Em cada parte, utilize a notação usada na dedução da Fórmula 
(9). 


(a) Sejam m e M os valores mínimo e máximo de |jr'(t)|| em 
[a, b], respectivamente. Prove que 


O < m(max At,) < max As, < M(max Aty) 


(b) Use (a) para provar que max As;— 0 se, e somente se, 
At; —>0. 


58. Texto Discuta as semelhanças e as diferenças entre as defini- 
ções de uma integral definida em um intervalo (Definição 5.5.1, 
no Volume 1) e de uma integral de linha em relação ao compri- 
mento de arco ao longo de uma curva (Definição 15.2.1). 


59. Texto Descreva os diferentes tipos de integrais de linha e 
discuta como essas integrais se relacionam. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.2 


1. 242 RR 3. 47 4.0 


15.3 INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO; CAMPOS VETORIAIS CONSERVATIVOS 


Nesta seção, mostraremos que, para certos tipos de campos vetoriais, a integral de linha de 
F ao longo de uma curva depende somente dos pontos extremos da curva e não da própria 
curva. Tais campos, que incluem campos gravitacionais e eletrostáticos, são de especial 
importância na Física e na Engenharia. 


E INTEGRAIS DE TRABALHO 

Vimos, na seção anterior, que se F for um campo vetorial no espaço bi ou tridimensional, o 
trabalho realizado pelo campo em uma partícula que se move ao longo de uma curva parame- 
trizada C, de um ponto inicial P até um ponto final Q, é dado pela integral 


! F-dr ou, equivalentemente, | F-Tas 
c fa 


Consequentemente, chamamos uma integral de linha desse tipo também de integral de trabalho. 
Lembre que uma integral de trabalho também pode ser expressa em forma escalar como 


fF- a= | fæ atge yay (1) 
E C 


[F d= | fy Ddr tea y ddy tha yod 0) 
C C 


onde f, g e h são as funções componentes de F. 


E INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO 

A curva paramétrica C em uma integral de trabalho é chamada de caminho de integração. 
Um dos problemas importantes nas aplicações é determinar como o caminho de integração 
afeta o trabalho realizado por um campo vetorial, em uma partícula que se move de um ponto 
fixado P para outro ponto fixado Q. Mostraremos, em breve, que se o campo vetorial F for 
conservativo (ou seja, é o gradiente de alguma função potencial q), então o trabalho que esse 
campo realiza na partícula que se move de P para Q não depende do caminho particular C que 
a partícula segue. Ilustramos isso no seguinte exemplo. 


Vetores fora de escala > Exemplo 1 O campo vetorial F(x, y) = yi + xj é conservativo, visto que é o gradiente 
de d(x, y) = xy (verifique). Assim, a discussão precedente sugere que o trabalho realizado 
pelo campo na partícula que se move do ponto (0, 0) para o ponto (1, 1) deve ser o mesmo ao 
longo de diferentes caminhos. Confirme que o valor da integral de trabalho 


[rar 
c 


é o mesmo ao longo dos seguintes caminhos (Figura 15.3.1): 


(a) O segmento de reta y = x de (0, 0) até (1, 1). 
(b) A parábola y = x? de (0, 0) até (1, 1). 


oE 


Figura 15.3.1 (c) A cúbica y = x° de (0, 0) até (1, 1). 
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O valor de 


frcar= [rotas 
g (e 


depende da magnitude de F ao lon- 
go de C, do alinhamento de F com 
a direção de C em cada ponto e do 
comprimento de C. Se F for conser- 
vativo, esses vários fatores sempre 
se equilibram, de tal modo que o valor 
de ja F - dr depende somente dos 
pontos inicial e final de C. 


Solução (a) Com x = t como parâmetro, o caminho de integração é dado por 
x=t, y=t (0<t<1) 


Assim, 


fF d= [iram aritdyi = f ydx+xdy 
c c c 


1 
=, 2tdt=1 
0 


Solução (b) Com x = t como parâmetro, o caminho de integração é dado por 


x=t, y= (0<t<1) 


1 
frár= | yas+xay= [ 3 dt =1 
A G 0 


Solução (c) Com x = t como parâmetro, o caminho de integração é dado por 


Assim, 


x=t, y= (0<t<1) 


1 
frcár= [ vaxtxar= | 4 dt=1 «4 
C E 0 


E TEOREMA FUNDAMENTAL DAS INTEGRAIS DE LINHA 
Lembre-se de que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo (Teorema 5.6.1, no Volume 1), se 
F for uma antiderivada de f, então 


Assim, 


b 
f fl) dx = F(b) — F(a) 


O seguinte resultado é o análogo daquele teorema para as integrais de linha no espaço bidi- 
mensional. 


15.3.1 TEOREMA (O Teorema Fundamental das Integrais de Linha) Suponha que 


E&x, y) = fx, yi + gx, y)j 


seja um campo vetorial conservativo em alguma região aberta D contendo os pontos 
(xo, yo) e (xı, y1) e que f(x, y) e g(x, y) sejam contínuas nessa região. Se 


F(x, y) = Vox, y) 


e se C for uma curva paramétrica lisa por partes qualquer que começa em (xo, yo), termi- 
na em (x, yı) e esteja toda contida na região D, então 


[EE r= To (3) 


ou, de forma equivalente, 


[vo - dr = ġ (x1, y1) — $ (xo, yo) 


DEMONSTRAÇÃO Daremos a prova para uma curva C lisa. A prova para uma curva lisa por 
partes, que é deixada como exercício, pode ser feita aplicando o teorema para cada parte lisa 


Se F for conservativo, então temos 
uma escolha de métodos para calcu- 
lar Íe F - dr. Podemos trabalhar di- 
retamente com C, podemos trocar C 
por alguma outra curva com as mes- 
mas extremidades de C ou podemos 
aplicar (3). 


AY 


r(a) = r(b) 


x 
> 


Figura 15.3.2 
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individual e somando os resultados. Suponha que C seja dada parametricamente por x = x(t), 
y=y(1) (a < t < b), de modo que os pontos inicial e final da curva sejam 


(xo, Yo) = (a), y(a)) e Œ, y1) = (b), y(b)) 


Como F(x, y) = Vo, segue que 


fo 
F(x, y) = e; + 


e então 


4 dp dx 
fre. y)’ dr= f Bartas -f Prr 


b d 
z. TOO, ydi = 660,90) 


op d 
ọ dy di 
ðy dt 
b 


t=a 


= ġ(x(b), y(b)) — ¢ (x (a), y(a)) 
= (x1, y1) — $ (xo, yo) E 


Enunciado informalmente, esse teorema mostra que o valor de uma integral de linha ao 
longo de um caminho liso por partes de um campo vetorial conservativo é independente do 
caminho; isto é, o valor da integral depende dos pontos inicial e final, mas não do caminho C 
que os liga. Consequentemente, para as integrais de linha de campos vetoriais conservativos, 
é comum expressar (3) e (4) como 


&1,y1) (01,71) 
Í F-ar= [ Vo -dr = ġ (x1, y1) — $ (x0, yo) (5) 


(x0, yo) xo, yo) 


> Exemplo 2 
(a) Confirme que o campo vetorial F(x, y) = yi + xj do Exemplo 1 é conservativo mostran- 
do que F(x, y) é o gradiente de (x, y) = xy. 
(1,1) 


(b) Use o Teorema Fundamental das Integrais de Linha para calcular F-dr. 
(0,0) 
Solução (a) 
ə 
Vó = ti + di = yi+xj 
3y 


Solução (b) De (5) obtemos 


(1,1) 
J F:dr=¢(1,1)—¢(0,0)=1-—-0=1 
(0,0) 

que está de acordo com os resultados obtidos no Exemplo 1 integrando entre (0, 0) e (1, 1) ao 
longo de caminhos específicos. < 


E INTEGRAIS DE LINHA AO LONGO DE CAMINHOS FECHADOS 

As curvas paramétricas que começam e terminam no mesmo ponto desempenham um papel 
importante no estudo dos campos vetoriais, portanto há alguma terminologia especial asso- 
ciada a elas. Diz-se que uma curva paramétrica C que é representada pela função vetorial 
r(t) coma < t < b é fechada se o ponto inicial r(a) e o ponto final r(b) coincidem; isto é, 
r(a) = r(b) (Figura 15.3.2). 
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Segue de (5) que a integral de linha de um campo vetorial conservativo ao longo de 
um caminho fechado C que começa e termina em (xo, Yo) é zero. Isso acontece porque o 
ponto (x1, y1) em (5) é o mesmo que (xo, Yo) e, portanto, 


Í F - dr = (x1, y1) — $ (xo, y0) = 0 
E 


Nosso próximo objetivo é mostrar que a recíproca desse resultado também é verdadei- 
ra. Ou seja, queremos mostrar que, sob condições apropriadas, um campo vetorial no qual é 
nula a integral de linha ao longo de todos os caminhos fechados deve ser conservativo. Para 
que isso seja verdadeiro, precisamos exigir que o domínio D do campo vetorial seja conexo, 
o que significa que quaisquer dois pontos em D podem ser unidos por alguma curva lisa por 
Conexo partes que esteja inteiramente contida em D. Enunciado informalmente, D é conexo se não 
consiste em duas ou mais partes separadas (Figura 15.3.3). 
PS 
15.3.2 TEOREMA Sef(x, y) e g(x, y) forem contínuas em alguma região D aberta e co- 
nexa, então as seguintes afirmações são equivalentes (todas verdadeiras ou todas falsas): 


- (a) E&x, y) = fx, yi + g(x, y)j é um campo vetorial conservativo na região D. 
Não conexo 


Figura 15.3.3 (b) J F - dr = O com qualquer curva fechada C lisa por partes em D. 
c 


(c) f F - dr é independente do caminho de qualquer ponto P em D para qualquer pon- 
c 


to Q em D com qualquer curva C lisa por partes em D. 


Esse teorema pode ser estabelecido provando-se três implicações: (a) > (b), (b) > (c) 
e (c) > (a). Como mostramos acima que (a) = (b), precisamos provar somente as duas úl- 
timas implicações. Vamos provar (c) > (a) e deixar a outra implicação como um exercício. 


DEMONSTRAÇÃO (c) > (a). Estamos supondo que f é F - dr é independente do cami- 
nho com qualquer curva lisa por partes na região, e queremos mostrar que há uma função 
$ = d(x, y) tal que Vô = F(x, y) em cada ponto da região; isto é, 


ə 
— =f y) e gay) (6) 
y 


Agora, escolha um ponto fixado (a, b) em D, seja (x, y) um ponto qualquer em D e defina 


&,y) 
Ay $x, y) -[ F-dr (7) 


(a,b) 


(04,3) (1,3) Essa é uma definição que não é ambígua porque estamos supondo que a integral é independente 
do caminho. Mostraremos que Vê = F. Como D é aberta, podemos encontrar um disco circular 
centrado em (x, y), cujos pontos fiquem inteiramente em D. Como mostra a Figura 15.3.4, es- 

D colha qualquer ponto (x1, y) nesse disco que fique na mesma reta horizontal que (x, y), mas tal 

que xı < x. Como a integral de (7) é independente do caminho, podemos calculá-la integrando, 

primeiramente, de (a, b) para (x1, y) ao longo de uma curva C; lisa por partes em D e, depois, 
continuar ao longo do segmento de reta horizontal C, de (x1, y) para (x, y). Isso dá 


ya 


(x1,)) 
Figura 15.3.4 b0) = | Feart | F-ar= f F-dr+ | Far 
Cı C2 (a,b) C 


Como o primeiro membro não depende de x, sua derivada parcial em relação a x é nula e, então, 
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fofo) ð ə 
z =z | Fedr=— | f(x, y)dx+g8(x, y)dy 
dx dx & əx C2 


Entretanto, a integral de linha em relação a y é nula ao longo do segmento de reta horizontal 
C2, de modo que essa equação simplifica para 


O ə 

ar y fœ, y)dx (8) 
X X Cs 

Para calcular a integral nessa expressão, consideramos y como uma constante e expressamos 

a reta C, parametricamente como 


x=t, y=y (W<t<s) 


Correndo o risco de confundir o leitor, mas para evitar complicar a notação, usamos x como 
variável dependente nas equações paramétricas e como o ponto extremo do segmento de reta. 
Com a última interpretação de x, segue que (8) pode ser expressa como 


=|, (e, )dt 
dx Ox aT iy 


Aplicamos, agora, a Parte 2 do Teorema Fundamental do Cálculo (Teorema 5.6.3, no Volume 
1), tratando y como uma constante, o que dá 
dó 
a” fœ, y) 
x 
e prova a primeira parte de (6). A prova de que d4/0y = g(x, y) pode ser obtida de maneira 
análoga unindo (x, y) a um ponto (x, y1) por um segmento de reta vertical (Exercício 39). E 


E UMTESTE PARA CAMPOS VETORIAIS CONSERVATIVOS 


Apesar de o Teorema 15.3.2 ser uma caracterização importante dos campos vetoriais con- 
servativos, não é uma ferramenta de cálculo eficiente porque, geralmente, não é possível 
calcular a integral de trabalho em todas as curvas lisas por partes em D, como exigido nas 
partes (b) e (c). Para desenvolver um método para determinar se um campo vetorial é con- 
servativo, precisamos introduzir alguns conceitos sobre curvas paramétricas e conjuntos 
conexos. Diremos que uma curva paramétrica é simples se ela não intersecta a si mesma 
entre seus pontos extremos. Uma curva paramétrica simples pode ou não ser fechada (Fi- 
gura 15.3.5). Além disso, diremos que um conjunto conexo do espaço bidimensional é 
simplesmente conexo se nenhuma curva simples fechada em D envolver pontos que não 
pertençam a D. Enunciando informalmente, um conjunto conexo D é simplesmente conexo 
se não tiver buracos; um conjunto conexo com um ou mais buracos é dito multiplamente 
conexo (Figura 15.3.6). 


r(a) r(b) 


= 5 o E. 

r(b) r(a) r(a) = r(b) 
Não simples e Fechada, mas Simples, mas Simples e Simplesmente | | Multiplamente 
não fechada não simples não fechada fechada conexo conexo 


Figura 15.3.5 Figura 15.3.6 
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ADVERTÊNCIA 


Em (9), o componente i de F é deri- 
vado em relação a y e o componente 
j, em relação a x. É fácil inverter essa 
ordem por engano. 


Vetores fora de escala 
T 7 


Fx, y) = O +x)i+ -vj 


Figura 15.3.7 


OBSERVAÇÃO 


O seguinte teorema é a principal ferramenta para determinar se um campo vetorial no 
espaço bidimensional é conservativo. 


15.3.3 TEOREMA (Teste de Campo Conservativo) Se f(x, y) e g(x, y) forem continu- 
as e tiverem derivadas parciais de primeira ordem contínuas em alguma região aberta D 
e se o campo vetorial F(x, y) = f (x, y)i + g(x, y)j for conservativo em D, então 


df dg 


= 9 

dy Ox O) 
em cada ponto de D. Reciprocamente, se D for simplesmente conexo e (9) valer em cada 
ponto de D, então F(x, y) = f (x, y)i + g(x, y)j é conservativo. 


Uma demonstração completa desse teorema requer resultados de Cálculo avançado e será 
omitida. Entretanto, não é difícil ver por que (9) vale se F for conservativo. Para isso, supo- 
nha que F = Vá, caso em que podemos escrever as funções fe g como 


i 


J 8 (10) 


f o 


Assim, 
of o [06 24 dg ð (ð$ 24 
= = e = = 
dy dy NOx dy0x dx  ðx dy ðxðy 
Contudo, as derivadas parciais mistas nessas equações são iguais (Teorema 13.3.2), logo 
segue (9). 


> Exemplo 3 Use o Teorema 15.3.3 para determinar se o campo vetorial 
FQ, y) =@+yi +0- Dj 


é conservativo em algum conjunto aberto. 


Solução Seja f(x, y) = x + y e g(x, y) = y — x. Então 
3 ə 
sda Sej 
dy Ox 


Assim, não há pontos no plano xy em que se verifique a condição (9), portanto F não é con- 
servativo em qualquer conjunto aberto. < 


Como o campo vetorial F do Exemplo 3 não é conservativo, segue do Teorema 15.3.2 que devem existir curvas 
fechadas lisas por partes em cada conjunto aberto conexo no plano xy, nas quais 


fF da= [retas£o 
C E 


Tal curva é o círculo mostrado na Figura 15.3.7. A figura sugere que F - T < O em cada ponto de C (por quê?), 
de modo que Tor * Tds > 0. 


Uma vez estabelecido que um campo vetorial é conservativo, pode ser obtida uma fun- 
ção potencial do campo integrando, primeiramente, qualquer uma das equações em (10). O 
exemplo a seguir ilustra essa afirmação. 


Também podemos usar (7) para en- 
contrar uma função potencial de um 
campo conservativo. Por exemplo, 
encontre uma função potencial do 
campo vetorial do Exemplo 4 calcu- 
lando (7) no segmento de reta 


r= ti) +t) (0<t<1) 
de (0, 0) até (x, y). 
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> Exemplo 4 Seja F(x, y) = 29% + (1 + 3%). 
(a) Mostre que F é um campo vetorial conservativo em todo o plano xy. 
(b) Determine à integrando primeiro ðġ/əðx. 
(c) Determine q integrando primeiro ð¢ġ/ðy. 
Solução (a) Como fix, y) = 2xy? e g(x, y) = 1 + 3x2y?, temos 
a = 6xy = E 
portanto (9) vale em cada (x, y). 


Solução (b) Como o campo F é conservativo, há uma função potencial q tal que 


ð ð 
= 2xy* e $ 
əx dy 


=1+3x)y? a1) 


Integrando a primeira dessas equações em relação a x (e tratando y como uma constante), 
obtemos 


d= | 2xy° dx = x° y? +k) (12) 


onde k(y) representa a “constante” de integração. Justifica-se tratar a constante de integração 
como uma função de y, visto que y é mantida constante no processo de integração. Para deter- 
minar k(y), diferenciamos (12) em relação a y e usamos a segunda equação de (11) para obter 


ð 
z = 3x?y? + k (y) = 1 + 3x? y? 


da qual segue que k'(y) = 1 Assim, 
ko) = f Koay= f 1ay=y+K 


onde K é uma constante de integração (numérica). Substituindo em (12), obtemos 
p= +y +K 


O surgimento da constante arbitrária K nos diz que À não é única. Para conferir os cálculos, o 
leitor pode querer verificar que Vó = F. 


Solução (c) Integrando a segunda equação de (11) em relação a y (e tratando x como uma 
constante), temos 


d = fa +3xy) dy = y + x°y? + k(x) (13) 
onde k(x) é a “constante” de integração. Diferenciando (13) em relação a x e usando a primei- 


ra equação de (11) temos 


ə 
a 2xy? + k'(x) = 2x7” 
dx 


da qual segue que k'(x) = 0 e, consequentemente, que k(x) = K, onde K é uma constante de 
integração numérica. Substituindo em (13), obtemos 
p=y+0y+K 


que está de acordo com a solução da parte (b). < 


1118 Cálculo 


Na solução do Exemplo 5, observe 
que a constante K desaparece. Em 
problemas de integração futuros, mui- 
tas vezes, omitiremos K nos cálculos. 
Veja o Exemplo 7 para outras manei- 
ras de calcular essa integral. 


Vetores Jorå de escala 


fá 


A 


e d 


a ama EE Deo A 


SO) O ma e) me e 


Ras DA 


Figura 15.3.8 


> Exemplo 5 Use a função potencial obtida no Exemplo 4 para calcular a integral 


(3,1) 
f 2xy? dx + (1 +3x°y°) dy 
(1,4) 


Solução O integrando pode ser expresso como F - dr, onde F é o campo vetorial do Exem- 
plo 4. Assim, usando a Fórmula (3) e a função potencial q = y + x2y + K de F, obtemos 


(3,1) (3,1) 
f 2º da + (143) dy = | F-dr=6(3,D- 4(1,4) 
(1,4) (1,4) 


= (10 + K) — (68 + K) = —58 «4 
> Exemplo 6 Seja F(x, y) = ei + xe”j um campo de forças no plano xy. 
(a) Verifique que o campo vetorial F é conservativo em todo o plano xy. 


(b) Determine o trabalho realizado pelo campo em uma partícula que se move de (1, 0) até 
(—1, 0) ao longo do caminho semicircular C mostrado na Figura 15.3.8. 


Solução (a) Para o campo dado, temos f(x, y) = ee g(x, y) = xe. Assim, 


2 (e) = = E roi) 
dx 


3y 
de modo que (9) vale em cada (x, y) e, portanto, F é conservativo em todo o plano xy. 


Solução (b) Pela Fórmula (34) da Seção 15.2, o trabalho realizado pelo campo é 


w= | F-dr= | o dx+xedy (14) 
C c 

Entretanto, os cálculos envolvidos na integração ao longo de C são cansativos, de modo que é 
preferível aplicar o Teorema 15.3.1, tirando vantagem do fato de que o campo é conservativo 
e a integral é independente do caminho. Assim, escrevemos (14) como 

(15) 


(1,0) 
w=[ e dx +xe dy = 6(-1,0) — (1,0) 


(1,0) 


Como ilustrado no Exemplo 4, podemos determinar & integrando qualquer uma das equações 


ð ð 
Tor a Eca (16) 
Ox dy 
Vamos integrar a primeira. Obtemos 
4 = fe dx = xe + k(y) (17) 


Diferenciando essa equação em relação a y e usando a segunda equação de (16), temos 


ð 
a =x +k (y) = xe 
dy 

da qual obtém-se k'(y) = O ou k(y) = K. Assim, por (17) 


b=x+K 
e, portanto, por (15) 
—2 4 


W=H-1,0) - 601,0) =(-De — 1e = 
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E CAMPOS VETORIAIS CONSERVATIVOS NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 

Todos os resultados desta seção têm análogos no espaço tridimensional: os Teoremas 15.3.1 
e 15.3.2 podem ser estendidos ao espaço tridimensional simplesmente adicionando uma ter- 
ceira variável e modificando as hipóteses adequadamente. Por exemplo, no espaço tridimen- 
sional, a Fórmula (3) torna-se 


J m 
c (18) 


O Teorema 15.3.3 também pode ser estendido para campos vetoriais do espaço tridi- 
mensional. Deixamos como exercício provar que se F(x, y, z) = f(x, y, Di + g(x, y, Dj + 
h(x, y, z)k for um campo conservativo, então 


af dg df dh dg ðh 
dy Ox dz dx d dy 


a 


(19) 


isto é, rot F = 0. Reciprocamente, um campo vetorial que satisfaça essas condições em uma 
região convenientemente restrita é conservativo naquela região se f, g e h forem contínuas 
e tenham derivadas parciais de primeira ordem contínuas na região. Alguns problemas en- 
volvendo as Fórmulas (18) e (19) são dados nos exercícios de revisão ao fim deste capítulo. 


E CONSERVAÇÃO DA ENERGIA 

Se F(x, y, z) for um campo de forças conservativo com função potencial (x, y, z), então di- 
zemos que V(x, y, z) = —¢(x, y, z) é a energia potencial do campo no ponto (x, y, z). Assim, 
pela versão do espaço tridimensional do Teorema 15.3.1, o trabalho W realizado pela força F 
em uma partícula que se move ao longo de qualquer caminho C, de um ponto (xo, Yo, Zo) até 
um ponto (x1, y1, Z1), está relacionado à energia potencial pela equação 


W = Í F ; dr = ġ (x1, y1, z1) — $ (x0, Yo, Zo) = —[V (x1, y1, z1) — V (xo, Yo, zo)] (20) 
c 


Isto é, o trabalho realizado pelo campo é o negativo da variação na energia potencial. Em 
particular, segue, do análogo no espaço tridimensional do Teorema 15.3.2, que se uma 
partícula percorre um caminho fechado liso por partes em um campo vetorial conservati- 
vo, o trabalho realizado pelo campo é nulo e não há mudança na energia potencial. Dando 
um passo adiante, suponha que uma partícula de massa m se mova ao longo de uma curva 
lisa por partes qualquer (não necessariamente fechada) em um campo vetorial conserva- 
tivo F, começando em (xo, Yo, Zo) com velocidade v; e terminado em (x1, y1, Z1) com ve- 
locidade vy. Se F for a única força atuando na partícula, então um argumento análogo ao 


utilizado na dedução da Equação (6) da Seção 6.6, no Volume 1, mostra que o trabalho 


. 2 As ` . ~ 1 2 z 1 2 
realizado na partícula por F é igual à variação ;mv qm; 
cula. Se denotarmos por V; a energia potencial no ponto inicial e por Vp a energia no ponto 


final, segue de (20) que 


na energia cinética da partí- 


amv — mv? = —[V; — Vi] 


que podemos reescrever como 

Lo RE E 

amuvç + Vf = mu; + Vi 
Essa equação diz que a energia total da partícula (energia cinética + energia potencial) não 
muda à medida que a partícula se move ao longo de um caminho em um campo vetorial 


conservativo. Esse resultado, chamado de princípio da conservação da energia, explica a 
origem do termo “campo vetorial conservativo”. 
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A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.3 (Ver página 1121 para respostas.) 


1. Se C for uma curva lisa por partes de (1, 2, 3) a (4, 5, 6), então 
f dx+2dy+3dz=—0 o 
c 


2. Se C for a parte do círculo x? + y? = 1 com 0 < x, orientada no 
sentido anti-horário, e se f(x, y) = ye”, então 


[5i i= —— 


EXERCÍCIOS 15.3 [©] CAS 


3. Uma função potencial do campo vetorial 
F(x, y, z) = yzi + œz + z)j + Œy + y + Dk 
É Px, y, 2) = 


4. Sea, be c forem números reais não nulos tais que o campo 
vetorial x*y“i + xy“j seja conservativo, então 


a= », b= ER e 


1-6 Determine se F é um campo vetorial conservativo. Se for, en- 
contre uma função potencial do campo. E 


1. F(x, y)=xi +yj 2. Fx, y) = 3yi + 6yj 


. Fx, y) = xyi + 5xyj 


- E(x, y) = e cos yi — e" sen yj 


3 
4 
5. F(x, y) = (cos y + y cos x)i + (sen x — x sen y)j 
6. Fx, y)=xlnyi+ylnxj 

7 


. Em cada parte, calcule f É 2xy? dx + (1 + 3x2y?) dy ao longo 
da curva C e compare sua resposta com o resultado obtido no 
Exemplo 5. 

(a) C éo segmento de reta de (1, 4) até (3, 1) 
(b) C consiste no segmento de reta de (1, 4) até (1, 1), seguido 
pelo segmento de reta de (1, 1) até (3, 1). 


8. (a) Mostre que a integral de linha / cy sen x dx — cos x dy é 
independente do caminho. 
(b) Calcule a integral da parte (a) ao longo de reta de (0, 1) até 
(m, —1). 
(c) Calcule a integral hr y sen x dx — cos x dy usando o 
Teorema 15.3.1 e confirme que o valor é o mesmo que o 
obtido na parte (b). 


9-14 Mostre que a integral é independente do caminho e use o Teo- 
rema 15.3.1 para determinar seu valor. E 


(4,0) 
9. I 3ydx + 3x dy 
(1,2) 


(1,7/2) 
10. À e* sen y dx + e* cos y dy 
(0,0) 


(3,2) 
11. / 2xe dx + xºe dy 
(0,0) 


(0,1) 
12. | (3x — y + 1) dx — (x + 4y + 2) dy 
(=1,2) 


(=1,0) 
13. Í 2xy° dx +3y°x dy 
(2,—2) 


(3.3) o E 
14. f (e Iny Ja ( e” mx) dy, onde x e y são 
(1,1) X 


positivos. 


15-18 Confirme que o campo de forças F é conservativo em algu- 
ma região aberta conexa contendo os pontos P e Q e, então, calcule 
o trabalho realizado pelo campo de forças em uma partícula que se 
move de P até Q ao longo de uma curva lisa arbitrária na região de 
Paté Q. E 


15. F&, y) = xyi +x2yj; P1, 1), Q (0, 0) 

16. F(x, y) = 2xy`i + 3x7y?j; P (—3, 0), Q (4, 1) 

17. F(x, y) = yi + xe®”j, P(—1, 1), Q (2,0) 

18. F(x, y) = e" cos xi + e” sen xj; P (7/2, 1), Q (—7/2, 0) 
19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


19. Se F for um campo vetorial e existir alguma curva fechada C 
tal que f é F-dr = 0, então F será conservativo. 


20. Se F(x, y) = ayi + bxj for um campo vetorial conservativo, 
então a = b. 


21. Se (x, y) for uma função potencial de um campo vetorial 
constante, então o gráfico de z = (x, y) será um plano. 


22. Se f(x, y) e g(x, y) forem funções diferenciáveis defini- 
das no plano xy e se f(x, y) = gx, y) em cada (x, y), en- 
tão existirá alguma função (x, y) tal que (x, y) = f(x, y) e 
px, y) = 80%, y). 


23-24 Encontre o valor exato de f cE * dr usando qualquer mé- 
todo. E 


23. Fx,y)=(+ye)i+ (Ge + e 
Cr()f=sen(mt/Di+lIntj) (I<xt<2) 


24. F(x, y) = 2xyi + (x? + cos y)j 
C: r(A = ti + t cos (t/3)j O<t<r) 


25. Use a capacidade de integração numérica de um CAS ou ou- 
tro recurso para aproximar o valor da integral do Exercício 23 
por integração direta. Confirme que a aproximação numérica é 
consistente com o valor exato. 


[0]26. Use a capacidade de integração numérica de um CAS ou ou- 


tro recurso para aproximar o valor da integral do Exercício 24 
por integração direta. Confirme que a aproximação numérica é 
consistente com o valor exato. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


27-28 O campo vetorial dado é conservativo? Explique. EH 


27. 28. 

Ay y 
E ERR 
e RSS CNE 
RC SPSS ESSA 

pao 4 3 ON : 
E LASAR aa yl 
| Ran EENE 
` S ESSES 
Re CCSS 


29. Seja C um círculo no domínio no plano xy de um campo 


30. O resultado do Exercício 29 permanece verdadeiro se o cír- 


vetorial conservativo de funções componentes contínuas. 
Explique por que devem existir pelo menos dois pontos em 
C em que o campo vetorial é normal ao círculo. 


culo C for trocado por um quadrado? Explique. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Prove: Se 


ECx, y, z2) = fx, y, Di + gx, y, z)j + hx, y, Dk 


for um campo conservativo e f, g e h forem contínuas e tiverem 
derivadas parciais de primeira ordem contínuas em uma região, 
então 
df dg 
dy Ox 


of dh dg dh 
dz dx əz dy 


E) 


na região. 


Use o resultado do Exercício 31 para mostrar que a integral 
Í yzdx + xzdy + yx’ dz 
c 


é dependente do caminho. 


Encontre uma função não nula h para a qual 
F(x, y) = h(x)[x sen y + y cos yli 
+ h(x)[x cos y — y sen y]j 
seja conservativo. 


(a) No Exemplo 3 da Seção 15.1, mostramos que 


P(x,7) = 


c 
= (1x2 + y2) 12 


é uma função potencial do campo de quadrado inverso 
bidimensional 


c a E 
F(x, y) = qr pat +95) 


(+ 


mas não explicamos como a função potencial (x, y) foi 
obtida. Use o Teorema 15.3.3 para mostrar que o campo 
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de quadrado inverso bidimensional é conservativo em toda 
parte, exceto na origem e, então, use o método do Exem- 
plo 4 para deduzir a fórmula de d(x, y). 

(b) Use uma generalização apropriada do método do Exemplo 
4 para deduzir a função potencial 


x,y,z) = 


C 

(x2 + y? + 22)1/2 

do campo de quadrado inverso tridimensional, dado pela 
Fórmula (5) da Seção 15.1. 


35-36 Use o resultado do Exercício 34(b). E 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.3 


Em cada parte, encontre o trabalho realizado pelo campo de 
quadrado inverso tridimensional 


F(r) = Es 
lel? 


em uma partícula que se move ao longo da curva C. 
(a) C éo segmento de reta de P(1, 1, 2) para O(3, 2, 1). 
(b) C éa curva 


r) = 2P + Di + (+ 1)j+ (2 -— Dk 


onde 0 <ż< 1. 
(c) C é o círculo de raio 1 no plano xy centrado em (2, 0, 0) 
percorrido no sentido anti-horário. 


y A xX 
1 
x2 y? x2 y 


Seja F(x, y) = zj- 


(a) Mostre que 


f Farz F-dr 
C e 


se Cı e Ch forem os trajetos semicirculares de (1, 0) até 
(—1, 0) dados por 


Cix=cost, y=sent (O<t<m) 


Cz: x = cos t, y = —sen t (O0<t<x) 


(b) Mostre que os componentes de F satisfazem a Fórmula (9). 
(c) Os resultados das partes (a) e (b) violam o Teorema 
15.3.3? Explique. 


Prove o Teorema 15.3.1 se C for uma curva lisa por partes 
composta de curvas lisas C1, C2,...,Cn. 


Prove que (b) implica (c) no Teorema 15.3.2. [Sugestão: Con- 
sidere quaisquer duas curvas orientadas lisas por partes Cı e C2 
na região desde um ponto P até um ponto Q e integre em torno 
da curva fechada consistindo em C; e —C5.] 


Complete a prova do Teorema 15.3.2 mostrando que d4/dy = 
g(x, y), onde d(x, y) é a função dada em (7). 


Texto Descreva os vários métodos disponíveis para calcular a 
integral de um campo conservativo ao longo de uma curva lisa. 


Texto Discuta algumas das maneiras pelas quais é possível 
mostrar que um campo vetorial não é conservativo. 


1. 18 


2. 2 3. xyz +yz +z 4. 6;6;5 
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15.4 TEOREMA DE GREEN 


Nesta seção, discutiremos um teorema notável e bonito que expressa uma integral dupla em 
uma região plana em termos de uma integral de linha em torno de sua fronteira. 


E TEOREMA DE GREEN 


15.4.1 TEOREMA (Teorema de Green) Seja R uma região plana simplesmente cone- 
xa, cuja fronteira é uma curva C lisa por partes, fechada, simples e orientada no sentido 
anti-horário. Se f(x, y) e g(x, y) forem contínuas e tiverem derivadas parciais de primeira 
ordem contínuas em algum conjunto aberto contendo R, então 


ð ð 
ftconar+ sanar = |f (é Í lda (1) 
(E xX əy 
R 


DEMONSTRAÇÃO Para simplificar, demonstraremos o teorema para regiões que sejam si- 
multaneamente do tipo I e tipo II (ver Definição 14.2.1). Tal região é mostrada na Figura 
15.4.1. O ponto-chave da demonstração é mostrar que 


f te na=- ff Las e [swnar= ff Eaa (2-3) 
c dy c 9x 
R R 


E gx) 


| 
| 
l giw) 
a b 


ys 


R como região do tipo I R como região do tipo II 
Figura 15.4.1 a P g P 


Para provar (2), considere R como uma região do tipo I, e sejam C, e Cz as curvas de 
Ay fronteira inferior e superior, orientadas conforme a Figura 15.4.2. Então, 


f tena] fæ yax | sapo 
C Ci C 


ou, de maneira equivalente, 


yx 


a 
e a ———+5 


| to va= | fayd- f fo yax (4) 
Figura 15.4.2 S S = 
(Esse passo ajudará a simplificar os cálculos, uma vez que Cı e — C3 são, ambas, orientadas 
da esquerda para a direita.) As curvas Cı e — Cz podem ser expressas parametricamente como 


Ciux=t, y=gi(t) (a<t<b) 
—CG:x=t, y=gt) (a<t<b) 
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Assim, podemos reescrever (4) como 


b b 
ficas -[ re god — | Ft, ga(D)x'(t) dt 


b b 
= foad- | FC, go(1)) dt 


Forneça os detalhes da demonstra- 
ção de (3). 


Figura 15.4.3 


II. Omitimos os detalhes. E 


> Exemplo 1 
(1,2) 


-f [re »| a=-[[[ E 
y=g1(t) a ento 9) 


A demonstração de (3) é obtida de maneira análoga, considerando R como uma região do tipo 


b 
E f LC. 8260) EA 


g2(1) 


ay] dt 
2) 9 

-Sf Lay dx E D iA 

gi (x) 


Use o Teorema de Green para calcular 


[xtyax+xay 
c 


ao longo do caminho triangular mostrado na Figura 15.4.3. 


Solução Como f(x,y) = x?y e g(x, y) = x, segue de (1) que 


9 9 1 2x 
[uyarexar= ff — (x) — —(x?y) da = f (1 — x°) dydx 
a c : dx dy o Jo 


1 491 1 
= (2x — 2x) dx = [2-5] = 
0 21) 2 


Esse resultado está de acordo com o obtido no Exemplo 10 da Seção 15.2, no qual calculamos 
a integral de linha diretamente. Note como essa solução é muito mais simples. < 


George Green (1793 — 1841) Matemático e físico inglês. Gre- 
en abandonou a escola com pouca idade para trabalhar na pada- 
ria de seu pai e, consequentemente, teve pouca educação básica 
formal. Quando seu pai abriu um moinho, o rapaz usava o apo- 
sento superior como sala de estudo, e lá aprendeu Física e Ma- 
temática sozinho, lendo livros de bibliotecas. Em 1828, Green 
publicou seu trabalho mais importante, An Essay on the Appli- 
cation of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity 
and Magnetism (Um Ensaio sobre a Aplicação da Análise Ma- 
temática às Teorias de Eletricidade e Magnetismo). Apesar do 
Teorema de Green ter aparecido naquele trabalho, o resultado 
passou praticamente despercebido, devido à pequena tiragem e 
à distribuição apenas local. Após a morte de seu pai em 1829, 


Green foi instigado por amigos a procurar educação superior. 
Em 1833, após quatro anos de estudos autodidáticos para pre- 
encher lacunas de sua educação elementar, ele foi admitido na 
Universidade Caius, em Cambridge. Formou-se quatro anos 
mais tarde, com desempenho desapontador em seus exames fi- 
nais — possivelmente, porque estava mais interessado na própria 
pesquisa. Depois de uma sucessão de trabalhos sobre luz e som, 
foi nomeado Membro Perse da Universidade Caius. Dois anos 
mais tarde, morreu. Em 1845, quatro anos após a sua morte, 
seu trabalho de 1828 foi publicado, e as teorias nele desenvol- 
vidas por esse obscuro autodidata, filho de padeiro, ajudaram 
a desbravar o caminho das teorias modernas de eletricidade e 
magnetismo. 
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E UMA NOTAÇÃO PARA INTEGRAIS DE LINHA AO LONGO DE CURVAS 
FECHADAS SIMPLES 

É prática comum denotar uma integral de linha ao longo de uma curva fechada simples por um 

sinal de integral com um círculo sobreposto. Com essa notação, a Fórmula (1) seria escrita como 


9 9 
É renato dy= f| (5 E) dA 
c x 0y 
R 


Algumas vezes, acrescentamos uma seta ao círculo para indicar se a integração é no sentido 
horário ou anti-horário. Assim, se desejarmos enfatizar o sentido anti-horário da integração 
requerida pelo Teorema 15.4.1, expressamos (1) com a notação 


d ds dg ÍA 
dra») E »= ff (2-3) (5) 
R 


E DETERMINAÇÃO DO TRABALHO USANDO O TEOREMA DE GREEN 

Segue, da Fórmula (26) da Seção 15.2, que a integral do lado esquerdo de (5) é o trabalho rea- 
T T T lizado pelo campo de forças F(x, y) = f(x, y)i + g(x, y)j em uma partícula que se move no sen- 
tido anti-horário ao longo da curva fechada simples C. No caso em que esse campo vetorial for 
conservativo, segue do Teorema 15.3.2 que o integrando da integral dupla do lado direito de 
(5) é nulo, de modo que o trabalho realizado pelo campo é nulo, como esperado. Para campos 
vetoriais que não são conservativos, em geral é mais eficiente calcular o trabalho ao longo de 


E ENS dE US 
A A A A A A A A a 
ANA A A 4 4 4 Aa 


0 ] curvas fechadas simples usando o Teorema de Green do que parametrizando a curva. 
N S A fe > Exemplo 2 Encontre o trabalho realizado pelo campo de forças 
a e me 
q bossa oo F(x, y) = (e — y°)i + (cos y + 23) 
GRE nda 
4 0 1 em uma partícula que percorre uma vez o círculo x? + y? = 1 no sentido anti-horário (Figura 
, 15.4.4). 
Figura 15.4.4 


Solução O trabalho W realizado pelo campo é 
W= $ F- dr = $ (e* — y?) dx + (cos y + x°) dy 
o G 
ð 3 ð x 3 
= ff [Ecosyst -Ze -aa 
Ox dy 
R 


= [ex esmas =s | (x? + y?) dA 


R R 
2x 1 3 27 3 
=3 f f rara} [ do=7 4 
o Jo 4 Jo 2 


Convertemos para 
coordenadas polares 


E DETERMINAÇÃO DE ÁREAS USANDO O TEOREMA DE GREEN 


O Teorema de Green leva a algumas fórmulas novas para a área A de uma região R que satis- 
faça as condições do teorema. Duas de tais fórmulas podem ser obtidas como segue: 


a= [fas gxi e a= |f a= g ax 
fal fo 
R R 


Tome f(x,y) = 0 e Tome f(x,y) = —y e 
g(x,y) = x em (1). 8x, y) = 0 em (1). 


Apesar de a terceira fórmula em (6) 
parecer mais complicada do que as 
outras duas, ela leva frequentemen- 
te a integrações mais simples. Cada 
uma oferece vantagens em certas si- 
tuações. 


(a) 


(b) 
Figura 15.4.5 
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Pode-se obter uma terceira fórmula somando essas duas equações. Assim, temos as três fór- 
mulas seguintes que expressam a área A de uma região R em termos de integrais de linha ao 
longo da fronteira: 


1 
A=ġxdy=-ġ yax=5 f -vdrtrdy (6) 
G C 2 Jc 


> Exemplo 3 Use uma integral de linha para calcular a área envolvida pela elipse 


Solução A elipse, com orientação no sentido anti-horário, pode ser representada parame- 
tricamente por 


x=acost, y=bsent (O<t<27) 


Se denotarmos essa curva por C, então, pela terceira fórmula em (6), a área A envolvida pela 
elipse é 


1 
A= 54 —ydx+xdy 
2 Jc 
2x 
= [(—bsent)(—a sent) + (a cost)(bcost)] dt 
0 
1 2x 1 21 
= -ab (serr + cos? jar = zab | dt = xab 4 
2 0 2 0 


E OTEOREMA DE GREEN PARA REGIÕES MULTIPLAMENTE CONEXAS 


Lembre que uma região plana é dita simplesmente conexa se não tiver buracos e é dita mul- 
tiplamente conexa se tiver um ou mais buracos (ver Figura 15.3.6). No início desta seção, 
enunciamos o Teorema de Green para integração no sentido anti-horário ao longo da fron- 
teira de uma região simplesmente conexa R (Teorema 15.4.1). Nosso próximo objetivo é 
estender esse teorema para regiões multiplamente conexas. Para isso, precisamos que a re- 
gião fique à esquerda quando qualquer porção da fronteira é percorrida no sentido de sua 
orientação. Isso implica que a curva da fronteira externa da região é orientada no sentido 
anti-horário e que as curvas da fronteira que envolvem buracos têm orientação no sentido ho- 
rário (Figura 15.4.5a). Se todas as porções da fronteira de uma região multiplamente conexa 
R forem orientadas desse modo, então dizemos que a fronteira de R tem orientação positiva. 

Vamos, agora, deduzir uma versão do Teorema de Green que se aplica a regiões multi- 
plamente conexas com fronteira orientada positivamente. Para simplificar, vamos considerar 
uma região multiplamente conexa R com um buraco e supor que f(x, y) e g(x, y) tenham de- 
rivadas parciais de primeira ordem contínuas em algum conjunto aberto contendo R. Como 
mostrado na Figura 15.4.5b, dividimos R em duas regiões, R’ e R”, introduzindo dois “cortes” 
em R. Os cortes são mostrados como segmentos de reta, mas quaisquer curvas lisas por partes 
servem. Supondo que fe g satisfaçam as hipóteses do Teorema de Green em R (e, portanto, 
em R' e R”), podemos aplicar o teorema a R’ e R" para obter 


JED E-D (o 


= fœ, y)dx + g(x, y)dy + f(x, y)dx + g(x, y)dy 


Fronteira Fronteira 
de R' de R” 
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ys 


Figura 15.4.6 


Entretanto, as duas integrais de linha são tomadas em sentidos opostos ao longo dos cortes e, 
portanto, cancelam-se, deixando somente as contribuições ao longo de Cı e C2. Assim, 
dg df 


HE - Ea - Pede tea y dyt É fads + Etr) dy 0) 
xX əy Cı C2 
R 


que é uma extensão do Teorema de Green para uma região multiplamente conexa com um 
buraco. Observe que a integral ao longo da fronteira externa é tomada no sentido anti-horá- 
rio, e a integral em torno do buraco é tomada no sentido horário. Mais geralmente, se R for 
uma região multiplamente conexa com n buracos, então o análogo de (7) envolve a soma de 
n + 1 integrais, uma tomada no sentido anti-horário em torno da fronteira externa e as demais 
tomadas no sentido horário em torno dos buracos. 


> Exemplo 4 Calcule a integral 
—ydx +x dy 
$ x? +y? 
se C for uma curva simples fechada lisa por partes orientada no sentido anti-horário, de modo 


que (a) C não envolva a origem e (b) C envolva a origem. 


Solução (a) Sejam 


y x 
fe) =" SO y (8) 
de modo que 
dg y =x? _ of 
dx +y dy 
se x e y não forem nulas. Assim, se C não envolver a origem, temos 
fo ð 
LA (9) 
dx Oy 


na região simplesmente conexa envolvida por C e, portanto, a integral é nula pelo Teorema 
de Green. 


Solução (b) Ao contrário da situação na parte (a), não podemos aplicar o Teorema de 
Green diretamente, porque as funções f(x, y) e g(x, y) em (8) são descontínuas na origem. 
Nossos problemas complicam-se mais ainda pelo fato de que não temos uma curva específica 
C que possamos parametrizar para calcular a integral. Nossa estratégia para contornar esses 
problemas será substituir C por uma curva específica que produza o mesmo valor para a in- 
tegral e, então, usar essa curva para o cálculo. Para obter tal curva, vamos aplicar o Teorema 
de Green para regiões multiplamente conexas a uma região que não contenha a origem. Com 
essa finalidade, construímos um círculo C, com orientação no sentido horário, centrado na 
origem e com raio a suficientemente pequeno para que fique dentro da região envolvida por 
C (Figura 15.4.6). Isso cria uma região multiplamente conexa R, cujas curvas de fronteira C e 
Ca têm as orientações requeridas pela Fórmula (7) e de modo que no interior de R as funções 
fx, y) e g(x, y) em (8) satisfazem as hipóteses do Teorema de Green (a origem está fora de R). 
Assim, por (7) e (9) segue que 


—yd d —yd d 
ydx+xdy À ydx +x ” = ffoda=0 
e Xy G x+y 
R 
Dessa equação, obtemos 


—ydx+xdy _ —ydx + x dy 
f xy f. X +y? 
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que pode ser reescrita como 


Invertendo a orientação 
de C, troca o sinal da 


—ydx+xdy _ —ydx+xdy 
$ x? + y? =P, 22 +? 


integral. 


No entanto, C, tem orientação no sentido horário, portanto —C, tem orientação no sentido 
anti-horário. Mostramos, assim, que a integral original pode ser calculada integrando no sen- 
tido anti-horário em torno de um círculo de raio a, centrado na origem e que fica no interior 
da região envolvida por C. Tal círculo pode ser expresso parametricamente como x = a cos t, 
y =a sen t (0 < t < 27); portanto, 


—ydx +xdy T (—a sent)(—a sent) dt + (a cost)(a cost) dt 
$ x2 +y? db (a cost)? + (a sen t)? 


2x 
= Idt=2n 4 
0 


VA EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.4 (Ver página 1129 para respostas.) 


1. Se C for o quadrado de vértices (+1, +1) orientado no sentido 
anti-horário, então 


f -vis+xiyz= — 
c 


2. Se C for o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1) orientado 
no sentido anti-horário, então 


[siteto 
(oi 


EXERCÍCIOS 15.4 [C] CAS 


3. Se Cfor o círculo unitário centrado na origem e orientado no 
sentido anti-horário, então 


[0 -»-martatarena=— — 
E 


4. Qual região R e qual escolha de funções f(x, y) e g(x, y) nos per- 
mitem usar a Fórmula (1) do Teorema 15.4.1 para afirmar que 


1 V1-x2 x/2 
À f (2x + 2y) dy dx = f (sen? t + cos? t) dt? 
o Jo 0 


1-2 Calcule a integral de linha usando o Teorema de Green e verifi- 
que a resposta calculando-a diretamente. E 


1. $ y? dx + x° dy, onde C é o quadrado de vértices (0, 0), 
fa 
(1, 0), (1, 1) e (0, 1) orientado no sentido anti-horário. 
2. $ y dx + x dy, onde C é o círculo unitário orientado no senti- 
fo 


do anti-horário. 


3-13 Use o Teorema de Green para calcular a integral. Em cada 
exercício, suponha que a curva C seja orientada no sentido anti- 
-horário. EE 


3. $ 3xy dx + 2xy dy, onde C é o retângulo limitado por x = —2, 
C 


x=4,y=ley=2. 


4. $ (x? — y°) dx + x dy, onde C é o círculo xX? + y? = 9. 
C 


5. $ x cos y dx — y sen x dy, onde C é o quadrado de vértices 
fe 


(0, 0), (7/2, 0), (7/2, 7/2) e (0, 7/2). 


6. $ ytg?xdx + tg x dy, onde C é o círculo x? + (y + 1}? = 1. 
C 

Ta $ (x? — y) dx + x dy, onde C é o círculo x +y =A; 
fe 


8. $ (e + y?) dx + (e? + x?) dy, onde C é a fronteira da região 
c 


compreendida por y = x° e y = x. 


9. In(1 + y)dx — Ras dy, onde C é o triângulo de vértices 
c 1+y 


(0, 0), (2, 0) e (0, 4). 


10. $ x?y dx — y?x dy, onde C é a fronteira da região no primeiro 
G 


quadrante compreendida pelos eixos coordenados e o círculo 
xX +y= 16. 


2 


11. arc tg y dx — E dy, onde C é o quadrado de vértices 
fo 1+y? 


(0, 0), (1, 0), (1, 1) e (0, 1). 


1128 


12. 


13. 


14. 


15-1 


Cálculo 


$ cos x sen y dx + sen x cos y dy, onde C é o triângulo de 
€ 


vértices (0, 0), (3, 3) e (0, 3). 


$ x?ydx + (y + xy?) dy, onde C é a fronteira da região com- 
Ç 


preendida por y = x? e x = y’. 


Seja C a fronteira da região delimitada por y = x? e y = 2x. Su- 
pondo que C esteja orientada no sentido anti-horário, calcule 
as integrais seguintes usando o Teorema de Green: 


(a) $ Gy -y)ax b) $ (6xy — y?) dy. 
G C 


8 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é ver- 


dadeira ou falsa. Explique sua resposta. (Nos Exercícios 16 a 18, 
suponha que C seja uma curva fechada simples lisa orientada no 
sentido anti-horário.) EE 


15. 


16. 


17. 


18. 


[e] 19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


O Teorema de Green nos permite substituir qualquer integral 
de linha por uma integral dupla. 


Se 
fia. y)dx + g(x, y)dy =0 


então dg/dx = ðf/ðy em todos os pontos da região delimitada 
por C. 


Sempre vale que 


f xas>0 
c 


f| = ax +seny*dy =0 
c 


Sempre vale que 


Use um CAS para verificar o Teorema de Green calculando 
ambas as integrais da equação 


podre dy =I] | E (ye) 2 e| dA 
fol Ox dy 
R 


onde 
(a) Céocírculox +y = 1; 
(b) Céa fronteira da região compreendida por y = xX? e x = y’. 


No Exemplo 3, usamos o Teorema de Green para obter a área 
de uma elipse. Calcule essa área usando a primeira e depois a 
segunda fórmula de (6). 


Use uma integral de linha para encontrar a área da região en- 
volvida pelo astroide 


x=acosy, y=asen gp (0< ¢<2r) 


Use uma integral de linha para encontrar a área do triângulo de 
vértices (0, 0), (a, 0) e (0, b), onde a > 0e b > 0. 


Use a fórmula 


1 

A=- —ydx +x dy 

2 Jc 

para encontrar a área da região varrida pela reta da origem 
até a elipse x = a cost, y = b sen t se t variar de t = 0 a 
t= to (0 < to < 27). 


24. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


25. 


26. 


27. 


28. 


Use a fórmula 


1 
1=54 —ydx +xdy 
2 Jc 


para encontrar a área da região varrida pela reta da origem até 
a hipérbole x = a cosh t, y = b senhtsetvariardet= 0a 
t = to (to > 0). 


Suponha que F(x, y) = fx, y)i + g(x, y)j seja um campo 
vetorial cujas funções componentes f e g tenham deriva- 
das parciais de primeira ordem contínuas. Seja C uma cur- 
va lisa por partes, simples e fechada, orientada no sentido 
anti-horário, que é a fronteira de uma região R contida no 
domínio de F. Podemos interpretar F como um campo ve- 
torial no espaço tridimensional escrevendo-o como 


FQ, y, 2) = f, yi + gx, y)j + Ok 


Com essa convenção, explique por que 
fF a= [fror-kas 
c 
R 


Suponha que F(x, y) = f(x, y)i + g(x, y)j seja um campo ve- 
torial no plano xy e que fe g tenham derivadas parciais de 
primeira ordem contínuas, com f, = gy em toda parte. Use o 
Teorema de Green para explicar por que 


f F-ar= [ F-dr 
Ci C2 


onde Cı e C; são as curvas orientadas na figura a seguir. 
(Compare esse resultado com os Teoremas 15.3.2 e 15.3.3.) 


Ay 
C2 


y= 


Figura Ex-26 


Suponha que f(x) e g(x) sejam funções contínuas com 
g(x) < f(x). Seja R a região delimitada pelos gráficos de f e 
de g e pelas retas verticais x = a e x = b. Seja C a fronteira 
de R orientada no sentido anti-horário. Qual é a fórmula 
conhecida que resulta da aplicação do Teorema de Green à 
integral f A) dx? 


Na figura a seguir, C é uma curva lisa orientada de P(xo, yo) 

a Q(x1, y1), contida dentro do retângulo de vértices na ori- 

gem e Q e fora do retângulo de vértices na origem e P. 

(a) Qual região na figura tem área / cx dy? 

(b) Qual região na figura tem área / e dx? 

(c) Expresse f c* dy+ f o? dx em termos das coordenadas 
de Pe Q. 


(d) Interprete o resultado de (c) em termos do Teorema 
Fundamental de Integrais de Linha. 

(e) Interprete o resultado de (c) em termos de integração 
por partes. 


Jopro | P(xo, Yo) 


Figura Ex-28 


29-30 Use o Teorema de Green para determinar o trabalho reali- 
zado pelo campo de forças F em uma partícula que se move ao lon- 
go do caminho especificado. E 


29. F(x, y) = xyi + (4x? + xy)j; a partícula começa em (5, 0), 
percorre o semicírculo superior x? + y? = 25 e retorna ao seu 
ponto de partida ao longo do eixo x. 


30. F(x, y) = yi + vxj; a partícula percorre uma vez, no sen- 
tido anti-horário, a curva fechada dada pelas equações y = 0, 
x=2ey=x/4. 


31. Calcule d y dx — x dy, onde C é a cardioide 
Cc 
r=a(l+cos0) (0<0< 2r) 


32. Seja R uma região do plano com área A, cuja fronteira é uma 
curva fechada simples lisa por partes C. Use o Teorema de 
Green para provar que o centroide (x, y) de R é dado por 


x= — Q x dy, ý=-— ý y dx 
C C 


33-36 Use o resultado do Exercício 32 para encontrar o centroide 
da região. E 


33. Ay 34. Ay 


y= 
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35. Ay 36. Ay 
(a, b) 


va 
y= 


37. Encontre uma curva fechada simples C com orientação anti- 
-horário que maximize o valor de 


$ iy? dx + (x — 32º) dy 


e explique seu raciocínio. 


38. (a) Seja C o segmento de reta do ponto (a, b) até o ponto 
(c, d). Mostre que 


f ydx +x dy = ad — bc 
c 


(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que a área A de 
um triângulo de vértices (x1, y1), (X2, y2) e (x3, y3), percor- 
rido no sentido anti-horário, é 


A = (12 — x271) 
+ (10273 — x3y2) + (x3y1 — x1y3)] 


(c) Determine uma fórmula para a área de um polígono de 
vértices sucessivos (x1, y1), (X2, 2)...» (Xns Yn), percorridos 
no sentido anti-horário. 

(d) Use o resultado da parte (c) para calcular a área do quadri- 
látero de vértices (0, 0), (3, 4), (—2, 2), (—1, 0). 


39-40 Calcule a integral f č F - dr, onde C é a fronteira da região 
Re C é orientada de modo que a região fique à esquerda quando a 
fronteira é percorrida no sentido de sua orientação. E 


39. F(x, y) = (xº + yji + (4x — cos y)j; C é a fronteira da região 
R que está no interior do quadrado de vértices (0, 0), (5, 0), 
(5, 5), (0, 5), mas está fora do retângulo de vértices (1, 1), (3, 
D, (3, 2), (1,2). 


40. F(x, y) = (e “+ 3y)i + xj; C é a fronteira da região R entre os 
círculos x? + y? = 16 e xX? — 2x + y = 3. 


41. Texto Discuta o papel do Teorema Fundamental do Cálculo 
na prova do Teorema de Green. 


42. Texto Usea Internet ou outras fontes para obter informações 
sobre planímetros e, então, escreva um parágrafo que descreva 
a relação entre esses aparelhos e o Teorema de Green. 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.4 


1 
“a 


3. 27 4. R éa região x? +y? < 1 (0< x, 0 < y) e f(x, y) = —y°, g(x, y) = x. 
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15.5 INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


A espessura de uma lâmina 
curva é desprezível. 


Figura 15.5.1 


E S 
(1% Yp Zk) 


Figura 15.5.2 


Em seções anteriores, consideramos quatro tipos de integrais — integrais em intervalos, integrais 
duplas em regiões bidimensionais, integrais triplas em sólidos tridimensionais e integrais de 
linha ao longo de curvas nos espaços bi e tridimensionais. Nesta seção, discutiremos integrais 
em superfícies no espaço tridimensional. Tais integrais ocorrem em problemas envolvendo 
fluxo fluido e de calor, eletricidade, magnetismo, massa e centro de gravidade. 


E DEFINIÇÃO DE UMA INTEGRAL DE SUPERFÍCIE 

Nesta seção, definiremos o que significa integrar uma função f(x, y, z) em uma superfície 
paramétrica lisa o. Para motivar a definição, consideraremos o problema de encontrar a mas- 
sa de uma lâmina curva cuja função densidade (massa por unidade de área) seja conhecida. 
Lembre que, na Seção 6.7, no Volume 1, definimos uma lâmina como um objeto achatado 
idealizado que é suficientemente fino para poder ser considerado como uma região plana bi- 
dimensional. Analogamente, uma lâmina curva é um objeto idealizado que é suficientemente 
fino para poder ser considerado como uma superfície no espaço tridimensional. Uma lâmina 
curva pode parecer uma chapa encurvada, como na Figura 15.5.1, ou englobar uma região 
tridimensional, como a casca de um ovo. Modelaremos a lâmina curva por uma superfície 
paramétrica lisa o. Dado um ponto (x, y, z) de o, vamos denotar por f(x, y, z) o valor corres- 
pondente da função densidade. Para calcular a massa da lâmina, procedemos como segue: 


e Como mostra a Figura 15.5.2, dividimos o em n pequenas porções 01, 02,..., On com 
áreas AS1, AS2, . . . , AS, respectivamente. Seja (xš, yý, Z;) um ponto amostral da 
k-ésima porção e AM; a massa dessa porção. 


e Se as dimensões de o, forem muito pequenas, então o valor de f não irá variar muito ao 
longo da k-ésima porção, e podemos aproximar f nessa porção pelo valor f(x, y;, Zy). 
Segue que a massa da k-ésima porção pode ser aproximada por 


AME ~ fi, Yk Z4) A Sk 


e A massa M de toda a lâmina pode, então, ser aproximada por 


n n 
M=} AM; x} FOR yE DAS (1) 
k=1 k=1 
e Utilizaremos a notação n—> œ para indicar o processo de aumentar n de tal forma que a 
dimensão máxima de cada porção tenda a 0. E plausível que o erro em (1) vá tender a O 
quando n—> œ% e que o valor exato de M seja dado por 


M = lim J fl vi, DAS (2) 
k=1 
O limite em (2) é muito parecido com o limite usado para definir massa de um arame fino 
[Fórmula (2) da Seção 15.2]. Por analogia com a Definição 15.2.1, apresentamos a definição 
seguinte. 


15.5.1 DEFINIÇÃO Seo for uma superfície paramétrica lisa, então a integral de super- 
fície de f(x, y, z) em o é 


If fœ, y, z) dS = lim X fE, VÊ DAS (3) 
& k=1 


desde que esse limite exista e não dependa da maneira como sejam feitas as subdivisões 
de o e de como os pontos amostrais (x, y;, z;) sejam escolhidos. 


Explique como usar a Fórmula (6) 
para confirmar a Fórmula (5). 
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Pode ser mostrado que se f for contínua, então existe a integral de fem o. 
Pela Definição 15.5.1 e por (2) vemos que se o modelar uma lâmina e se f(x, y, z) for a 
função densidade da lâmina, então a massa M da lâmina é dada por 


m=Jf Poh DS (4) 


Ou seja, para obter a massa de uma lâmina, integramos a função densidade na superfície lisa 
que modela a lâmina. 

Note que se o for uma superfície lisa de área de superfície S e se f for identicamente 1, 
então segue imediatamente da Definição 15.5.1 que 


n 


ffas=iimas=tms=s (5) 


E k=1 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 

Há vários procedimentos para calcular integrais de superfície que dependem de como a su- 
perfície o é representada. O seguinte teorema oferece um método de cálculo da integral de 
superfície quando o é representada parametricamente. 


15.5.2 TEOREMA Seja o uma superfície paramétrica lisa de equação vetorial 
r = x(u, vi + y(u, v)j + z(u, v)k 


onde (u, v) varia em uma região R do plano uv. Se fx, y, z) for contínua em o, então 


or 


ff EE f(u, v), y(u, v), z(u, v)) BE ZZA 
ðu dv 
R 


o 


Para motivar esse resultado, suponha que o domínio dos parâmetros R seja subdividi- 
do como na Figura 14.4.14 e suponha que o ponto (x, y;, z;) em (3) corresponda aos valo- 
res dos parâmetros u% e vý. Se usarmos a Fórmula (11) da Seção 14.4 para aproximar AS,, 
e supondo que os erros de aproximação tendam para zero quando n — +%, então segue de 


(3) que 


ff HC )ds lim s FO (už, vž), y(už, vž), z(už, vi) or iz dr AA 
X, y, = XU Ur) Up, U, ), uz, U pt TE 
y: z a k> Vk)» YUk, Vk), ZUk, Vk TET k 


que sugere a Fórmula (6). 

Embora o Teorema 15.5.2 tenha sido enunciado para superfícies paramétricas lisas, a 
Fórmula (6) permanece válida mesmo se permitirmos que dr/du x Odr/dv seja igual a 0 na 
fronteira de R. 
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Explique por que a função r(ġ, 0) 
dada em (7) deixa de ser lisa em seu 
domínio. 


> Exemplo 1 Calcule a integral de superfície f J x’ dS na esfera x? + y? +z? = 1. 


o 


Solução Como no Exemplo 11 da Seção 14.4 (com a = 1), a esfera é o gráfico da função 
vetorial 


r(ġ, 0) = sen ¢ cos 0i + sen ¢ sen 8j + cos øk (0< <x, 0 <68 < 2r) (7) 


dr or 
— x — | = sen 
3p 30 


Pelo componente i de r, o integrando da integral de superfície pode ser dado em termos de q e 
8 como x° = sen? À cos? 6. Assim, segue de (6), com q e 9 no lugar de u e v e R como a região 
retangular do plano 9 determinada pelas desigualdades de (7), que 


2 2 2 or or 
x ds = (sen ġ cos 0) |— x — 
dp 06 
o R 
2x x 
= | sen? ¢ cos? 8 dy do 
o Jo 
2x x 
=| p sen" 6 dé cos? 0 do 
0 0 
2x 1 5 x J = 
pos ha) o Fórmula (11), 
= [ [5 cos” À cosol cos“ 0 d0 


dA 


41 1 m Ar — 
= — |— = = órmula (8), 


E INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE EM z = g (x, y), y = g (x, Z) E x= g (y, 2) 
No caso em que o for da forma z = g(x, y), podemos tomar x = u e y = v como parâmetros e 
expressar a equação da superfície como 


r = ui + vj + g(u, v)k 
dz Y 4 92 Y +1 
= Ox dy 
(verifique). Assim, segue de (6) que 


92Y 92 Y 
| fæ yds = [ fœ, y, gx, y)) (5) +(5) +1dA 


o R 


caso em que obtemos 


ər or 
x 
du dv 


Observe que, nessa fórmula, a região R fica no plano xy porque os parâmetros são x e y. Ge- 
ometricamente, essa região é a projeção de o no plano xy. O seguinte teorema resume esse 
resultado e dá fórmulas análogas para as integrais de superfície em superfícies da forma 


y=g(x,7)ex=g(y, 2). 


As Fórmulas (9) e (10) podem ser ob- 
tidas a partir da Fórmula (8). Explique 
como. 
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15.5.3 TEOREMA 


(a) Sejam o uma superfície com equação z = g(x, y) e R sua projeção no plano xy. Se g 
tiver derivadas parciais de primeira ordem contínuas em R e f(x, y, z) for contínua 
emo, então 


à) 2 J pA 
Ff sagas = [f fassam (Z) m (5) +IdA (8) 
5 dy 
R 


o 


Sejam o uma superfície com equação y = g(x, z) e R sua projeção no plano xz. Se g 
tiver derivadas parciais de primeira ordem contínuas em R e f(x, y, z) for contínua 
emo, então 


ayy (9yY 
ff ra ods= || reco /(2) + (2) +I1 dA (9) 
R 


o 


Sejam o uma superfície com equação x = g(y, z) e R sua projeção no plano yz. Se g 
tiver derivadas parciais de primeira ordem contínuas em R e f(x, y, z) for contínua 
emo, então 


Ox 2 ox 2 

If fæ» das = |f is (5) 4 (5) FIdA ao 
y əz 

o R 


> Exemplo 2 Calcule a integral de superfície 
J l xzds 


onde o é a parte do plano x + y + z = 1 que fica no primeiro octante. 


Solução A equação do plano pode ser escrita como 
z=1l-x-y 


Consequentemente, podemos aplicar a Fórmula (8) com z = g(x, y) = 1 — x — ye f(x, y, z) 
= xz. Temos 


portanto, (8) é dado por 


ffrzas= ff xa x — y) (1)? + (—1) + 1 dA (11) 
o R 
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do 


(0,0,1) 


c+y+z=1 
x” J 


Figura 15.5.3 


Figura 15.5.4 


onde R é a projeção de o no plano xy (Figura 15.5.3). Reescrevendo a integral dupla em (11) 
como uma integral iterada, obtemos 


1 l=% 
ffrcas=5 [ Í (x — x? — xy) dy dx 
o Jo 


7 1 o91l-x 
= f |--Z] dx 
0 2 y=0 


rg x 
= 3 Lyx? — ld 
vs [ G 2E )a 


A 
0 


> Exemplo 3 Calcule a integral de superfície 


I y’z? dS 


o 


onde o é a parte do cone z = yx? + y? compreendida pelos planos z = 1 e z = 2 (Figura 
15.5.4). 


Solução Vamos aplicar a Fórmula (8) com 


z= 8x, y) =VX? +y? e fa, y, z) =y 


Assim, 


de modo que 


(verifique), e portanto (8) dá 


fhyeas= [| (77) a= ff oaa 


o 


Calcule a integral no Exemplo 3 com 
a ajuda da Fórmula (6) e a parame- 
trização 


E=(reos0,rsend,r) 
(I<xr<20<0<2m) 


-— ME 
N 
N 
H 
= 


l | 

| | 

| cRy | 

| | 

z= iy | 

I l 

I I 
| | y 
< 

ZRI 
A x +yº=1 
Figura 15.5.5 
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onde R é o anel compreendido por x + y? = 1 e x? + y? = 4 (Figura 15.5.4). Usando coorde- 
nadas polares para calcular essa integral dupla no anel R, obtemos 


2x 2 
ff yz dS = vê [ J (r sen0)? (r?)r dr do 
(0) 1 


E 2x 2 
=. [ J r° sen? 0 dr do 


-Af [5 j 21 2x 
= — sen? 9 dO = — sen” 0 dô 
r=1 2 0 


2x 
2 2 4 0 6) no Volume 1 


> Exemplo 4 Suponha que uma lâmina curva o com densidade constante ô(x, y, z) = ôo 
seja a porção do paraboloide z = x? + y? abaixo do plano z = 1 (Figura 15.5.5). Determine a 
massa da lâmina. 


Solução Comoz = g (x, y) = xX? + y’, segue que 


Portanto 


m= ff iwas = ff aVF Oaa = f J4x2+4y2+1dA (12) 
o R R 


onde R é a região circular envolvida por x? + y? = 1. Para calcular (12), usamos coordenadas 
polares: 


2x 1 8 2x 1 
M = do Í Í V4r2?+1r dr d0 = af (4r? SE n*e] do 
0 0 0 


r=0 


ôo [7 ô 
-3), (52 — 1)do = ZO (5V5 — 1) « 
Tdo 6 


VÁ EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.5 (Ver página 1138 para respostas.) 


1. Considere a integral de superfície ffo f(x, y, z) dS. 3. Seo for a esfera de raio 2 centrada na origem, então 
(a) Se o for uma superfície paramétrica de equação vetorial 
2 2 2 = 
r = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k / AE SR 
então calculamos a integral trocando dS por 
(b) se o for o gráfico de uma função z = g(x, y) com Eae 4. Se fx, y, z) for a função densidade de massa de uma lâmina 
parciais de primeira ordem contínuas, então calculamos a curva o, então a massa de o é dada pela integral 


integral trocando dS por 


2. Se o for a região triangular de vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) e 


(0,0, 1), então 


| Q&+y+z)dSs = — 
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EXERCÍCIOS 15.5 [E]Cas 


1-8 Calcule a integral de superfície 


ff f(x, y,z)dS E 


1. f(x,y, z) = 2; o é a porção do cone z = yx? + y? entre os pla- 
nosz=1lez=2. 


2. f(x, y, z) = xy; o é a porção do plano x + y + z = 1 que fica no 
primeiro octante. 


3. f(x,y, 2) = xy; o é a porção do cilindro x? + z? = 1 entre os 
planos y = 0, y = 1 e acima do plano xy. 


4. f(x, y, Z) = Q + yaz; o é a porção da esfera 2 + y? + Z? = 4 
acima do plano z = 1. 


5. fx, y, z) = x — y — z; o é a porção do plano x + y = 1 no pri- 
meiro octante entre z = 0e z = 1. 


6. f(x, y, z) = x + y; o é a porção do plano z = 6 — 2x — 3y no 
primeiro octante. 


7. f(x, y, z) = x + y + z; o é a superfície do cubo definido pelas 
desigualdades 0 < x < 1,0 < y < 1,0 < z < 1. [Sugestão: In- 
tegre em cada face separadamente. ] 


8. f(x, y, z) =x? + y7; o é a superfície da esfera X? + y? + 2? = a°. 


9-12 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


9. Se f(x, y, z) > 0 em o, então 


| fœ, y,z)dS > 0 


o 


10. Seo tiver área de superfície S e se 


Í f(x, y,z)dS = S 


o 
então f(x, y, z) será identicamente iguala 1 emo. 


11. Se o modelar uma lâmina curva e se f(x, y, z) for a função den- 
sidade da lâmina, então 


| f(x,y, )dS 


o 
representará a densidade total da lâmina. 


12. Se ø for a porção do plano z = c acima de uma região R do pla- 
no xy, então 


JI fæ» dðas= |f f(x,y, c) dA 
o R 


com qualquer função f contínua em v. 


13-14 O cálculo de uma integral de superfície resulta, às vezes, em 
uma integral imprópria. Quando isso ocorre, podemos tentar deter- 
minar o valor da integral usando um limite apropriado ou tentar outro 
método. Nestes exercícios, exploramos ambas as abordagens. E 


13. Considere a integral de f(x, y, z) = z + 1 no hemisfério supe- 

riora: z = y1 — x? — y? (0 < x? +y? < 1). 

(a) Explique por que o cálculo dessa integral de superfície re- 
sulta em uma integral imprópria se for utilizado (8). 

(b) Use (8) para calcular a integral de f na superfície 
o, :z =//1— x? — y? (0 < x? +y? <r? < 1). Tome o 
limite desse resultado quando r— 1” para determinar a in- 
tegral de fem o. 

(c) Parametrize o usando coordenadas esféricas e calcule a 
integral de fem o usando (6). Verifique que sua resposta 
confere com o resultado de (b). 


14. Considere a integral de f(x,y, z) = yx? + y? +z? no cone 
ciz=Vx2+y2(0<z<1]). 

(a) Explique por que o cálculo dessa integral de superfície re- 
sulta em uma integral imprópria se for utilizado (8). 

(b) Use (8) para calcular a integral de f na superfície 
o, : z = x? + y? (0 < r? < x? + y? < 1). Tome o limi- 
te desse resultado quando r— 1* para determinar a integral 
de fem v. 

(c) Parametrize o usando coordenadas esféricas e calcule a 
integral de fem o usando (6). Verifique que sua resposta 
confere com o res ultado de (b). 


ENFOCANDO CONCEITOS 


15-18 Para calcular uma integral de superfície sem utilizar uma 
parametrização da superfície podemos, em alguns casos, usar 
a Definição 15.5.1, junto com algumas considerações de sime- 
tria. Nestes exercícios, o denota a esfera unitária centrada na 
origem. E 


15. (a) Explique por que é possível subdividir o em porções 
e escolher um ponto amostral (x, Y,, Z;) tal que (i) 
a área de cada porção é tão pequena quanto se queira 
e (ii) para cada ponto amostral (x;', y;, z%), existe um 
ponto amostral G7, yF, z5) tal que 


Xk = —Xj Yk=5 Yj Zk5Zj 
e com AS, = AS;. 

(b) Use a Definição 15.5.1, o resultado em (a) e o fato de 
que a integral de superfície existe para funções contí- 
nuas para provar que ff o X” dS = 0 vale com qualquer 


inteiro n positivo ímpar. 


16. Use o argumento no Exercício 15 para provar que se f(x) 
for uma função contínua e ímpar de x e se g(y, z) for uma 
função contínua, então 


1 A FO. )AS=0 


17. (a) Explique por que 


ffs- frs- [fes 


o o o 


(b) Conclua de (a) que 


fheas=; joe 


o o o 
(c) Use (b) para calcular 


fjes 


o 
sem efetuar uma integração. 
18. Use os resultados dos Exercícios 16 e 17 para calcular 


J @ -y dS 


o 


sem efetuar uma integração. 


19-20 Monte, mas não calcule, uma integral iterada igual à integral 
de superfície dada projetando o no (a) plano xy, (b) plano yz (c) e 
plano xz. E 


19. I xyz dS, onde ø é a porção do plano 2x + 3y + 4z = 12 no 


o 
primeiro octante. 


20. ff xz dS, onde o é a porção da esfera x? + y? + z? = à? no 


o 
primeiro octante. 


. Use um CAS para confirmar que as três integrais obtidas no 
Exercício 19 são iguais e calcule o valor exato da integral de 
superfície. 


« Tente confirmar com um CAS que as três integrais obtidas no 
Exercício 20 são iguais. Se não conseguir, qual é a dificuldade? 


23-24 Monte, mas não calcule, duas integrais iteradas diferentes 
iguais à integral dada. E 


23. ff xyz dS, onde o é a porção da superfície y? = x entre os 


o 


planos z = 0, z = 4, y= ley =2. 


24. If x?y dS, onde o é a porção do cilindro x? + y? = à? no pri- 
meiro octante entre os planos x = 0, x = 9, z = y e z = 2y. 


[e]25. 


Use um CAS para confirmar que as duas integrais obtidas no 
Exercício 23 são iguais e calcule o valor exato da integral de 
superfície. 


[0] 26. 


Use um CAS para determinar o valor da integral de superfície 


1 x’ yzdS 


o 


na porção o do paraboloide elíptico z = 5 — 3x? — 2y? que fica 
acima do plano xy. 
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27-28 Encontre a massa da lâmina com densidade constante ôo. E 


27. A lâmina que é a porção do cilindro circular x? + z? = 4 que fica 
diretamente acima do retângulo R = ((x,y):0<x<1,0<y<4) 
no plano xy. 


28. A lâmina que é a porção do paraboloide 27 = x? + y? dentro do 
cilindro x? + y? = 8. 


29. Encontre a massa da lâmina que é a porção da superfície 
y? = 4 — z entre os planos x = 0, x = 3, y = 0 e y = 3 se a den- 
sidade for ô(x, y, z) = y. 


30. Encontre a massa da lâmina que é a porção do cone 
z = Į x? + y? entre os planos z = 1 e z = 4 se a densidade for 
S(x, y, Z) = x. 


31. Se uma lâmina curva tem densidade constante ôo, que relação 
deve existir entre sua massa e a área de superfície? Explique 
seu raciocínio. 


32. Mostre que se a densidade da lâmina 2 + y + z2 =a?,em 
cada ponto, for igual à distância entre esse ponto e o plano xy, 
a massa da lâmina é 274º. 


33-34 O centroide de uma superfície o é definido por 


fes dps ffe 


-= o - o - o 


área de o ° área de o ° área de o 


Encontre o centroide da superfície nestes exercícios. EE 


33. A porção do paraboloide z = (x? + y?) abaixo do plano 
z=4. 


34. A porção da esfera x? + y? + z? = 4 acima do plano z = 1. 


35-38 Calcule a integral ffo f(x,y, z) dS na superfície o representa- 
da pela função vetorial r(u, v). E 


35. f(x, y, z) = xyz; r(u, v) = u cos vi + u sen vj + 3uk 
(I<xu<2,0<v<r/2) 


2 2. 
36. f(x,y, 0) = e 


(I<xu<3,)0<v<27r) 


;r(u, v) = 2 cos vi + uj + 2 sen vk 


1 


V1+4x2+4y2' 


r(u, v) = u cos vi + u sen vj +u°k (O<u<senv,0<v<7) 


37. fœ, y,z)= 


38. fx, y, z) = e75; 
r(u, v) = 2 sen u cos vi + 2 sen u sen vj + 2 cos uk 
(0 < u < x/2,0 < v < 27x) 


[5]39. 


Use um CAS para aproximar a massa da lâmina cur- 
$y s : sido 

va z=e*"” que fica acima da região no plano xy en- 

volvida por x? + y? = 9, sabendo-se que a densidade é 


x,y Z) = y x? + y2. 
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[0]40. A superfície o mostrada na figura a seguir, chamada faixa de 41. Texto Discuta as semelhanças e as diferenças entre as defini- 
Möbius, é representada pelas equações paramétricas ções de uma integral de superfície e de uma integral dupla. 

x = (5 + u cos (v/2)) cos v 42. Texto Suponha que uma superfície o no espaço tridimensio- 

y = (5 + u cos (v/2)) sen v nal e uma função f(x, y, z) sejam descritas geometricamente. 


Por exemplo, o poderia ser uma esfera de raio 1 centrada na 
origem e f(x, y, z) poderia ser a distância do ponto (x, y, z) ao 
onde -I<u<le0O<v<2r eixo z. Como o leitor descreveria para um colega um procedi- 


(a) Use um CAS para gerar uma cópia razoável dessa superfí- mento para calcular integral de superfície de fem o? 
cie. 


(b) Use um CAS para aproximar a localização do centroide de 
o (veja a definição que precede o Exercício 33). 


z = u sen (v/2) 


Figura Ex-40 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.5 


2 2 
dA (b) O +(ž) +1dA 2. : 3. 647 4. Jf tæv aas 


15.6 APLICAÇÕES DE INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE; FLUXO 


or or 
1. — X — 
(a) | ou ðv 


Nesta seção, discutiremos aplicações das integrais de superfície a campos vetoriais 
associados com fluxos fluidos e forças eletrostáticas. Porém, as ideias que desenvolveremos 
serão de natureza geral e também aplicáveis a outros tipos de campos vetoriais. 


E CAMPOS DE FLUIDOS 


Trataremos, nesta seção, de campos vetoriais no espaço tridimensional que envolvam algum 
tipo de “fluxo” — o fluxo de um fluido ou o fluxo de partículas carregadas em um campo 
eletrostático, por exemplo. No caso de fluxo fluido, o campo vetorial F(x, y, z) representa a 
velocidade de uma partícula fluida no ponto (x, y, z), e as partículas do fluido fluem ao longo 
de “correntes” tangenciais aos vetores velocidade (Figura 15.6.1a). No caso de um campo 
eletrostático, F(x, y, z) é a força que o campo exerce em uma pequena unidade de carga po- 
sitiva no ponto (x, y, z), e tais cargas aceleram ao longo de “linhas elétricas” tangenciais aos 
vetores da força (Figuras 15.6.1b e 15.6.1c). 


E SUPERFÍCIES ORIENTADAS 


Nosso principal objetivo, nesta seção, é estudar os fluxos de campos vetoriais através de 
superfícies permeáveis colocadas no campo. Para essa finalidade, precisamos considerar al- 
gumas ideias básicas acerca de superfícies. A maioria das superfícies que encontramos nas 
aplicações tem dois lados — uma esfera tem um lado externo e um lado interno e um plano 
horizontal infinito tem um lado superior e um lado inferior, por exemplo. Existem, no en- 
tanto, superfícies matemáticas com apenas um lado. Por exemplo, a Figura 15.6.2a mostra a 
construção de uma superfície chamada de faixa de Möbius [em homenagem ao matemático 
alemão August Möbius (1790-1868)]. A faixa de Möbius tem um só lado, no sentido de que 
um inseto pode percorrer toda a superfície sem cruzar uma borda (Figura 15.6.2b). Em con- 
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Os vetores velocidade Pela Lei de Coulomb, o campo O campo eletrostático F que 
das partículas do fluido eletrostático resultante de uma resulta de duas cargas de 
são tangentes à corrente. única carga positiva é um campo mesma intensidade, mas de 
de quadrado inverso, no qual F polaridade oposta. 
é a força repulsora em uma 
pequena carga positiva unitária. 
(a) (b) (c) 


Figura 15.6.1 


Se uma formiga começa em P, com 
as costas viradas para o leitor, e dá 
uma volta completa em torno da faixa, 
então suas costas estarão viradas ao 
contrário quando ela retornar para P. 


Figura 15.6.2 


trapartida, uma esfera tem dois lados, no sentido de que um inseto caminhando na esfera pode 
percorrer a superfície interna ou a externa, mas não pode percorrer ambas sem, de alguma 
maneira, passar através da esfera. Diz-se que uma superfície de dois lados é orientável e que 
uma superfície com um único lado é não orientável. No restante do livro, trataremos somente 
de superfícies orientáveis. 
Em aplicações, é importante ter algum meio de distinguir entre os dois lados de uma su- 
n perfície orientável. Para isso, vamos supor que ø seja uma superfície orientável que tenha um 
vetor normal unitário n em cada ponto. Como ilustrado na Figura 15.6.3, os vetores ne —n 
apontam para lados opostos da superfície e, portanto, servem para distinguir os dois lados. 
Pode ser provado que se o for uma superfície orientável lisa, então é sempre possível escolher 
o sentido de n em cada ponto de modo que n = n(x, y, z) seja contínuo na superfície. Esses 
vetores unitários são, então, denominados uma orientação da superfície. Pode-se provar tam- 
=n bém que uma superfície orientável lisa tem só duas orientações possíveis. Por exemplo, a su- 
Figura 15.6.3 perfície da Figura 15.6.4 é orientada para cima pelos vetores de cor cinza e para baixo pelos 


Figura 15.6.4 
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Figura 15.6.5 


O leitor pode tentar encontrar uma 
parametrização do cilindro em que o 
sentido positivo seja para dentro. 


vetores de cor azul claro. Entretanto, não podemos criar uma terceira orientação misturando 
as duas, porque isso produz pontos na superfície nos quais há mudança abrupta de sentido (ao 
longo da curva de cor preta na figura, por exemplo). 


E ORIENTAÇÃO DE UMA SUPERFÍCIE PARAMÉTRICA LISA 

Quando uma superfície é dada parametricamente, as equações paramétricas criam uma orien- 
tação natural para a superfície. Para ver isso, lembre da Seção 14.4, na qual foi mostrado que 
se uma superfície paramétrica lisa o for dada pela equação vetorial 


r = x(u, vi + y(u, v)j + z(u, v)k 
então o vetor normal unitário 


ər dr 

ðu” du 

u v 
n = n(u, v) = —— (1) 

ər dr 

ea X — 

ðu ðv 
é uma função vetorial contínua de u e v. Assim, a Fórmula (1) define uma orientação da super- 
fície; essa é a orientação positiva da superfície paramétrica, e dizemos que n aponta no senti- 
do positivo a partir da superfície. A orientação determinada por —n é chamada de orientação 
negativa da superfície, e dizemos que —n aponta no sentido negativo a partir da superfície. 
Por exemplo, considere o cilindro que é representado parametricamente pela equação vetorial 


r(u, v) = cos ui + vj — sen uk (O<u<2rmr, 0<v<3) 


Então 
ər or , 
— X — = cos ui — sen uk 
ou ðv 
tem tamanho unitário, de modo que a Fórmula (1) é dada por 
or or : 
n= x = cos ui — sen uk 
ðu ðv 


Como n tem os mesmos componentes i e k que r, a orientação positiva do cilindro é para 


fora e a orientação negativa é para dentro (Figura 15.6.5). 


E FLUXO 


Na Física, o termo fluido é usado para descrever tanto líquidos quanto gases. Os líquidos são 
usualmente considerados como incompressíveis, significando que o líquido tem uma densi- 
dade uniforme (massa por unidade de volume) que não pode ser alterada por forças de com- 
pressão. Os gases são considerados compressíveis, significando que a densidade pode variar 
de um ponto para outro e pode ser alterada por forças de compressão. Neste livro, vamos con- 
siderar basicamente os fluidos incompressíveis. Além disso, vamos supor que a velocidade 
do fluido em um ponto fixado não varie com o tempo. Diz-se que campos de fluidos com essa 
propriedade estão em estado estacionário. 

Nosso próximo objetivo, nesta seção, é definir um conceito fundamental da Física, co- 
nhecido como fluxo (do latim fluxu). Esse conceito aplica-se a qualquer campo vetorial, mas 
vamos motivá-lo no contexto de campos de fluidos incompressíveis em estado estacionário. 
Imagine que um fluido esteja fluindo livremente através de uma superfície permeável, de um 
lado da superfície para o outro. Nesse contexto, podemos pensar no fluxo como: 


o volume de fluido que passa pela superfície em uma unidade de tempo. 


Essa ideia está ilustrada na Figura 15.6.6, que sugere que o volume de fluido que flui através 
uma porção da superfície depende de três fatores: 
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— — 
— 
—— 
n 
— 
O fluxo varia de acordo com a 
O fluxo é proporcional à orientação da superfície em O fluxo é proporcional 
velocidade do campo de fluidos. relação ao campo de fluidos. à área da superfície. 
(a) (b) (c) 
Figura 15.6.6 


e A velocidade do campo de fluidos: quanto maior a velocidade, maior o volume (Figu- 
ra 15.6.6a). 


e A orientação da superfície em relação ao campo de fluidos: quanto mais perpendicular 
à superficie, maior o volume (Figura 15.6.6b). 


e A área da porção de superfície: quanto maior a área, maior o volume (Figura 15.6.6c). 


Essas ideias nos levam ao problema seguinte. 


15.6.1 PROBLEMA Suponha que uma superfície orientada o esteja imersa em um 
campo de fluidos incompressível em estado estacionário e suponha ainda que a superfí- 
cie seja permeável, de modo que o fluido possa fluir através dela livremente em ambos 
os sentidos. Encontre o volume líquido do fluido & que passa através da superfície por 


unidade de tempo, onde volume líquido é interpretado como o volume que passa através 
da superfície no sentido positivo menos o volume que passa através da superfície no 
sentido negativo. 


Para resolver esse problema, suponha que a velocidade do fluido em um ponto (x, y, z) 
da superfície o seja dada por 


E(x, y, z) = fx, y, Di + gx, y, z)j + hx, y, Dk 


Seja n o vetor normal unitário no sentido positivo de ø no ponto (x, y, z). Como ilustrado na 
Figura 15.6.7, o vetor velocidade F pode ser decomposto em dois componentes ortogonais — 
um componente ao longo da “face” da superfície o e um componente (F - n)n perpendicular 
a ø. O componente da velocidade ao longo da face da superfície não contribui para o fluxo 
através de o e, portanto, pode ser ignorado nos nossos cálculos. Observe ainda que o sinal de 
F - n determina a direção do fluxo — um valor positivo significa que o fluxo é no sentido de n 
e um valor negativo significa que é no sentido oposto a n. 

Figura 15.6.7 Para resolver o Problema 15.6.1, subdividimos o em n porções 01, 02,..., On com áreas 


AS, AS2,..., AS, 


Se as porções forem pequenas e o fluxo não for muito errático, é razoável supor que a velo- 
cidade não varie muito em cada porção. Assim, se (x;, y;. z;) for qualquer ponto na k-ésima 
porção, podemos supor que F(x, y, z) seja constante e igual a F(x/, yý, z%) em toda a porção e 
que o componente da velocidade através da superfície o, seja 


F(x, Yk ZK)  N(XE, Yks ZK) (2) 
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N(Xp, Yk Zk) 


ARE ese, raii ah) 
“nn 


(ps ko 30) 
Sk 


Figura 15.6.8 


AM Área AS, 


yam Superfície o, 
AA 


Volume de fluido por 
unidade de tempo 
que atravessa oy no 
sentido de n. 


Figura 15.6.9 


Se o fluido tem densidade de massa 
ô, então Dô (volume x densidade) re- 
presenta a massa líquida de fluido, por 
unidade de tempo, que atravessa o. 


(Figura 15.6.8). Portanto, podemos interpretar 
FK, Yk 2) * MAK, Yk Zk) ASk 


como o valor aproximado do volume de fluido por unidade de tempo que cruza a porção o; 
no sentido de n (Figura 15.6.9). Por exemplo, se o componente da velocidade no sentido de n 
for F(xj, yg, z) n=25 cm/s e a área da porção for AS, = 2 cm, então o volume de flui- 
do AV; por unidade de tempo que atravessa a porção no sentido de n será aproximadamente 


AV; = FE, vê, 20) * n(x, yž, ZA Sk = 25 cm/s * 2 cm? = 50 cm/s 


No caso em que o componente da velocidade F(x, yý, z;) © n(x;, yý, z%) for negativo, o flu- 


xo será no sentido oposto a n, de modo que —F(x;, y;, z;) n(xj, yý, Z;) ASy será o volume 
aproximado de fluido por unidade de tempo que atravessa a porção o; no sentido oposto a n. 
Portanto, a soma 


n 
3 E Yo ZX) © (XE, Yk, ZX) ASk 
k=1 


medirá o volume líquido aproximado de fluido que atravessa a superfície o por unidade de 
tempo no sentido de sua orientação n. 

Se, agora, aumentarmos n de tal maneira que a dimensão máxima de cada porção tenda 
para zero, é plausível que os erros de aproximação tendam para zero e que o limite 


n 


= lim XFO}, yj zD nG, vi, 2 ASk (3) 
k=1 


n> +% 


represente o volume líquido exato de fluido por unidade de tempo que atravessa a superfície 
o no sentido de sua orientação n. A quantidade & definida pela Equação (3) é chamada de 
fluxo de F através de 0. O fluxo também pode ser expresso como a integral de superfície 


E ff F(x, y, z) ` n(x, y, z) dS (4) 


Um fluxo positivo significa que, em uma unidade de tempo, um volume de fluido maior atravessa 
o no sentido positivo do que no sentido negativo; um fluxo negativo significa que, em uma uni- 
dade de tempo, um volume de fluido maior atravessa o no sentido negativo do que no sentido po- 
sitivo; e um fluxo nulo significa que o mesmo volume atravessa a superfície em cada sentido. As 
integrais da forma (4) também surgem em outros contextos e são chamadas de integrais de fluxo. 


E CÁLCULO DE INTEGRAIS DE FLUXO 
Uma fórmula útil para calcular integrais de fluxo pode ser obtida aplicando o Teorema 15.5.2 
e usando a Fórmula (1) de n. Assim, obtemos 


Fo) fo) 
ffe-nas= fft- o T] JA 

du v 
o R 

or or 

du dv dr dr 

a 
or or du ðv 


R — xXx — | 
ðu ðv 


ðu ðv 
R 
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Em resumo, temos o resultado seguinte. 


15.6.2 TEOREMA Seja o uma superfície paramétrica lisa representada pela equação 
vetorial r = r(u, v) em que (u, v) varia em uma região R do plano uv. Se as funções com- 
ponentes do campo vetorial F forem contínuas em o e se n determinar a orientação posi- 
tiva de o, então 


o=[[r-nas= ffr (Zx (5) 
ou 
R 


o 


onde se entende que o integrando do lado direito da equação deve ser dado em termos 
de ue v. 


Embora o Teorema 15.6.2 tenha sido deduzido para superfícies paramétricas lisas, 
a Fórmula (5) vale mais geralmente. Por exemplo, sempre que o possuir um campo ve- 
torial normal n contínuo e as funções componentes de r(u, v) tiverem derivadas parciais 
de primeira ordem contínuas, a Fórmula (5) pode ser aplicada, desde que dr/du x dr/dv 
seja um múltiplo positivo de n no interior de R. (Ou seja, dr/du x dr/dv pode ser nulo na 
fronteira de R.) 


> Exemplo 1 Encontre o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = zk através da esfera 
x + y + zZ = à? orientada para fora. 


Solução A esfera com orientação positiva para fora pode ser representada pela função 
vetorial 


r(ġ, 0) = a sen ġ cos 0i + a sen ¢ sen 8j + a cos ok, (0< ġ < x, )O<0<27m) 
Dessa fórmula, obtemos (ver os cálculos no Exemplo 11 da Seção 14.4) 


or or 2 2 E 2 P . 2 
— x — =a“ sen“ q cos ĝi + a° sen ġ sen j + a° sen ġ cos pk 
op 30 
Além disso, nos pontos da esfera temos F = zk = a cos ġk; portanto 
or or 
F.(—x — | = a@ seng cos? À 
dp 00 


CCE mem Assim, segue de (5), com os parâmetros u e v substituídos por à e 0, que 


primeiro convença-se de que os cam- 
pos vetoriais xi, yj e zk têm o mesmo = I F-nds 
fluxo através da esfera. Então, defina a 
H = xi + yj + zk or or 
A -fje (55 dA 
e explique por que Ê fofo) d0 
H-n=a 


2x x 
= | a? sen ọġ cos? q dẹ do 
o Jo 


Use isso para calcular ®. 
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OBSERVAÇÃO 


Inverter a orientação da superfície o em (5) troca o sinal de n e, portanto, o de F - n; consequentemente, troca 
o sinal de ®. Isso também pode ser visto fisicamente pela interpretação da integral de fluxo como o volume de 
fluido por unidade de tempo que atravessa o no sentido positivo menos o volume de fluido por unidade de tempo 
que atravessa no sentido negativo — inverter a orientação de o muda o sinal da diferença. Assim, no Exemplo 1, 
uma orientação para dentro da esfera produz um fluxo de —47aº/3. 


E ORIENTAÇÃO DE SUPERFÍCIES NÃO PARAMÉTRICAS 

Superfícies não paramétricas da forma z = g(x, y), y = g(x, z) e x = g(y, z) podem ser expres- 
sas parametricamente usando as variáveis independentes como parâmetros. Mais precisa- 
mente, essas superfícies podem ser representadas pelas equações vetoriais 


r=ui+vj+g(u,vk, r=vitge(u,vj+uk, r=ge(u,vituj+vk (6-8) 


Essas representações impõem orientações positivas e negativas nas superfícies, de acordo 
com a Fórmula (1). Deixamos como exercício o cálculo de n e —n em cada caso e a demons- 
tração de que as orientações positiva e negativa são as que aparecem na Tabela 15.6.1. (Para 
ajudar a perspectiva, cada gráfico aparece com uma porção da superfície de uma pequena 
região sólida.) 


Tabela 15.6.1 


z= 8, y) y= g(z,x) x=80,z 
ðZ. OZ. dy ðy ox dx 
->i->j+k -+i+j-k =) = — 
ax ay) ax! z a az 


(E) + (=) +1 (5) + (=f +1 
dx ðy dy oz 


a) * (o) 
dx dz 


Componente k Orientação positiva Componente j Orientação positiva Componentei Orientação positiva 
positivo positivo positivo 
RR Di jr Dk jpj 
dx 9y oz dy dz 
= n= n 
(E) + (=) +1 eù + (2f +1 (=f + (=f +1 
ðx 9y dx dz dy dz 
Componente k Orientação negativa Componente j Orientação negativa Componentei Orientação negativa 
negativo negativo negativo 


A variável dependente aumenta 
quando nos afastamos de uma su- 
perfície 
z=8(1,)), y=g(x,2) 
ou 
= gA) 


no sentido da orientação positiva. 


Os resultados da Tabela 15.6.1 também podem ser obtidos usando gradientes. Para ver 
como isso pode ser feito, reescreva as equações das superfícies como 


x— g(y,9)=0 


Cada uma dessas equações é da forma G(x, y, z) = 0 e, portanto, pode ser considerada como 
uma superfície de nível de uma função G(x, y, z). Como o gradiente de G é normal à superfície 
de nível, segue que o vetor normal unitário n é ou VG/|VGl|l ou — VG/||VG!. Entretanto, se 
G(x, y, 2) = z — g(x, y), então VG tem um componente k igual a 1; se G(x, y, z) = y — g(z, x), 


z— g(x, y)=0, y- g(z, x)= 0, 


Figura 15.6.10 
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então VG tem um componente j igual a 1; e se G(x, y, z) = x — g(y, z), então VG tem um 
componente i igual a 1. Portanto, é evidente, pela Tabela 15.6.1, que nos três casos temos 
VG 
= ar (9) 
IVGI| 
Além disso, deixamos como exercício mostrar que se as superfícies z = g(x, y), y = g(z, x) e 
x = g(y, 2) forem expressas nas formas vetoriais (6), (7) e (8), então 


fo) ð 
moir (10) 
ðu ðv 


[compare (1) e (9)]. Assim, somos levados à seguinte versão do Teorema 15.6.2 para super- 
fícies não paramétricas. 


15.6.3 TEOREMA Seja o uma superfície lisa da forma z = g(x, y), y = g(z, x) ou 
x = g(y, z), e suponha que as funções componentes do campo vetorial F sejam contí- 
nuas em o. Suponha, também, que a equação de o seja reescrita como G(x, y, z) = O 
passando g para o membro esquerdo da equação e que R seja a projeção de o no pla- 
no coordenado determinado pelas variáveis independentes de g. Se o tiver orientação 


positiva, então 


= [fr-nas= [[r-vods (11) 
o R 


A Fórmula (11) pode ser usada tanto para cálculos diretos como para deduzir algu- 
mas fórmulas mais específicas para cada um dos três tipos de superfície. Por exemplo, se 
z = g(x, y), então temos G(x, y, z) = z — g(x, y), de modo que 


Substituindo essa expressão de VG em (11) e considerando R como a projeção da superfície 
z = g(x, y) no plano xy, obtemos 


ð 
[jeas ffe (desen a a 
ð y e orientada para cima 
[ra fe iaa m 
dy e orientada para baixo 


A dedução das fórmulas correspondentes quando y = g(z, x) e x = g(y, z) é deixada como 
exercício. 


> Exemplo 2 Seja ø a porção da superfície z = 1 — x? — y? acima do plano xy, e suponha 
que o seja orientada para cima, como mostrado na Figura 15.6.10. Determine o fluxo do 
campo vetorial F(x, y, z) = xi + yj + zk através de o. 
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Solução Por (12), o fluxo & é dado por 


o= J| 


o 


əz, ð 
F-nas= |f F- -Zi Coe) dA 
Ox dy 
R 


= (xi + yj +zk) : (2xi+2yj + k)dA 
R 
= [f ++ Daa 
R 
em : 2 Usand denad: 1 
sando coordenadas polares 
=f hesrardo 
2x 
3 3 
b (u-Z 
o M4 2 


< 


f EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.6 (Ver página 1148 para respostas.) 


Nestes exercícios, seja F(x, y, z) um campo vetorial definido em 
uma superfície ø orientada por um campo vetorial normal unitário 
n(x, y, z) e seja & o fluxo de F através de o. 


1. (a) 
(b) 


2. (a) 


(b) 


EXERCÍCIOS 15.6 [e 


ENFOCANDO CONCEITOS 


1. Suponha que a superfície o do cubo unitário da figura tenha 
orientação para fora. Em cada parte, determine se o fluxo 
do campo vetorial F(x, y, z) = zj através da face especifica- 
da é positivo, negativo ou nulo. 

(a) Afacex=1 
(c) Afacey=1 
(e) Afacez=1 


® é o valor da integral de superfície ; 
Se o for a esfera unitária e n for o normal unitário para 
fora, então o fluxo de 


F(x,y, z) = xi + yj + zk 
através de o é d = 


Suponha que o seja parametrizada por uma função vetorial 
r(u, v) cujo domínio é uma região R no plano uv e que n 
seja um múltiplo positivo de 


ar 
dv 


or 

— X 

ou 
Então é a integral dupla em R cujo valor é D. 


Suponha que o seja a superfície paramétrica 


r(u, v) = ui + vj + (u+ vk (0<u +< 1) 


CAS 


(b) A face x= 0 
(d) A face y= 0 
(f) A facez = 0 


e que n seja um múltiplo positivo de 


ər or 
ðu ðv 
Então o fluxo de F(x, y, z) = xi + yj + zk através de o é 
(O) = 
3. (a) Suponha que o seja o gráfico de uma função z = g(x, y) 


sobre uma região R do plano xy e que n tenha um compo- 


nente k positivo em cada ponto de o. Então 
uma integral dupla em R cujo valor é ®. 


(b) 
de 


F(x, y, z) = xi + yj + zk 


através de o é d = 


4. Nocaso deum campo de fluidos incompressível em estado estacio- 
nário, com velocidade do fluido dada por F(x, y, z) em cada ponto 


(x, y, z) de o, podemos interpretar como 


Figura Ex-1 


Suponha que o seja a região triangular de vértices (1, 0, 0), 
(0, 1,0) e (0,0, 1) com orientação para cima. Então o fluxo 


. Encontre o fluxo do campo vetorial constante F(x, y, z) = 


« Encontre o fluxo de F(x, y, z) = xi através de um quadrado de 


- Encontre o fluxo de F(x, y, z) = (y + 1j através de um 


. Encontre o fluxo de F(x, y, z) = xi + yj + (z? + 4)k através 


. Encontre o fluxo de F(x, y, z) = 2i + 3j através de um disco 
« Encontre o fluxo de F(x, y, z) = 9j + 8k através de um dis- 


. Seja o a superfície cilíndrica representada pela função ve- 


2i — 2j — 2k através de toda a superfície o da Figura Ex-1. 
Explique seu raciocínio. 


lado 4 no plano x = —5 orientado no sentido de x positivo. 


quadrado de lado 5 no plano xz orientado no sentido de y 
negativo. 


de um retângulo 2 x 3 no plano z = 1 orientado no sentido 
de z positivo. 


de raio 5 no plano y = 3 orientado no sentido de y crescente. 


co de raio 5 no plano z = 2 orientado para cima. 


torial r(u, v) = cos vi + sen vj + uk, com0<u< le 

O<v<27. 

(a) Encontre o vetor normal unitário n = n(u, v) que defi- 
ne a orientação positiva de o. 

(b) A orientação positiva é para dentro ou para fora? Justi- 
fique sua resposta. 


9-16 Encontre o fluxo do campo vetorial F através de o. EH 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


F(x, y, z) = xk; ø é o quadrado 0 < x < 2, 0 < y < 2 no plano 
xy, orientado para cima. 


F(x, y, z) = 5zi + yj + 2xk; o é o retângulo 0 < x < 2, 
0 < y < 3 no plano z = 2, orientado no sentido de z positivo. 


E(x, y, z) = xi + yj + 2zk; ø é a porção da superfície 
z= l — x — y? acima do plano xy, orientada por normais para 
cima. 


F(x, y, z) = xi + (x+ e) — K; o é o retângulo vertical O < x < 
2,0<z<4no plano y = —l, orientado no sentido de y negativo. 


F(x, y, z) = xi + yj + 2zk; o é a porção do cone z? = x? + y? 
entre os planos z = 1 e z = 2, orientada por vetores normais 
unitários para cima. 


F(x, y, z) = yj + k; ø é a porção do paraboloide z = x? + y? 
abaixo do plano z = 4, orientada por vetores normais unitários 
para baixo. 


F(x, y, z) = xk; o é a porção do paraboloide z = x? + y? abaixo do 
plano z = y, orientada por vetores normais unitários para baixo. 


F(x,y, z) =x i+ yxj+zxk;oéaporçãodoplano6x+3y+2z=6, 
no primeiro octante, orientada por vetores normais unitários 
com componentes positivos. 


17-20 Encontre o fluxo do campo vetorial F através de ø na direção 
da orientação positiva. E 


17. 


F(x, y, z) = xi + yj + K; ø é a porção do paraboloide 
r(u, v) = u cos vi + u sen vj + (1 — uk 


com l<u<2,0<v< 2r. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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E(x, y, z) = ei — yj + x sen zk; o é a porção do cilindro 
elíptico 


r(u, v) = 2 cos vi + sen vj + uk 
com0<u<5,0< v< 2r. 
F(x, y,z) = Vx2+y2k;oé a porção do cone 
r(u, v) = u cos vi + u sen vj + 2uk 


com 0 < u < sen v, 0< v<. 


E(x, y, z) = xi + yj + zk; o é a porção da esfera 
r(u, v) = 2 sen u cos vi + 2 sen u sen vj + 2 cos uk 
com 0 < u < 7/3,0 < v < 2x. 


Seja o a superfície do cubo limitado pelos planos x = 1, 
y = +1, z = +1, orientada por vetores normais unitários para 
fora. Em cada parte, determine o fluxo de F através de o. 

(a) F(x,y, 27) = ai 

(b) Fry z) = xi + yj + zk 

(c) Fa, y, =x +y j+ 2k 


Seja o a superfície fechada consistindo na porção do paraboloi- 
de z = x? + y? com 0 < z < 1 e tampada pelo disco x? + y? < 1 
no plano z = 1. Determine o fluxo do campo vetorial E(x, y, z) = 
zj — yk na direção para fora através de o. 


23-26 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


23. 
24. 
25. 


26. 


A faixa de Möbius é uma superfície com duas orientações. 
O fluxo de um campo vetorial é um outro campo vetorial. 


Se o volume líquido de fluido que passa por uma superfície por 
unidade de tempo no sentido positivo for zero, então a veloci- 
dade do fluido será tangente à superfície em cada ponto. 


Se uma superfície o for orientada por um vetor normal unitário 
n, então o fluxo de n através de o será numericamente igual à 
área de superfície de o. 


27-28 Encontre o fluxo de F através de o expressando o parame- 
tricamente. EB 


27. 


28. 


29. 


F(x, y, z) = i + j + K; a superfície o é a parte do cone 


z = y x? + y? entre os planos z = 1 e z = 2, orientado por ve- 
tores normais unitários para baixo. 


F(x, y, z) = 3i — 7j + zk; ø é a porção do cilindro x? + z? = 16 
entre os planos z = —2 e z = 2, orientada por vetores normais 
unitários para fora. 


Sejam x, y e z medidos em metros e suponha que F(x, y, z) = 
2xi — 3y j + zk seja o vetor velocidade (em m/s) de uma par- 
tícula de fluido no ponto (x, y, z) em um campo de fluidos em 
estado estacionário. 

(a) Calcule o volume líquido de fluido que passa em 1s na di- 
reção para cima através da porção do plano x +y+z=1 
do primeiro octante. 

(b) Supondo que o fluido tenha densidade de massa de 806 
kg/mº, encontre a massa líquida do fluido que passa em 1s 
através da superfície de (a) na direção para cima. 
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30. 


31. 
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Sejam x, y e z medidos em metros e suponha que F(x, y, z) = 

—yi + zj + 3xk seja o vetor velocidade (em m/s) de uma partí- 

cula de fluido no ponto (x, y, z) em um fluxo fluido incompres- 

sível em estado estacionário. 

(a) Determine o volume líquido de fluido que passa em 1s atra- 
vés do hemisfério z = 9 — x? — y? na direção para cima. 

(b) Supondo que o fluido tenha densidade de massa de 1.060 
kg/mº, encontre a massa líquida do fluido que passa em Is 
através da superfície da parte (a) na direção para cima. 


(a) Deduza os análogos das Fórmulas (12) e (13) para superfí- 
cies da forma x = g(y, z). 

(b) Seja o a porção do paraboloide x = y? + z? com x < 1 e 
z > 0, orientada por vetores normais unitários com com- 
ponentes x negativos. Use o resultado da parte (a) para en- 
contrar o fluxo de 


33. 


34. 


Seja F = IIrll“r, onde r = xi + yj + zk e k é uma constante. 

(Note que se k = —3, isso é um campo de quadrado inverso.) 

Seja o a esfera de raio a centrada na origem e orientada pelo 

vetor normal n = r/||r|| = r/a para fora. 

(a) Calcule o fluxo de F através de o sem fazer nenhuma inte- 
gração. [Sugestão: A área da superfície de uma esfera de 
raio a é 4m4º.] 

(b) Com qual valor de k o fluxo é independente do raio da 
esfera? 


Sejam 
F(, y, z) = «xi + (y/a)j + azk 
e oa esfera de raio 1, centrada na origem e orientada para fora. 


Use um CAS para encontrar todos os valores de a tais que o 
fluxo de F através de o seja 37. 


F =yi—zj k 
(Cy )=yi—z)+8 35. Seja 
através de o. 
F( ) E 1 ) xi — 4ayj + a?zk 
32. (a) Deduza os análogos das Fórmulas (12) e (13) para superfí- X, ), 2) = a a ayJra z 


cies da forma y = g(z, x). 

(b) Seja o a porção do paraboloide y = z? + x? com y < 1 e 
z > 0 orientada por vetores normais unitários com compo- 
nentes y positivos. Use o resultado da parte (a) para deter- 
minar o fluxo de 


e seja o a esfera de raio a, centrada na origem e orientada para 
fora. Use um CAS para encontrar todos os valores de a tais que 
o fluxo de F através de o seja zero. 


36. Texto Discuta as semelhanças e as diferenças entre o fluxo 
F(x, y, z) = xi + yj + zk de um campo vetorial através de uma superfície e a integral de 
linha de um campo vetorial ao longo de uma curva. 
através de o. 
37. Texto Escreva um parágrafo explicando o conceito de fluxo 


W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.6 


para uma pessoa que desconheça tal conceito. 


- (a) la ndS (b) 47 2. (a) l (Zx E) a4 (b) 0 3. (a) li (-Zi- jtr)aa o 5 


4. o aine líquido de fluido cruzando o no sentido positivo por unidade de tempo. 


15.7 TEOREMA DA DIVERGÊNCIA 


Nesta seção, ocuparemo-nos do fluxo através de superfícies que, tais como esferas, 
“envolvem” uma região do espaço. Mostraremos que o fluxo através de tais superfícies pode 
ser expresso em termos da divergência do campo vetorial e usaremos esse resultado para 
fazer a interpretação física do conceito de divergência. 


E ORIENTAÇÃO DE SUPERFÍCIES FECHADAS LISAS POR PARTES 


Na seção anterior, estudamos o fluxo através de superfícies gerais. Aqui, vamos nos preo- 
cupar exclusivamente com superfícies que sejam fronteiras de sólidos finitos — a superfície 
de uma esfera sólida, a superfície de uma caixa sólida ou a superfície de um cilindro sólido, 
por exemplo. Tais superfícies são ditas fechadas. Uma superfície fechada pode ou não ser 
lisa, mas a maioria das superfícies que aparecem nas aplicações geralmente é lisa por partes; 
isto é, consistem em um número finito de superfícies lisas unidas pelas bordas (uma caixa, 
por exemplo). Limitaremos nossa discussão a superfícies lisas por partes às quais possamos 


l 


Caixa com orientação para fora 


Figura 15.7.1 


z= g(x, y) 

z=8%, y) 

y 

> 

oz z = 82(x, y) 

T 

Va) 

| | 27=81%, y) 
| | 

| | 4 
| 


Figura 15.7.2 
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associar uma orientação para dentro (para o interior do sólido) e uma orientação para fora 
(saindo do interior). É muito difícil tornar esse conceito matematicamente preciso, mas a 
ideia básica é que cada parte da superfície é orientável, e partes orientadas encaixam-se de 
tal modo que pode ser determinada uma orientação para a superfície inteira (Figura 15.7.1). 


E TEOREMA DA DIVERGÊNCIA 
Na Seção 15.1, definimos a divergência de um campo vetorial 


EQ, y, 2) = fox, y, Di + g(x, y, DI) + h(x, y, Dk 


como 


: of dg dh 
divF = + + 
dx dy Oz 
mas, naquela ocasião, não tentamos dar uma explicação física de seu significado. O resultado 
seguinte, conhecido como Teorema da Divergência ou Teorema de Gauss, vai nos fornecer 
uma interpretação física da divergência no contexto de campos de fluidos. 


15.7.1 TEOREMA (Teorema da Divergência) Seja G um sólido cuja superfície o é 
orientada para fora. Se 


E(x, y, z) = fx, y, Di + 8x, y, Dj + hx, y, 2)k 


onde f, g e h têm derivadas parciais de primeira ordem contínuas em algum conjunto 
aberto contendo G, e se n for o vetor normal unitário para fora de o, então 


ffe-nas= ff div F dV (1) 
o G 


A demonstração desse teorema para um sólido geral G é muito difícil para ser apresen- 
tada aqui. No entanto, podemos fazer a prova para um caso especial em que G seja simulta- 
neamente um sólido xy simples, um sólido yz simples e um sólido zx simples (ver terminolo- 
gia na Figura 14.5.3 e na discussão associada). 


DEMONSTRAÇÃO A Fórmula (1) pode ser expressa como 


h 
I LG y, 2i +g, y, z)j +A(x, y, z)k] -ndS = TII (ž yg ) dV 
dx Oy dz 


o G 
portanto, é suficiente demonstrar as três igualdades 


fl, y, Diends = Lay (2a) 
J) E 


o G 


ff eo di nas = ff 28 ay (2b) 
dy 

o G 

ff hayok: nas = fff Say (2c) 

o G 


Como as provas para as três igualdades são análogas, demonstraremos somente a terceira. 
Suponha que G tenha superfície superior z = g>(x, y), superfície inferior z = gi(x, y) e 

projeção R no plano xy. Denote a superfície inferior por o1, a superfície superior por 0, e a 

superfície lateral por o3 (Figura 15.7.2a). Se as superfícies superior e inferior se intersectam 
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como na Figura 15.7.2b, então não existe superfície lateral o3. Nossa demonstração considera 
ambos os casos mostrados nessas figuras. 
Temos, pelo Teorema 14.5.2, que 


9h 20) 9h 82(x,)) 
pew- ga- pe] 
E dz É giay) OZ É z=81 (x,y) 


portanto, 


dh 
ff av= ff Nerea- e ET 
G R 


Em Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Matemático e cien- 
tista alemão. Chamado algumas vezes de “príncipe dos 
matemáticos”, Gauss é classificado, juntamente a Newton 
e Arquimedes, como um dos três maiores matemáticos da 
História. Seu pai, um trabalhador, era um homem rude 
mas honesto que teria preferido que Gauss abraçasse uma 
profissão como jardineiro ou pedreiro; mas o gênio do 
rapaz na Matemática não poderia ser negado. Em toda a história 
da Matemática, nunca houve uma criança tão precoce como 
Gauss — por sua própria iniciativa, trabalhou os rudimentos da 
Aritmética antes de poder falar. Um dia, antes que tivesse com- 
pletado três anos, seu gênio tornou-se aparente para seus pais de 
um modo muito contundente. Seu pai estava preparando a folha 
de pagamento semanal dos trabalhadores sob sua responsabilida- 
de, enquanto o garoto observava calmamente de um canto. No 
fim dos cálculos longos e cansativos, Gauss disse a seu pai que 
havia um erro no resultado e deu a resposta que ele obteve de 
cabeça. Para grande surpresa de seus pais, a verificação dos cál- 
culos mostrou que Gauss estava certo! 

Para sua educação elementar, Gauss foi matriculado em 
uma escola fraca, dirigida por um homem chamado Buttner, cuja 
principal técnica de ensino era o espancamento. Buttner tinha por 
hábito passar longos problemas de adição que, desconhecidos de 
seus alunos, eram progressões aritméticas que ele resolvia usando 
fórmulas. No primeiro dia que Gauss entrou na aula de Aritmética, 
foi pedido aos alunos que somassem os números de 1 a 100. Con- 
tudo, nem bem Buttner havia terminado de enunciar o problema, 
Gauss mostrou sua lousa e exclamou em seu dialeto camponês 
“Ligget se” (Aqui está). Por quase uma hora, Buttner fitou Gauss, 
que ficou sentado com os dedos entrelaçados enquanto seus cole- 
gas se esfalfavam. Quando Buttner examinou as lousas ao fim da 
aula, a lousa de Gauss continha um único número, 5050 — a única 
solução correta na classe. Para seu crédito, Buttner reconheceu 
o gênio de Gauss e, com a ajuda de seu assistente, John Bartels, 
levou-o ao conhecimento de Karl Wilhelm Ferdinand, Duque de 
Brunswick. O rapaz tímido e desajeitado que tinha, então, quator- 
ze anos, cativou de tal maneira o Duque que ele subsidiou seus 
estudos preparatórios, universitários e o início de sua carreira. 

De 1795 a 1798, Gauss estudou Matemática na Univer- 
sidade de Góttingen, recebendo seu diploma “in absentia” da 
Universidade de Helmstadt. Em sua dissertação, fez a primei- 
ra demonstração completa do teorema fundamental da Álgebra, 
que diz que cada polinômio tem tantas soluções quanto seu grau. 
Com 19 anos, resolveu o problema que aturdiu Euclides, inscre- 
vendo um polígono regular de 17 lados em um círculo usando ré- 
gua e compasso; e em 1801, com 24 anos, publicou sua primeira 


dA 


(3) 


obra-prima, Disquisitiones Arithmeticae, considerado por mui- 
tos como uma das mais brilhantes realizações na Matemática. 
Neste livro, Gauss sistematizou o estudo da teoria dos números 
(propriedades dos inteiros) e formulou os conceitos básicos que 
constituem o fundamento desse assunto. 

No mesmo ano em que Disquisitiones foi publicado, 
Gauss aplicou novamente sua fenomenal habilidade de cálculo 
de maneira contundente. O astrônomo Giuseppi Piazzi tinha ob- 
servado o asteroide Ceres ao longo de + de sua órbita, mas per- 
deu-o no Sol. Usando somente três observações e o “método dos 
mínimos quadrados”, que tinha desenvolvido em 1795, Gauss 
calculou a órbita com tal precisão que os astrônomos não tive- 
ram qualquer dificuldade em reencontrá-lo no ano seguinte. Essa 
realização trouxe-lhe reconhecimento imediato como o principal 
matemático da Europa e, em 1807, ele foi nomeado Professor de 
Astronomia e chefe do observatório astronômico de Göttingen. 

Nos anos que se seguiram, Gauss revolucionou a Matemáti- 
ca, introduzindo padrões de precisão e rigor nunca imaginados por 
seus predecessores. Ele tinha paixão pela perfeição, o que o levou 
a polir e retrabalhar seus escritos, em vez de publicar trabalhos me- 
nos elaborados em maior quantidade — seu lema favorito era “Pau- 
ca, sed matura” (Pouco, mas maduro). Como resultado, muitas das 
suas descobertas importantes ficaram escondidas em diários que 
permaneceram sem publicação durante anos após sua morte. 

Entre a miríade de suas realizações, Gauss descobriu a 
curva de Gauss, ou curva em forma de sino, fundamental na Pro- 
babilidade, fez a primeira interpretação geométrica dos números 
complexos e estabeleceu seu papel fundamental na Matemática, 
desenvolveu métodos de caracterização de superfícies intrinseca- 
mente por meio das curvas que elas contêm, desenvolveu a teoria 
das aplicações conformes (que preservam ângulo) e descobriu 
a Geometria não euclidiana 30 anos antes que as ideias fossem 
publicadas por outros. Na Física, fez contribuições relevantes na 
teoria das lentes e ação capilar e, com Wilhelm Weber, realizou 
trabalho fundamental em eletromagnetismo. Gauss inventou o 
heliotrópio, o magnetômetro bifilar e um eletrotelégrafo. 

Ele era profundamente religioso e aristocrático na conduta. 
Dominava línguas estrangeiras com facilidade, lia extensivamen- 
te tinha Mineralogia e Botânica como hobby. Detestava lecionar 
e usualmente era frio e desencorajador com outros matemáticos, 
possivelmente porque já havia antecipado o trabalho deles. Já foi 
dito que se Gauss tivesse publicado todas as suas descobertas, o 
estado atual da Matemática estaria avançado em 50 anos. Ele foi, 
sem dúvida, o maior matemático da era moderna. 


[Imagem: OSSPL/The Image Works] 


Explique como a dedução de (2c) 
deve ser modificada para fornecer 
uma demonstração de (2a) ou (2b). 
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Em seguida, vamos calcular a integral de superfície de (2c) integrando separadamente 
em cada superfície de G. Se houver uma superfície lateral 03, então, em cada ponto dessa su- 
perfície, k -n = 0, visto que n é horizontal e k é vertical. Assim, 


If h(x, y,z)k +ndS = 0 


Portanto, independentemente de G ter ou não uma superfície lateral, podemos escrever 


If hayk: nds = f hæ yok- nas + f| h(x, y,z)k ndS (4) 


Na superfície superior 02, o vetor normal externo aponta para cima, e na superfície in- 
ferior 01, o vetor normal externo aponta para baixo. Assim, as Fórmulas (12) e (13) da Seção 
15.6 implicam que 


JI h(x, y,z)k * ndS = JI h(x, y, g2(x, y))k * (-ži-Zi+x) dA 


= I h(x, y, g&2(x, y))dA (5) 
R 


JI h(x, y,z)k © ndS = h(x, y, gi(x, y)k ° (mis =) dA 


-Jf TEE ET. © 
R 


Substituindo (5) e (6) em (4) e combinando os termos em um único sinal de integral, obtemos 


I h(x, y, z)k : ndS =| A, y, 82%, y))— h, y, gi(x, y))]dA (7) 
o R 


A equação em (2c) segue agora de (3) e (7). E 


O fluxo de um campo vetorial através de uma superfície com orientação para fora costuma 
ser denominado fluxo de saída através da superfície. Em palavras, o Teorema da Divergência 
afirma: 


O fluxo de saída de um campo vetorial através de uma superfície fechada é igual à inte- 
gral tripla da divergência na região envolvida pela superfície. 


E USO DO TEOREMA DA DIVERGÊNCIA PARA CALCULAR O FLUXO 

Às vezes, é mais fácil calcular o fluxo através de uma superfície fechada usando o Teorema 
da Divergência do que calculando a integral de fluxo diretamente. Isso é ilustrado no seguinte 
exemplo. 


> Exemplo 1 Use o Teorema da Divergência para calcular o fluxo de saída do campo ve- 


torial F(x, y, z) = zk através da esfera x? + y? +77 = a°. 
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Figura 15.7.3 


Seja F(x, y, z) o campo vetorial do 
Exemplo 2. Mostre que F - n é cons- 
tante em cada uma das seis faces 
do cubo na Figura 15.7.3. Use essas 
contas para confirmar o resultado no 
Exemplo 2. 


Figura 15.7.4 


Solução Seja o a superfície esférica orientada para fora e G a região envolvida por ela. A 
divergência do campo vetorial é 


diw A 
əz 


portanto, por (1), o fluxo através de o é 


3 
o= [[r-nas= [ff av = votume dec = SE 
G 


o 


Note como esse cálculo é muito mais simples do que o do Exemplo 1 da Seção 15.6. < 


O Teorema da Divergência é, geralmente, o método escolhido para determinar o 
fluxo através de superfícies fechadas lisas por partes com múltiplas seções, visto que eli- 
mina a necessidade de calcular integrais separadas para cada seção. Isso é ilustrado nos 
três próximos exemplos. 


> Exemplo 2 Use o Teorema da Divergência para calcular o fluxo de saída do campo 
vetorial 


F(x, y, z) = 2xi + 3yj + zk 


através do cubo unitário da Figura 15.7.3. 


Solução Seja o a superfície do cubo orientada para fora e G a região envolvida por ele. A 
divergência do campo vetorial é 


: ð ə O 
div F = — (2x) + — (3y) + —(2)=5+2z 
9x əy əz 


portanto, por (1), o fluxo através de o é 


1 1 1 
o= [[r-nas= |f 6+2 = | f f 5+2ddzdyax 
E $ 0 0 0 
1 1 | 1 1 
a { [52 +z] dyaz = [ | 6dydx =6 4 
0 0 0 0 


> Exemplo 3 Use o Teorema da Divergência para calcular o fluxo de saída do campo 
vetorial 


F(x, y, z) = Xi + yj + zk 


através da superfície da região compreendida pelo cilindro circular x? + y? = 9 e os planos 
z= 0 ez = 2 (Figura 15.7.4). 


Solução Seja o a superfície orientada para fora e G a região envolvida por ela. A divergên- 
cia do campo vetorial é 


: ds ds da 2 2 
div F = — (x°) + — O7) + =°) = 3x7 + 3y" + 2z 
əx dy dz 
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portanto, por (1), o fluxo através de o é 


o= [frnas= |f (3x? + 3y? + 2z) dV 
o G 
2m f3 p2 E F 
ae Uso de coordenadas 
Ed pt 


2x (3 
= | Í [3r*z + zri dr do 
o Jo | 


2x 3 
= Í (6r? + 4r) dr do 
0 0 


2x 4 3 
3 
= Í É +2] do 
0 2 0 


27 279 
= => do =279m <4 
o 2 


> Exemplo 4 Use o Teorema da Divergência para calcular o fluxo de saída do campo 
vetorial 


F(x, y, z) = xi + y’j + zk 


através da superfície da região compreendida pelo hemisfério z = „ya? — x? — y? e o plano 
z = 0 (Figura 15.7.5). 


Solução Seja o a superfície orientada para fora e G a região envolvida por ela. A divergên- 
cia do campo vetorial é 


3 9 9 
div F = — (x°) + — 0?) + — (°) = 3x? + 3y? +37 
əx dy oz 


Figura 15.7.5 portanto, por (1), o fluxo através de o é 


o= [[rnas= || (3x? + 3y? + 3z?) dV 
o G 
27 prn/2 pa 
0 0 0 esféricas 
27 pr/2 pa 
s| | f pt senġ dp dọ do 
o Jo 0 
2m pn/2 o5 a 
3 [ I [5 send dy do 
0 0 5 p=0 


3 5 2m pr/2 
zA | sen q dy do 
5 Jo Jo 


II 


3 5 2x 
= < [- os] do 
0 
3a5 [° bra” 
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A Fórmula (9), algumas vezes, é to- 
mada como a definição da divergên- 
cia. Essa é uma alternativa útil para a 
Definição 15.1.4, pois não requer um 
sistema de coordenadas. 


E A DIVERGÊNCIA CONSIDERADA COMO DENSIDADE DE FLUXO 

O Teorema da Divergência oferece um meio de interpretar a divergência de um campo ve- 
torial F. Suponha que G seja uma região esférica pequena centrada no ponto Po e que sua 
superfície, denotada por o(G), seja orientada para fora. Denote o volume da região por vol(G) 
e o fluxo de F através de o(G) por ®(G). Se div F for contínua em G, então, através da região 
pequena G, o valor de div F não varia muito de seu valor div F(P,) no centro, e é razoável 
aproximar div F pela constante div F(P9) em G. Assim, o Teorema da Divergência implica 
que o fluxo &(G) de F através de o(G) pode ser aproximado como 


(G) = fx -ndS = TII div F dV = div F(Po) Tif dV = div F(Po) vol(G) 
G 


o(G) G 
do que decorre a aproximação 
(G) 
vol(G) 


div F(Po) = (8) 

A expressão do lado direito de (8) é chamada de densidade de fluxo de saída de F atra- 
vés de G. Se agora permitirmos que o raio da esfera se aproxime de zero [de modo que vol(G) 
tenda para zero], então é plausível que o erro de aproximação tenda para zero e a divergência 
de F no ponto Po seja dada exatamente por 


. (G) 
F = 
DaT ETT 
que pode ser expressa como 
1 
di ED h F-nd 
Vo SG) | nag 0) 
o(G) 


Esse limite, que é chamado de densidade de fluxo de saída de F em P,, diz que se F denotar 
o campo de velocidade de um fluido, então, em um campo de fluido em estado estacionário, 
div F pode ser interpretada como o fluxo limite por unidade de volume em um ponto. Além 
disso, temos por (8) que para uma região esférica pequena G centrada no ponto Pç no fluxo, 
o fluxo de saída através da superfície de G pode ser aproximado por 


(G) = (div F (Po)) (vol (G)) (10) 


E FONTES E POÇOS 

Se Po for um ponto em um fluido incompressível no qual div F(P9) > 0, segue de (8) que 
®(G) > 0 para uma esfera G suficientemente pequena centrada em Po. Portanto, há um volume 
de fluido maior saindo através da superfície do que entrando. No entanto, isso só pode ocorrer 
se houver algum ponto no interior da esfera no qual entra fluido no campo de fluido a partir 
de uma fonte externa (digamos, por condensação, fusão de um sólido ou reação química): caso 
contrário, o fluxo líquido para fora através da superfície resultaria em um decréscimo de den- 
sidade no interior da esfera, contradizendo a hipótese de incompressibilidade. De maneira aná- 
loga, se div F(P9) < 0, haveria um ponto no interior da esfera no qual estaria saindo fluido do 
campo de fluidos (digamos, por evaporação): caso contrário o fluxo líquido para dentro através 
da superfície resultaria em um aumento de densidade no interior da esfera. Em um fluido incom- 
pressível, os pontos em que div F(Po) > 0 são chamados de fontes e os pontos em que div F(Po) 
< 0 são chamados de poços ou sumidouros. O fluido entra no campo de fluido em uma fonte e é 
drenado em um poço. Em um fluido incompressível sem fontes nem poços, devemos ter 


divF(P)=0 


rientada 
para dentro 


x 


Figura 15.7.6 


Orientada 
para fora 
N] 
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em cada ponto P. Em Hidrodinâmica, essa equação é chamada de equação de continuidade 
para fluidos incompressíveis e, algumas vezes, é usada como a característica que define um 
fluido incompressível. 


E LEI DE GAUSS PARA CAMPOS DE QUADRADO INVERSO 

O Teorema da Divergência aplicado a campos de quadrado inverso (ver Definição 15.1.2) 
produz um resultado chamado de Lei de Gauss para Campos de Quadrado Inverso. Esse 
resultado é a base de muitos princípios importantes da Física. 


15.7.2 LEI DE GAUSS PARA CAMPOS DE QUADRADO INVERSO Se 


Cc 
F(r) = ——r 


Ir fé 


for um campo de quadrado inverso no espaço tridimensional, e se o for uma superfície 
orientável fechada que circunda a origem, então o fluxo de saída de F através de o é 


o= [[E-nds=4re (11) 


o 


Para deduzir esse resultado, lembremos que, pela Fórmula (5) da Seção 15.1, F pode ser ex- 
presso em forma de componentes como 
c 


F(x, y,z) = 
(x2? +y? +z 


pmi + yj +k) (12) 


Como os componentes de F não são contínuos na origem, não podemos aplicar o Teorema 
da Divergência através do sólido envolvido por o. Entretanto, podemos contornar essa difi- 
culdade construindo uma esfera de raio a centrada na origem, na qual o raio seja suficiente- 
mente pequeno para que a esfera fique inteiramente dentro da região envolvida por o (Figura 
15.7.6). Denotaremos a superfície dessa esfera por o,. O sólido G compreendido entre o, e o 
é um exemplo de sólido tridimensional com uma “cavidade” interna. Da mesma maneira que 
pudemos ampliar o Teorema de Green para regiões multiplamente conexas no plano (regiões 
com buracos), também é possível ampliar o Teorema da Divergência para sólidos do espaço 
tridimensional com cavidades internas, desde que a integral de superfície do teorema abranja 
toda a fronteira, sendo a fronteira externa do sólido orientada para fora e as fronteiras das 
cavidades orientadas para dentro. Assim, se F for o campo de quadrado inverso em (12) e se 
Oa for orientada para dentro, então o Teorema da Divergência dá 


ad E (13) 


o Oa 


No entanto, mostramos no Exemplo 5 da Seção 15.1 que div F = 0, de modo que (13) dá 


ffe-nas=- [fF -nas (14) 


o Oa 


Podemos calcular a integral de superfície em o, expressando o integrando em termos de 
componentes; entretanto, é mais fácil deixar em forma vetorial. Em cada ponto da esfe- 
ra, o vetor normal unitário n aponta para dentro ao longo de um raio da origem e, então, 
n = —r/Irl. Assim, (14) fornece 
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ffe-nas= ff er ( =) as 
4 rIê Ir] 
J eas 
C 
fps 


a fas 


C : 1 z r 
po (4ma?) A integral é a área de 
a? superfície da esfera. 
= 47c 


que estabelece (11). 


E LEI DE GAUSS NA ELETROSTÁTICA 


Segue do Exemplo 1 da Seção 15.1 com q = 1 que uma particula isolada carregada com uma 
carga Q localizada na origem cria um campo de quadrado inverso 


Q 


= ———— Tr 
4reolir ||? 


Fr) 


no qual F(r) é a força elétrica exercida por Q em uma carga positiva unitária (q = 1) localiza- 
da no ponto com vetor posição r. Nesse caso, a lei de Gauss (15.7.2) diz que o fluxo de saída 
& através de qualquer superfície orientável fechada o que circunde Q é 


o= [[r-nas=ar( Q )-é 
4760 eo 


o 


Esse resultado, que é chamado de Lei de Gauss para Campos Elétricos, pode ser estendido 


para mais de uma carga. É uma das leis fundamentais em Eletricidade e Magnetismo. 


A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.7 (Ver página 1158 para respostas.) 


1. 


Seja G um sólido cuja superfície o está orientada para fora pelo 
vetor normal unitário n e seja F(x, y, z) um campo vetorial cujas 
funções componentes têm derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em algum conjunto aberto que contém G. O Teorema 
da Divergência afirma que a integral de superfície 
e a integral tripla têm o mesmo valor. 


O fluxo de saída de F(x, y, z) = xi + yj + zk através de qual- 
quer cubo unitário é 


Se F(x, y, z) for o campo de velocidades de um campo de flui- 
dos incompressível em estado estacionário, então um ponto em 
que div F for positivo será chamado de e um pon- 
to em que div F for negativo será chamado de A 


4. 


equação de continuidade de um fluido incompressível afirma 
que 


Se 
C 
F(r) = rip” 


for um campo vetorial de quadrado inverso e se o for uma 
superfície fechada orientável que circunda a origem, então a 
lei de Gauss afirma que o fluxo de saída de F através de o é 

. Por outro lado, se o não circunda a origem, então 
segue do Teorema da Divergência que o fluxo de saída de F 
através de o é 


EXERCÍCIOS 15.7 [E 


CAS 
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1-4 Verifique a Fórmula (1) do Teorema da Divergência calculan- 
do a integral de superfície e a integral tripla. E 


1. 


E(x, y, z) = xi + yj + zk; o é a superfície do cubo limitado 
pelos planos x = 0, x = 1, y = 0, y = 1,z = 0, z = 


F(x, y, z) = 5j + 7k; o é a superfície esférica x + y +72 = 1. 


F(x, y, z) = 2xi — yzj + 2k; a superfície o é o paraboloide 
z= xX? + y” tampado pelo disco x? + y? < 1 no plano z = 1. 


F(x, y, 2) = xyi + yzj + xzk; o é a superfície do cubo limitado 
pelos planosx=0,x=2,y=0,y=2,7=0,z7=2, 


5-8 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verdadei- 
ra ou falsa. Explique sua resposta. Ei 


5. 


O Teorema da Divergência iguala uma integral de superfície 
com uma integral de linha. 


Se G for um sólido cuja superfície o é orientada para fora e se 
div F > 0 em cada ponto de G, então o fluxo de F através de o 
será positivo. 


A equação de continuidade para fluidos incompressíveis afir- 
ma que é nula a divergência do campo vetorial das velocidades 
desses fluidos. 


Como é nula a divergência de um campo de quadrado inverso, 
também é nulo o fluxo de um campo desses através de qual- 
quer superfície orientável fechada. 


9-19 Use o Teorema da Divergência para encontrar o fluxo de F 
através da superfície o com orientação para fora. E 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


F(x, y, z) = Q? + yi + zj + (e — z)k; ø é a superfície do só- 
lido retangular limitado pelos planos coordenados e os planos 
raays lez 

F(x, y, z) = Zi — xj + yK; o é a esfera X + y + Z? = a. 


E(x, y, z) = œ — z)i +  — x)j + (z — y); o é a superfície do 
sólido cilíndrico limitado por x? + y= &°, z = 0ez= 1. 

E(x, y, z) = xi + yj + zk; o é a superfície do sólido limitado 
pelo paraboloide z = 1 — x? — y? e o plano xy. 

F(x, y, z) = xi + y` j + zk; o é a superfície do sólido cilíndri- 
co limitado porx? + y = 4, z= 0ez=3. 

F(x, y, z) = Q? + yji + xy j — (2xz + y)k; o é a superfície do 
tetraedro do primeiro octante limitado por x + y + z = 1 e os 
planos coordenados. 


F(x, y, 2) = @ — Ni + 0° + sen z)j + (2º — xy)k; o é a super- 
fície do sólido limitado acima por z = /4— x? — y? e abaixo 
pelo plano xy. [Sugestão: Use coordenadas esféricas.] 


F(x, y, 2) = 2xzi + yzj + 2k; o é a superfície do sólido hemis- 


férico limitado acima por z = a? — x? — y? e abaixo pelo 
plano xy. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


22. 


23. 


24. 


25. 


F(x, y, z) = xi + y? j + 2k; o é a superfície do sólido cônico 
compreendido por z = yx? + y2 ez= 1. 

F(x, y, z) = xi — xy?j + (z + 2)k; ø é a superfície do sólido 
limitado acima pelo plano z = 2x e abaixo pelo paraboloide 
z=% +y. 

F(x, y, z) = xi + xy j + xyk; o é a superfície do sólido limita- 
do porz =4- x, y+z=5,z=0ey=0. 

Prove que se r = xi + yj + zk e o for a superfície de um sólido 
G orientado por vetores normais unitários para fora, então 


vol(G) = s Jfrenas 


onde vol(G) é o volume de G. 


Use o resultado do Exercício 20 para determinar o fluxo para 
fora do campo vetorial F(x, y, z) = xi + yj + zk através da su- 
perfície o do sólido cilíndrico limitado por x? + 4x + y? = 5, 
z=-lez=4. 


Sejam F(x, y, z) = ai + bj + ck um campo vetorial cons- 
tante e o a superfície de um sólido G. Use o Teorema da 
Divergência para mostrar que o fluxo de F através de o é 
nulo. Dê uma explicação física informal desse resultado. 


Encontre um o campo vetorial F(x, y, z) que tenha 
(a) divergência positiva em todos os pontos; 
(b) divergência negativa em todos os pontos. 


Em cada parte, a figura mostra uma camada horizontal do 
campo vetorial de um fluxo fluido na qual o fluxo é parale- 
lo ao plano xy em cada ponto e é idêntico em cada camada 
(isto é, é independente de z). Para cada fluxo, o que pode 
ser dito acerca do sinal da divergência na origem? Explique 
seu raciocínio. 


(a) (b) 
A) 
es sd ZA A 
asig 447 
SS ENS k TAM AD 
a . 
Ma 
RUN NSSS 
LUMA NNNS 


Seja F(x, y, 2) um campo vetorial não nulo no espaço tridi- 
mensional, cujas funções componentes têm derivadas par- 
ciais de primeira ordem contínuas, e suponha que div F = 0 
em toda parte. Se o for qualquer esfera no espaço tridimen- 
sional, explique por que existe uma infinidade de pontos 
em o nos quais F é tangente à esfera. 
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32. Use o Teorema da Divergência para encontrar todos os valores 
26. O resultado do Exercício 25 permanecerá verdadeiro se tro- positivos de k tais que 


9 É 
carmos a esfera o por um cubo? Explique. r 


Ir É 


F(r) = 


satisfaça a condição div F = 0 quando r + 0. 
27-31 Prove a identidade, supondo que F, o e G satisfaçam as hipó- [Sugestão: Modifique a demonstração de (11).] 


teses do Teorema da Divergência e que todos os requisitos necessá- 
rios de diferenciabilidade das funções f(x, y, z) e g(x, y, z) estejam 
satisfeitos. EH 


33-36 Determine se o campo vetorial F(x, y, z) é livre de fontes e 
poços. Se não for, localize-os. EH 


33. F, y, 2) = O + Di — xj + Q? sen y)k 
27. JÍ rot F -ndS = 0 [Sugestão: Ver Exercício 37, Seção 15.1.] > 
34. Fx, y, z) = xyi — xyj + yk 


35. F(x, y, 2) = Xi + yj + zk 
28. lai ndS = imo 3 i 4 . 7 
36. Fx, y, 2) = œ — vi + O” — y)j + Z — ok 
v% xi 4 3f c|37. Seja o a superfície do sólido G delimitado pelo paraboloide 
E 3z? z= 1 — x? — y? e o plano z = 0. Use um CAS para verificar a 
Fórmula (1) do Teorema da Divergência para o campo vetorial 
. = 2 . 
29. homo ndS = i QG Y*g + Vf > Vg) dV F = y — Di + 0° — vj + (2x + 3z — Dk, 
o G 
calculando a integral de superfície e a integral tripla. 
5 = 25 902 
m / f (T Ng EVA mds = J I SV 8 = 8V P) AV 38. Texto Discuta o que significa dizer que a divergência de um 
a G E campo vetorial independe do sistema de coordenadas. Expli- 
[Sugestão: Troque f com g no Exercício 29.] que como sabemos que isso é verdadeiro. 
31. Jf evds = TII Vf -vdV (vum vetor fixo) 39. Texto Discuta algumas aplicações geométricas e físicas do 
E Teorema da Divergência. 


4 RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.7 


1. ff ‘nds; TII div F dV 2.3 3. fonte; poço; div F = 0 4. 47c;0 
G 


o 


15.8 TEOREMA DE STOKES 


Nesta seção, discutiremos uma generalização do Teorema de Green para três dimensões 
que tem aplicações importantes no estudo dos campos vetoriais, particularmente na análise 
do movimento de rotação dos fluidos. Esse teorema também vai fornecer uma interpretação 
física do rotacional de um campo vetorial. 


E ORIENTAÇÃO RELATIVA DE CURVAS E SUPERFÍCIES 


Nesta seção, ocuparemo-nos de superfícies orientadas do espaço tridimensional limitadas 
por curvas paramétricas fechadas simples (Figura 15.8.1a). Se o for uma superfície orientada 
delimitada por uma curva paramétrica fechada simples C, então há duas relações possíveis 
entre as orientações de o e C, que podem ser descritas como segue. Imagine uma pessoa an- 
dando ao longo da curva C, com sua cabeça no sentido da orientação de o. Diz-se que a pes- 
soa está andando no sentido positivo de C relativo à orientação de o se a superfície estiver à 
sua esquerda (Figura 15.8.1h) e que a pessoa está andando no sentido negativo de C relativo 
à orientação de o se a superfície estiver à sua direita (Figura 15.8.1c). O sentido positivo de C 
estabelece uma relação de mão direita entre as orientações de o e C, o que significa que se os 


Capítulo 15 / Tópicos do cálculo vetorial 1159 


dedos da mão direita estiverem curvados na direção positiva de C, então o polegar apontará 
(aproximadamente) na direção da orientação de o. 


Ss 


mb” 5 


C 
A superfície orientada o é Sentido positivo de C em Sentido negativo de C em 
limitada pela curva fechada relação à orientação de o. relação à orientação de o. 
simples C. 


(a) (b) (c) 
Figura 15.8.1 


E TEOREMA DE STOKES 
Na Seção 15.1, definimos o rotacional de um campo vetorial 


E(x, y, z) = fx, y, Di + 8x, y, Dj + hx, y, 2)k 


como 
i j k 
dh ə ð ðh ð ð ð ð ə 
rtF=(2 = ia Ta j+ D k= a) 
dy az dz Ox dx Oy dx dy dz 
f & h 


mas não tentamos dar uma explicação física do seu significado naquela ocasião. O seguinte 
resultado, conhecido como Teorema de Stokes, fornece uma interpretação física do rotacio- 
nal no contexto de fluxos fluidos. 


15.8.1 TEOREMA (Teorema de Stokes) Seja o uma superfície orientada lisa por par- 
tes delimitada por uma curva C lisa por partes, fechada, simples e com orientação positi- 


va. Se os componentes do campo vetorial 


F(x, y, 2) = fæ, y, Di + 8x, y, Dj + hx, y, 2)k 


forem contínuos e tiverem derivadas parciais de primeira ordem contínuas em algum 
conjunto aberto contendo o e se T for o vetor tangente unitário a C, então 


$F- Tas= [f cD -nas (2) 
(6! 


A prova desse teorema está além do escopo deste livro, portanto focalizaremos somente suas 
aplicações. 

Lembre-se das Fórmulas (30) e (34) da Seção 15.2, nas quais a integral do lado esquer- 
do de (2) representa o trabalho realizado pelo campo vetorial F em uma partícula que percor- 
re a curva C. Portanto, em um fraseado livre, o Teorema de Stokes diz que: 


O trabalho realizado por um campo de forças que percorre no sentido positivo uma curva 
C lisa por partes, fechada e simples pode ser obtido integrando o componente normal do 
rotacional em uma superfície orientada o delimitada por C. 
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E USO DOTEOREMA DE STOKES PARA CALCULAR TRABALHO 


Para fins de cálculo é, em geral, preferível usar a Fórmula (30) da Seção 15.2 para reescrever 
a fórmula do Teorema de Stokes como 


pr-dr= [| aP -nas 
€ 


O Teorema de Stokes é, geralmente, a alternativa preferida para calcular trabalho ao 
longo de curvas lisas por partes com seções múltiplas, uma vez que elimina a necessidade de 


(3) 


calcular uma integral separada para cada seção. Isso é ilustrado no exemplo seguinte. 


> Exemplo 1 


Solução 


Figura 15.8.2 


Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças 


F(x, y, z) = xi + 4xy°j + yxk 


em uma partícula que percorre o retângulo C no plano z = y, mostrado na Figura 15.8.2. 


O trabalho realizado pelo campo é 


w= Far 
c 


Entretanto, para calcular essa integral diretamente seriam necessárias quatro integrações se- 
paradas, uma para cada lado do retângulo. Em vez disso, vamos usar a Fórmula (3) para ex- 
pressar o trabalho como uma integral de superfície 


w= ff aot P) -nas 


na qual escolhemos uma orientação para baixo para a superfície plana ø envolvida por C, a 
fim de tornar a orientação de C positiva, como requerido pelo Teorema de Stokes. 
Como a superfície ø tem por equação z = y e 


i j k 
ð o ə 
tF=|— — >|=2i-yj+4yk 
ro =» ð z xyi — y J+ 4y 
xº 4xy? xy? 


George Gabriel Stokes (1819 — 1903) Matemático e fí- 
sico irlandês. Nascido em Skreen, Irlanda, Stokes veio de 
uma família de raízes profundas na Igreja da Irlanda. Seu 
pai era pároco, sua mãe era filha de um pároco e três de 
seus irmãos receberam ordens sagradas. Recebeu sua edu- 
cação elementar de seu pai e de um escriturário paroquial 
local. Em 1837, entrou na Universidade de Pembroke e, depois de 
formar-se com honrarias, aceitou um cargo na faculdade. Em 
1847, foi nomeado professor lucasiano de Matemática em Cam- 
bridge, posição que já havia sido ocupada por Isaac Newton, mas 
que havia perdido seu prestígio ao longo dos anos. Em virtude de 
suas realizações, Stokes acabou restaurando a posição à eminên- 
cia que teve um dia. Infelizmente, o cargo pagava muito pouco, e 
Stokes viu-se forçado a lecionar na Escola de Minas do Governo 
durante a década de 1850 para suplementar sua receita. 

Stokes foi um dos muitos cientistas de destaque do sécu- 
lo XIX que ajudou a voltar as ciências físicas para uma direção 


mais empírica. Estudou sistematicamente hidrodinâmica, elasti- 
cidade dos sólidos, comportamento das ondas em sólidos elásti- 
cos e difração da luz. Para Stokes, a Matemática era uma ferra- 
menta para seus estudos físicos. Escreveu artigos clássicos sobre 
o movimento de fluidos viscosos estabelecendo as fundações da 
Hidrodinâmica moderna; aperfeiçoou a teoria das ondas de luz e 
escreveu artigos sobre variação gravitacional que o consagraram 
como um fundador da Geodésia moderna. 

Stokes foi homenageado nos seus últimos anos com graus, 
medalhas e participações em sociedades estrangeiras. Em 1889, 
recebeu o título de nobre. Durante toda a sua vida, dedicou gene- 
rosamente seu tempo para sociedades eruditas e auxiliou imedia- 
tamente aqueles que procuravam sua ajuda para resolver proble- 
mas. Era profundamente religioso e preocupado com a relação 
entre ciência e religião. 


[Imagem: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stokes George. G.jpg] 
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segue da Fórmula (13) da Seção 15.6, com rot F substituindo F, que 


W= la ndS = ff om (Ži+ Zj) da 


=] (2xyi — y? j + 4y°k) - (0i +j — k) dA 
R 


1 3 
| Í G aadi 
0 0 


3 


1 3 
y 
amk À [5 + yí dx 
o L3 y= 
Explique como o resultado no Exem- 


1 
plo 1 mostra que o campo de forças — -f 90 dx = —90 «4 
dado não é conservativo. 0 


AZ > Exemplo 2 Verifique o Teorema de Stokes para o campo vetorial F(x, y, z) = 
Eae 2zi + 3xj + 5yk, considerando que o seja a porção do paraboloide z = 4 — x? — y? com 
AG a z > 0 e orientação para cima e que C seja o círculo x? + y? = 4 com orientação positiva 


que forma a fronteira de o no plano xy (Figura 15.8.3). 


Solução Vamos verificar a Fórmula (3). Como o é orientada para cima, a orientação posi- 
Nl O D tiva de C é anti-horária, olhando no eixo z positivo de cima para baixo. Desse modo, C pode 
ser representada parametricamente (com orientação positiva) por 


x=2cost, y=2sent, z=0 (0<t<2r) (4) 


Logo, 

Figura 15.8.3 

prar=4 2zdx + 3x dy + 5y dz 
c c 


2x 


= [0 + (6 cos t)(2 cost) + 0] dt 
0 


2x 1 1 2x 
- [ I2costdt=12|=t+-senZ| =127 
0 2 4 0 


Para calcular o lado direito de (3), começamos determinando rot F. Obtemos 


i k 


ð 
rot F = | — 
dx 


27 3x 5y 


J 
É ú 5i +2j+ 3k 
=. — | =ãl 

ð əz i 
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OBSERVAÇÃO 


Como o é orientada para cima e é expressa na forma z = g(x, y) = 4 — x? — y2, temos, pela 
Fórmula (12) da Seção 15.6, com rot F substituindo F, que 


ff cor -nas= ff caw: (-51- +) dA 
Ox dy 
R 


o 


= f| Si+21+39: Ori + 2yj+ aA 
R 


= ff aox +4y+ 3a 
R 


2x 2 
= | / (10r cos 6 + 4r sen O + 3)r dr d0 
o Jo 


27 F 10r? 4r? 32 T 
= cos 0 + — sen + — do 
0 r=0 


3 3 2 
2x (RO 32 
= — cos + — sen 46 | d0 
0 3 3 
80 32 em 
= sen O cos6 + 60 = 127 
3 3 0 


Como é assegurado pelo Teorema de Stokes, o valor dessa integral de superfície é o mesmo 
que o valor da integral de linha obtido anteriormente. Observe, porém, que o cálculo da inte- 
gral de linha foi mais simples e, portanto, seria o método escolhido nesse caso. <4 


Observe que na Fórmula (3) a única relação necessária entre o e C é que C seja a fronteira de o e que C seja 
orientada positivamente em relação à orientação de o. Portanto, se o, e o forem superfícies com orientações 
diferentes, mas que tenham a mesma curva de fronteira C com orientação positiva, então, por (3), temos que 


ffrorr-nas= ff rot- nas 
fi a3 


Por exemplo, a superfície parabólica do Exemplo 2 tem a mesma fronteira C com orientação positiva que o disco 
R da Figura 15.8.3 com orientação para cima. Dessa forma, o valor da integral de superfície daquele exemplo 
não mudaria se o fosse substituída por R (ou por qualquer outra superfície orientada que tenha o círculo C orien- 
tado positivamente como sua fronteira). Isso pode ser conveniente nos cálculos pois, algumas vezes, é possível 
evitar uma integração difícil mudando a superfície de integração. 


| RELAÇÃO ENTRE OS TEOREMAS DE GREEN E DE STOKES 
Às vezes, é conveniente considerar um campo vetorial 
FG, y) =f, yi + gl, y)j 


do espaço bidimensional como um campo vetorial do espaço tridimensional expressando- 
-O como 


E(x, y, z) = fœ, yi + g(x, y)j + Ok (5) 


Se R for uma região do plano xy envolvida por uma curva C, lisa por partes, fechada e sim- 
ples, então podemos considerar R como uma superfície plana e tratar a integral de superfície 
em R como uma integral dupla ordinária em R. Portanto, se orientarmos R para cima e C no 
sentido anti-horário olhando para baixo do eixo z positivo, então a Fórmula (3) aplicada a (5) 


resulta em 
fr-dr= ff tF- kaa (6) 
(o) 
R 


Figura 15.8.4 


C 


a 


Figura 15.8.5 
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Contudo, 
i j k 
ə ə ə ə ə ð jo ə f) 
rot F = = ĉi Un E f k = 2a af k 
dx dy dz oz oz dx Oy dx Oy 
f gs 0 


visto que dg/dz = df/dz = 0. Substituindo essa expressão em (6) e expressando as integrais 
em função dos componentes, obtemos 


pomares (Em 


que é o Teorema de Green [Fórmula (1) da Seção 15.4]. Mostramos, pois, que o Teorema de 
Green pode ser considerado como um caso especial do Teorema de Stokes. 


E O ROTACIONAL CONSIDERADO COMO CIRCULAÇÃO 
O Teorema de Stokes fornece um meio de interpretar o rotacional de um campo vetorial F no 
contexto de campo de fluidos. Para ver isso, considere que o, seja um pequeno disco orien- 
tado de raio a com centro em um ponto Po de um campo de fluidos em estado estacionário e 
seja n um vetor normal unitário no centro do disco que aponta no sentido da orientação. Va- 
mos supor que o fluxo do líquido que passa pelo disco faz com que ele gire em torno do eixo 
dado por n e vamos tentar determinar a direção de n que produza a taxa máxima de rotação 
no sentido positivo da curva de fronteira C, (Figura 15.8.4). Por conveniência, vamos denotar 
a área do disco o, por A(o,); ou seja, A(o4) = na. 

Se a direção de n for fixada, então em cada ponto de C, o único componente de F que 
contribui para a rotação do disco em torno de n é o componente F - T tangente a C, (Figura 
15.8.5). Desse modo, para um n fixado, a integral 


TA F-Tds (7) 
Ca 


pode ser considerada como uma medida da tendência do fluido fuir no sentido positivo ao lon- 
go de C,. Como consequência, a integral (7) é denominada circulação de F ao longo de Cs. 
Por exemplo, no caso extremo em que o campo de fluidos é normal ao círculo em cada ponto, 
a circulação em torno de C, é nula, visto que F - T = 0 em cada ponto. Quanto mais F alinhar- 
-se com T ao longo do círculo, tanto maior será o valor de F - T e maior o valor da circulação. 

Para ver a relação entre a circulação e o rotacional, suponha que rot F seja contínuo em 
Oa, de modo que quando o, for pequeno, o valor de rot F em cada ponto de o, não difira mui- 
to do valor de rot F(P,) no centro. Portanto, para um disco pequeno o, é razoável supor que 
rot F tenha o valor constante de rot F(P,) em o,. Além disso, como a superfície o, é plana, os 
vetores normais unitários que orientam o, são todos iguais. Assim, a quantidade vetorial n da 
Fórmula (3) pode ser tratada como uma constante, e podemos escrever 


$ F- Tds = |f tot) -nds ~ rot ECP) en ff dS 
Ca 


onde a integral de linha é tomada no sentido positivo de C4. No entanto, a última integral du- 
pla nessa equação representa a área de superfície de oa, portanto 


TA F: Tds = [rot F(Po) : n]A(o,) 
Ca 


da qual obtemos 


1 
rot F(P) en = $ F-Tdas (8) 
° Aloa) Jc, 
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A Fórmula (9) é tomada, às vezes, 
como a definição do rotacional. Essa 
é uma alternativa útil para a Definição 
15.1.5, porque não requer um siste- 


ma de coordenadas. 


rot E(Po) 


Figura 15.8.6 


A quantidade no lado direito de (8) é denominada densidade de circulação de F ao longo 
de Ca. Se permitirmos, agora, que o raio do disco tenda para zero (com n fixo), então é 
plausível que o erro de aproximação tenda para zero e o valor exato de rot F(P9) : n seja 
dado por 


1 
rot F(Po) +n = lim ES A F -Tds (9) 


Chamamos rot F(P,) * n de densidade de circulação de F em Po no sentido de n. Essa quan- 
tidade tem seu valor máximo quando n está na mesma direção e sentido de rot F(Po); isso 
nos diz que em cada ponto de um campo de fluidos em estado estacionário, a densidade de 
circulação máxima ocorre na direção do rotacional. Fisicamente, isso significa que se uma 
pequena roda-ď’ água for imersa em um fluido de modo que o pivô seja o ponto P,, então as 
pás giram mais rapidamente quando o eixo estiver alinhado com rot F(Po) (Figura 15.8.6). Se 
rot F = 0 em cada ponto da região, então se diz que F é irrotacional naquela região, uma vez 
que não ocorre circulação em torno de qualquer ponto da região. 


"A EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.8 (Ver página 1166 para respostas.) 


1. Seja o uma superfície lisa por partes, orientada, cuja fronteira 


3. (a) Se o, e o» forem duas superfícies orientadas que têm a 


é uma curva lisa por partes C, fechada e simples, com orien- 

tação positiva. Se as funções componentes do campo vetorial 

F(x, y, z) tiverem derivadas parciais de primeira ordem con- 

tínuas em algum conjunto aberto contendo o e se T for o ve- 

tor tangente unitário a C, então o Teorema de Stokes afirma 

que a integral de linha e a integral de superfície 
serão iguais. 


Mostramos no Exemplo 2 que o campo vetorial 
F(x, y, 2) = 2zi + 3x) + 5yk 


satisfaz a equação rot F = 5i + 2j + 3k. Segue do Teorema 
de Stokes que se C for qualquer círculo de raio a no plano xy 
orientado no sentido anti-horário quando visto do eixo z positi- 


vo, então 
1 F-Ts=— — 
Cc 


onde T denota o vetor tangente unitário a C. 


EXERCÍCIOS 15.8 [E]CAS 


mesma curva de fronteira C orientada positivamente e 
se o campo vetorial F(x, y, z) tiver derivadas parciais de 
primeira ordem contínuas em algum conjunto aberto con- 
tendo g; e 02, então segue do Teorema de Stokes que as 
integrais de superfície e serão 
iguais. 

(b) Sejam F(x, y, z) = 2zi + 3xj + 5yk, a um número positivo e 
o a parte do paraboloide z = a? — x? — y? com z > 0 e orien- 
tação para cima. Usando (a) e o Exercício 2, segue que 


J (ot F) ndS = o 


o 


4. Para um campo de fluidos em estado estacionário, a den- 


sidade de circulação máxima ocorre na direção e sentido do 
do campo de velocidades do campo. 


1-4 Verifique a Fórmula (2) do Teorema de Stokes calculando a 
integral de linha e a integral dupla. Suponha que a superfície tenha 
orientação para cima. E 


1. 


F(x, y, z) = (x — yi +  — z)j + (z — x)k; o é a porção do plano 
x+ y+z= l no primeiro octante. 


F(x, y, z) = xi + y?j + zk; o é a porção do cone z = yx? + y? 
abaixo do plano z = 1. 


F(x, y, z) = xi + yj + zk; ø é o hemisfério superior 
z=va2-x?2 — y2, 


F(x, y, z) = (z — y)i + (z + x)j — (x + y)k; o é a porção do pa- 
raboloide z = 9 — x? — y? acima do plano xy. 


5-12 Use o Teorema de Stokes para calcular f F-dr. E 
c 


5. F(x, y, z) = zi + 2xj — yk; C é o círculo x? + y? = 1 no plano 


xy com orientação anti-horária olhando no eixo z positivo de 
cima para baixo. 


|. F(x, y, z) = xzi + 3x?y?j + yxk; C é o retângulo no plano z = y 


mostrado na Figura 15.8.2. 


. E(x, y, z) = 3zi + 4xj + 2yk; C é a fronteira do paraboloide 


mostrado na Figura 15.8.3. 


. F(x, y, z) = —3yi + 4zj + 6xk; C é o triângulo no plano 


Z= ły de vértices (2, 0, 0), (0, 2, 1) e (0, 0, 0), com orientação 
anti-horária olhando no eixo z positivo de cima para baixo. 


10. 


11. 


12. 


E(x, y, z) = xyi + Xj +zk;Céa interseção do paraboloide 
z=x + y? e o plano z = y com orientação anti-horária olhan- 
do no eixo z positivo de cima para baixo. 


F(x, y, z) = xyi + yzj + zxk; C é o triângulo no plano x + y +z = 1 
de vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1), com orientação anti-horá- 
ria olhando do primeiro octante para a origem. 


F(x, y, z) = (x — yli + (y — z)j + (z — x)k; C é o círculo 
xX? + y? = a” no plano xy com orientação anti-horária olhando 
no eixo z positivo de cima para baixo. 


F(x, y, 2) = (z + sen Xi + (x + yj + y + e)k; C é a interseção 
da esfera x? + y? + z? = 1 e do cone z = x? + y? com orienta- 
ção anti-horária olhando no eixo z positivo de cima para baixo. 


13-16 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmação dada é verda- 
deira ou falsa. Explique sua resposta. E 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


ENFOCANDO CONCEITOS 


18. (a) Seja o a superfície de um sólido G com vetor normal 


O Teorema de Stokes iguala uma integral de linha com uma 
integral de superfície. 


O Teorema de Stokes é um caso particular do Teorema de Green. 


A circulação de um campo vetorial F em torno de uma curva 
fechada C é definida por 


[ro F)- Tds 
Ç 


Se F(x, y, z) estiver definido em cada ponto do espaço tridi- 
mensional e se rot F não tiver componente k em qualquer pon- 
to do plano xy, então 


fF- Tas=0 
C 


qualquer que seja a curva fechada simples e lisa C do plano xy. 


Considere o campo vetorial dado pela fórmula 


E&x, y, 2) = œ = 2i + Q — Vj + C — xy)k 

(a) Use o Teorema de Stokes para encontrar a circulação 
em torno do triângulo de vértices A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) e 
C(0, O, 1), orientado no sentido anti-horário olhando da 
origem para o primeiro octante. 

(b) Encontre a densidade de circulação de F na origem na di- 
reção de k. 

(c) Encontre o vetor unitário n tal que a densidade de circula- 
ção de F na origem seja máxima na direção de n. 
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19-20 As figuras nestes exercícios mostram uma camada hori- 
zontal do campo vetorial de um fluxo fluido, no qual o fluxo é 
paralelo ao plano xy em cada ponto e é idêntico em cada camada 
(ou seja, é independente de z). Para cada fluxo, decida se rota- 
cional é diferente de zero na origem e explique seu raciocínio. 
Se o rotacional for diferente de zero, diga se aponta na direção 


unitário n para fora de o. Suponha que F seja um cam- 
po vetorial com derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em o. Prove que 


Í (rot F) -ndS = 0 


o 
[Sugestão: Seja C uma curva fechada simples em o que 
separa a superfície em duas subsuperfícies o e o2 com 
fronteira comum C. Aplique o Teorema de Stokes a o1 
eao e some os resultados.) 
O campo vetorial rot(F) é denominado campo rotacio- 
nal de F. Em palavras, interprete a fórmula de (a) como 


(b) 


uma afirmação sobre o fluxo do campo rotacional. 


22. 


[5]23. 


24. 


25. 


positiva ou negativa de z. E 


19. (a) (b) 
Ay A) 
NR AAA sa a 
SEN DR qse 
SNNA dos E pa TS AN 
4 4 adm 
sss | o , H E: 
> TT q >= 
feet ee a RS a H Va sY 
2 a aSa NH Sadi 2, 
RU TRENS oe 
LA EINAN SAER 
(b) 
Ay 
xX = X 
> > 


21. Seja F(x, y, 2) um campo vetorial conservativo no espaço 


tridimensional cujas funções componentes têm derivadas 
parciais de primeira ordem contínuas. Explique como usar 
a Fórmula (9) para provar que rot F = 0. 


Em 1831, o físico Michael Faraday descobriu que uma corren- 
te elétrica pode ser produzida variando o fluxo magnético atra- 
vés de um arco condutor. Suas experiências mostraram que a 
força eletromotriz E está relacionada com a indução magnética 
B pela equação 


oB 
fE a=- ff Ë -nas 
E ðt 


Use esse resultado para fazer uma conjectura acerca da relação 
entre rot E e B e explique seu raciocínio. 


Sejam o a porção do paraboloide z = 1 — x? — y? com z > 0e C 
o círculo x? + y? = 1 que forma a fronteira de o no plano xy. Su- 
pondo que o seja orientada para cima, use um CAS para verificar 
a Fórmula (2) do Teorema de Stokes para o campo vetorial 


F = (y — zi + O° — Xj + (2x + 3z — Dk 
calculando a integral de linha e a integral de superfície. 


Texto Discuta o que significa dizer que o rotacional de um 
campo vetorial independe do sistema de coordenadas. Expli- 
que como sabemos que isso é verdadeiro. 

Texto Compare e contraste o Teorema Fundamental de In- 
tegrais de Linha, o Teorema da Divergência e o Teorema de 
Stokes. 
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W RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE COMPREENSÃO 15.8 


1. À F- Tds; ff co F)’ ndS 2. 3ra? 3. (a) If (rot F) -nds; I (rot F) -ndS (b) 37a? 4. rotacional 
G 
o o 02 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 15 


9. 
10. 


« Responda com palavras: o que é um campo vetorial? Dê alguns 


exemplos físicos de campos vetoriais. 


(a) Dê um exemplo físico de um campo de quadrado inverso 
F(r) no espaço tridimensional. 

(b) Escreva uma fórmula para um campo de quadrado inverso 
F(r) geral em função do raio vetor r. 

(c) Escreva uma fórmula para um campo de quadrado inverso 
F(x, y, z) no espaço tridimensional usando coordenadas re- 
tangulares. 


Encontre uma expressão explícita em coordenadas para o cam- 
po vetorial F(x, y) que, em cada ponto (x, y) # (1, 2) é o vetor 
unitário que aponta de (x, y) para (1,2). 


Encontre V E an z), 
x=y 


Encontre rot (zi + xj + yk). 
Seja 


Yj 
x? +y? 


FE, yz) = i k 
& y z) x2 + y? + x2 + y? 
Esboce a superfície de nível div F = 1. 


Suponha que C seja a curva paramétrica x = x(t), y = y(t), onde 
t varia de a até b. Em cada parte, expresse a integral de linha 
como uma integral definida com variável de integração t. 


(a) | 1oy dx + gt, ydy (b) f teas 
C E 


(a) Expresse a massa M de um arame fino no espaço tridimen- 
sional como uma integral de linha. 

(b) Expresse o comprimento de uma curva como uma integral 
de linha. 


Dê uma interpretação física de f- F + Tds. 


Escreva algumas notações alternativas para f cE Tas. 


11-13 Calcule a integral de linha. EB 


11. 


12. 


13. 


14. 


fa-»as: C:x? +y =1 
È 


f +ds+zdy -23*az; 
c 


C:x=cost, y=sent, z=t (0<t<27) 


E F - dr, onde F(x, y) = (x/y)i — O@/x)j; 

c 

r(ġ=tfi+24j (I<t<2) 

Encontre o trabalho efetuado pelo campo de forças 


Fx, y)=yi+xyj 


19. 


20. 
21. 


22. 


para mover uma partícula de (0, 0) até (1, 1) ao longo da pará- 
bola y = x?. 


. Enuncie o Teorema Fundamental das Integrais de Trabalho, 


incluindo todas as hipóteses requeridas. 


. Calcule he V f- dr, onde f(x, y, z) = xy’? e 


r(A = ti + (+ )j + sen(3rt/2)k (0<t<1) 


- Seja F(x, y) = yi — 2xj. 


(a) Obtenha uma função não nula h(x) tal que h(x)F(x, y) seja 
um campo vetorial conservativo. 

(b) Obtenha uma função não nula g(y) tal que g(y)F(x, y) seja 
um campo vetorial conservativo. 


© Seja E(x, y) = (ye? — Di + xe). 


(a) Mostre que F é um campo vetorial conservativo. 

(b) Calcule uma função potencial de F. 

(c) Calcule o trabalho realizado pelo campo vetorial em uma 
partícula que se move ao longo da curva em ziguezague, 
representada pelas equações paramétricas 


x = t + arc sen (sent) 
(0 <t < 8r) 
y = (2/x) arc sen (sen t) 


(ver figura a seguir). 


Figura Ex-18 


Enuncie o Teorema de Green, incluindo todas as hipóteses 
requeridas. 


Expresse a área de uma região plana como uma integral de linha. 


Sejam q e £ dois ângulos que satisfazem O < 8 — œ < 27 e 
suponha que r = f (0) seja uma curva polar lisa com f (0) > O no 
intervalo [a, 8]. Use a fórmula 


1 
A= 7) —ydx +x dy 
2 Jc 


para encontrar a área da região R englobada pela curva r = f (0) 
e os raios 0 = g e 0 = $. 


(a) Use o Teorema de Green para provar que 
f todz +s0)ay=0 
c 


se f e g forem funções diferenciáveis e C for uma curva 
simples, fechada, lisa por partes. 


23. 


24. 
25. 


26. 
27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


(b) O que isso nos diz sobre o campo vetorial 
Fx, y) = fi + 80? 


Suponha que o seja a superfície paramétrica 
r = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 
onde (u, v) varia numa região R. Expresse a integral de superfície 


| fœ, y,z)dS 


como uma integral dupla com variáveis de integração u e v. 
Calcule ff _zd8S; 0: xX? +y = 1(0<z<1). 


A superfície da figura é orientável? Explique seu raciocínio. 


Figura Ex-25 


Dê uma interpretação física de ff F + n ds. 


Encontre o fluxo de F(x, y, z) = xi + yj + 2zk através da parte 
do paraboloide z = 1 — x? — y? que está no plano ou acima do 
plano xy com orientação para cima. 


Encontre o fluxo de F(x, y, z) = xi + 2yj + 3zk através da es- 
fera unitária centrada na origem com orientação para fora. 


Enuncie o Teorema da Divergência e o Teorema de Stokes, 
incluindo todas as hipóteses requeridas. 


Seja G um sólido com a superfície ø orientada por vetores nor- 
mais unitários para fora, suponha que à tenha derivadas par- 
ciais de primeira e segunda ordens contínuas em algum con- 
Junto aberto contendo G e seja Dnọ a derivada direcional de q, 
onde n é um vetor normal unitário para fora de o. Mostre que 


Pe PE $ 
[fosas ff [8 i iew 
o G 


Sejam o a esfera x? + y? + z? = 1, n um vetor normal unitário 
para dentro e Daf a derivada direcional da função f(x, y, z) = 
x? +y? + 7. Use o resultado do Exercício 30 para calcular a 
integral de superfície 


Jf paras 


32. 


33. 
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Use o Teorema de Stokes para calcular ff > 10t F + n ds, onde 
E(x, y, z) = (z — yi + («+ z)j — (x + y)k e ø é a parte do pa- 
raboloide z = 2 — x? — y? que está no plano ou acima do plano 
z = 1, com orientação para cima. 


Seja F(x, y, z) = f (x, y, DI + g(x, y, Dj + h(x, y, 2)k e suponha 
que f, g e h sejam contínuas e tenham derivadas parciais de pri- 
meira ordem contínuas numa região. No Exercício 31 da Seção 
15.3, foi mostrado que, se F for conservativo na região, então 


of dg df dh dg dh 
dy Ox dz dx dz dy 


E) 


nessa região. Use esse resultado para mostrar que se F for con- 
servativo em uma região esférica aberta, então rot F = 0 nessa 
região. 


34-35 Use o resultado do Exercício 33 para determinar se F é con- 
servativo. HH 


34. 


35. 


36. 


(a) FQ, y, z) = zi + ej + 2xzk 
(b) F, y, z) = xyi + x” j + sen zk 


(a) F(x, y, z) = sen xi + zj + yk 
(b) F, y, z) = zi + 2yzj + y’k 


Como discutido no Exemplo 1 da Seção 15.1, a Lei de Cou- 
lomb afirma que a força eletrostática F(r) que uma partícula 
com carga Q exerce sobre uma partícula com carga q é dada 
pela fórmula 


rm =L 

4meollrllº 

onde r é o vetor posição de Q para q e eq é a constante de per- 

missividade. 

(a) Expresse o campo vetorial F(r) em forma de coordenadas 
E(x, y, z) com Q na origem. 

(b) Calcule o trabalho realizado pelo campo vetorial F em 
uma carga q que se move ao longo de uma reta de (3, 0, 0) 
para (3, 1, 5). 
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Cálculo 


CAPÍTULO 15 ESTABELECENDO CONEXÕES 


Suponha que o movimento de uma partícula de massa m seja descri- 
to por uma função vetorial lisa 


r(A) = xi + yj +zAk (a<t<b) 


em que ż denota o tempo. Sejam C o gráfico da função vetorial e v(t) 
e a(t) a velocidade escalar e a aceleração da partícula no instante t, 
respectivamente. 


1. 


Diremos que a partícula está se movendo “livremente” sob a 
influência do campo de forças F(x, y, z) se F for a única força 
atuante na particular. Nesse caso, a Segunda Lei do Movimen- 
to de Newton é dada por 


F&C), y(t), z()) = ma(t) 


Use o Teorema 12.6.2 para provar que, quando a partícula se 
move livremente, temos 


m 2) as=m [ vo(S dt 
B e ao) 
aayi j 
| ER (jeo ) dt 


1 1 
= zmo? - zme 
Isso significa que o trabalho efetuado por F na partícula é 
igual à variação da energia cinética da partícula. 


Suponha que a partícula mova-se sob a ação de um campo 
de forças F(x, y, z) ao longo de uma curva prescrita C. Além 
da força F, a partícula estará sujeita a uma “força de supor- 


Q EXPANDINDO O HORIZONTE DO CÁLCULO 


te” S(x(t), y(t), z(t)) da curva. (Imagine um carrinho em uma 
montanha russa caindo sem fricção sob a influência da força 
gravitacional F: a força de suporte S é fornecida pelos trilhos 
da montanha russa.) Nesse caso, diremos que a partícula tem 
um “movimento condicionado” sob a influência de F. Prove 
que o trabalho efetuado por F em uma partícula em movimen- 
to condicionado também é igual à variação na energia cinética 
da partícula. [Sugestão: Aplique o argumento do Exercício 1 à 
força resultante F + S na partícula. Use o fato de que a força S 
será normal a C em cada ponto da curva.] 


. Suponha que F seja um campo vetorial conservativo. Use os 


Exercícios 1 e 2, junto à discussão na Seção 15.3, para desen- 
volver o princípio da conservação da energia para movimentos 
livres e condicionados sob a ação de F. 


. Conforme a figura, uma criança de massa m está deslizando 
(sem atrito) para baixo de um escorregador que forma um ân- 
gulo 0 com a horizontal. Se a aceleração devido à gravida- 
de for g e o comprimento do escorregador for l, prove que a 
velocidade da criança ao chegar à base do escorregador será 
v = «/2gl sen 0, supondo que a criança comece a partir do re- 
pouso no alto. 


Figura Ex-4 


Para aprender como os tópicos deste capítulo podem ser usadas na modelagem do com- 
portamento de furacões, veja o módulo intitulado Modelando Furacões em 
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FÓRMULAS DE GEOMETRIA 


A = área, S = área da superfície lateral, V = volume, h = altura, B = área da base, r = raio, / = altura inclinada, C = circunferência, s = comprimento de arco 
Paralelogramo Triângulo Trapézio Círculo Setor 
pe a >] 
| 
|h 5 
| 
ol E 
1 1 2 A=}r9,s=r0 
A=bh A= >bh A=-(a+b)h A=nr,C=2nr 2 i 
2 2 (0 em radianos) 
Cilindro circular reto Cone circular reto Cilindro ou prisma com bases paralelas Esfera 
peso | 7” q o 
| | A | 
| | | 
| EN l | | 
V=7"2h,8=2nrh V=Larh,S= zrl V= Bh 
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A FÓRMULA 
QUADRÁTICA 


FÓRMULAS DE ÁLGEBRA 


A FÓRMULA BINOMIAL 


As soluções da equação quadrática 
ax? + bx + c = 0 são 


—b + yb? — 4ac 
x=> 11nn 
2a 


n(n — D n-2 2  n(n-—l)(n-2) 1333 


| nyny | n— 

(x +y) x nx 1-2 TRE nxy y 
= — D(n —2 

(x y ny” nx”ly ne a ) n-2 2 n(n i ia ) "33 dE. nxy'o! + y” 


FUNÇÕES BÁSICAS 


TABELA DE INTEGRAIS 


ur 
HC 


1. fu du = 
n+1 


du 
5 [S&=mul+o 
u 


feau=e+c 


2 


fsenudu = -cosu +c 


k fosudu= senu +c 


A 


frsudu=miseeul+c 


. faresenudu = uaresenu + 1 u24 


10. 


11. ln udu = uln u — u + C 


cotg u du = ln |sen u| + C 


13 secu du = ln |sec u + tg u| + C 


= In |tg (4x + Zu) I+C 


f cossec u du = In |cossec u — cotg u| + C 


. f re cos udu = uare cosu - VI = 124 


É farctgudu=uaretgu- vTr? +C 


14. 
= Inltgjul +C 
EC 15. J arc otg udu = uane cotgu +m VTF + C 
LC 16. fare sec udu = uaresecu -mju + Va? 1] +C 


3 f are cossee u du = u are cossec u + In fu + va? — 1| +C 


RECÍPROCOS DE FUNÇÕES BÁSICAS 


1 1 
18. Jira eutsun 22. J TE = HF Imisena cosu) +C 
1] + sen u 1 + cotg u 
1 1 
19. du = — cotg u + cossec u + C 23. J du = u + cotg u 3 cossec u + C 
LEcosu 1+ secu 
1 1 
20. f du = Zu In |cos u + sen u|) + C 24. / du = u — tgu + secu + C 
l+ttgu 1 + cossecu 
1 1 
21. / du =Inltgu|+C 25. f du = u — ln(1 + e")+ C 
sen u cosu le 


POTÊNCIAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


26. fer uu = iu = 4 sen 2u +C 32. fon udu =-—cotgu — u + C 
Zi feostudu= ut }senzu+c 33. fsetudu=tsu+c 
28. frudu=tsu-u+o 34. f cossecêudu = cogu +€ 
1 —1 1 
29; f udu = —— sen"! u cosu + dm f sen"? u du 35; fo! udu = — 1 cotg”™! u — foe udu 
n n n— 
1 —1 1 —2 
30. for u du = — cos”™! u sen u + m [cos u du 36. f sec” u du = 1 sec" u tg u + = I sec"? u du 
n n — n— 
1 —2 
31. fe udu = ET tg" u— pus u du 37. foose" udu = — 1 cossec”™? u cotg u + — f cossec”™? u du 
E: = E 
PRODUTOS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
38. [en mu sen nu du = sente o } senom =ti)u +C 40. [sen mu cosnu du = Cost Fiu  cosom= Ajy | 
2(m +n) 2(m — n) 2(m +n) 2(m — n) 
= m—l n+1 = 
39. f cosmu cosnu du = Ho t E FC 41. sen” u cos” u du = — E ES | m= sen”? u cos” u du 
2(m +n) 2(m — n) m+n m+n 
sen” t! u cos”™! u pe 1 f sen” E 
m+n m+n 
PRODUTOS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS E EXPONENCIAIS 
au au 
42. he sen bu du = 2o (a sen bu — b cos bu) + C 43. fe cos bu du = DID (a cos bu + b sen bu) + C 
POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO FUNÇÕES BÁSICAS 
44. fusenuau = sen u — u cosu + C Si; fue du=e(u-D+C 
45. fucosuau = cosu + u senu + C 52. fu e" du = u” e" -n f edu 
u”a" n 
46. fè senudu = 2usenu (2 — u?) cosu +C 53; fita au — — fu laldu+C 
Ina Ina 
Uu Uu Uu 
47. f? osudu = 2ucosu u? 2) senu + C 54. JE m e l J: du 
u” (n— 1)u”-! n-1 ur 
u u u 
48. fit senudu = ue cosu +n f ut! cosu du 55. f: du = g lna J: du 
u” (n—1)u”-! n—1 J u”! 
49. fe cos u du = u” sen u — n furo! sen u du 56. l t =Inllnul+C 
uln 
u”+! 
50. futmudu= [n+DInu-1]+C 
(n+ 12 
POLINÔMIOS MULTIPLICANDO FUNÇÕES BÁSICAS 
au l au 1 1 au 1 UA au x x 
57. froe du = — p(u)e zP (u)e™ 4 zP (u)e ..- [sinais alternados: + — + — --] 
a a a 
1 1 1 
58. (u) sen au du = —— p(u) cosau + — p' (u) sen au + — p” (u)cosau — --- [sinais alternados em pares depois do primeiro termo: + + — — ++ — — +] 
ii a a? a? 


1 1 1 
59. frw cosau du = — p(u) sen au + —s p'u) cosau — -z Du) senau —::- [sinais alternados em pares: + + — — ++ — —..] 
a a a 


FUNÇÕES RACIONAIS CONTENDO POTÊNCIAS DE a + bu NO DENOMINADOR 


u du 1 u du 1 a 1 
60. = b l Hb +C 64. = +C 
Io p! u= aln labil] f (a+bu)) b? Fr: | 
u? du OR du 1 u 
61. = + bu)? — 2a(a + bu) + a? In la 4 65. =-=] H 
n b3 E u) ala u) ta nja bu | fe [= a j a + bu G 
62 udu 1 a -In| bull+c 66 f du 1 i b, a + bu Lc 
. = t t f . = j n T 
(a+bu)} b? | a+ bu cad u? (a + bu) au a? u 
E" u? du A a? Suissa] dês a f du 1 SE a RE i 
É (a+ bu)? — b3 g a + bu anlar bul E u(a+bu)?) a(ar+bu) a latbul. 
FUNÇÕES RACIONAIS CONTENDO a? + u? NO DENOMINADOR (a > 0) 
du 1 u du 1 u—a 
68. = t +C 70. = ji 
[5 a a [Es 24 re 
du 1 u+a bu+c b 2 2 c u 
69. = Ji +C Ti: du= =l t H t H 
E= Za usa Ja “ 3 ne E aa Re 


INTEGRAIS DE Va? + u?, y'a? — E vu? — a? E SUAS RECÍPROCAS (a > 0) 
u du 
vu? +a? du = Ha? 4 75. / 
z f a Ju Fa? 
u a du 2. q2 
73, a a? du = 3 u? — a? In |u u? —a?|+C 76. [ms =Inju uº — a*| + C 
74. fve 2 du = 5 va 


= In(u u2+a)+C 


E” u? +a?)+C 


nS 


u 
= arc sen — + C 
a 


2 u2 + 


u 77 / du 
are Sen +C . VE 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO va? — u? OU SUA RECÍPROCA 


2 


2d 
78. feve u? du = qu? ava? — u? 4 S arc sen = +C 81. E : = - a? — u? 4 S arc sen = FC 
a+va? -— u? 


82 f du 
E uya —u a 
di f v~a? — u? du a? — u? u P du a? — u? 
i u? a “S pecu au 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO yu? + a? OU SUAS RECÍPROCAS 


1 du u2 +a? 
uyu? +a? du = - (u 4 a?)?/2 C 90. f =T EC 
l 3 u? y/u? +a? a2u 
1 4 
85 fi u? — a? du = z0 raae Eo 91. feve Ha? du = qu? Ha’) yu? +a? a In(u u? +a?) 
4 
PA f u _ La a+vul+a? É 92. [wvu2-aldu= q Ou? au — a? a In ju u2? — a?| 
2 2 a u 
TET M r MIRA num 
s. f r ; -|+C Ed 7 liae A 
Ê = — arc sec | 
uyu? —a? a a (Da E) 
94. f a 5 2 qu= nro In ju u? -a+C 
TERRE) d u u 
88. / Ea u? — a? a are sec| =| +c e u 1 EEEE a al T74 C 
u a 3 u= u +a n(u u? +a 
Jaa 7 2 2 
Vu? +a? du a + s/u? + a? E ne 2 
89. f = yu? +a? — aln +C 96. Í 4 du="V/2-2+ mu DRE 
u u Vu? — a? 2 2 
INTEGRAIS CONTENDO (a? + u?)32, (a? — u?)32, (u? — a? (a>0) 
du u u 3a? 
97. I auy T pJ A EC 100. fe +22 du = quê +50) Vu? + a? 3 In(u u? +a?) 
du u u 3a? 
98. f mrap E ama +C 101. fe — 2 du = ze — 5a?) yu? — a? 3 In ju u? = a?] 


99. fe- 2 du = -50 — 5a?) y a2 — u2 arc sen = FC 
a 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO Va + bu OU SUA RECÍPROCA 


2 [Eb 
102. [uva + bu du = z bu — 2a) (a 4 bu)?’ +C ! In a+bu- a FC (a>0) 
a sã f du | va |Varbu+va 
103. fu? a + budu = o (1Sb?u? — 12abu + 8a°)(a 4 bu)? +C Juvarõ 3 E 
mat 2 e Ci o PESE) 
u (a u) an n iz 
104. | u” V/a + budu = -1 Ja+ bud 
fu OTOMANS n3) ron | ERER 
2 PEST z 
105. u du = -4> (bu — 2a) aruit 109, du - a + bu b(2n — 3) du 
Varbu 3b u" s/a + bu a(n — Dur  2a(n—1) J u”! Va + bu 
u? du 2 /a + bu d d 
106. = L (bu? — 4abu + 80))Va + bu + C no. f dido RE rr f a 
Va+bu 15b? u PE ARS uya + bu 
107. [ du tva + bu 2an u"! du iy, [ Vetru (a+bu2  bRn-5) f VaFbudu 
Ja + bu b(Qn + 1) b(2n+1) J Va+ bu E u” ~ am=1)u"! 2a(n—1) un 


POTÊNCIAS DE u MULTIPLICANDO OU DIVIDINDO v2au — u? OU SUA RECÍPROCA 


2 - 
112. f v2au u? du = “Vau u? 4 5 are sen( 2) ŁC 


du 
116. f Ro arc sen 


u—a 
)ro 
a 


Iu? 3a? 3 = 2 
113. fuvZau w du = O Aau- ae sen( 2) EC n. f di E am 
6 2 a uy 2au — u? au 


AF = y? = = 
ua. f dent di dm u? 4 asesen( 52) +c us. f — 2au — u? 4 aare sen ( SJ +c 
v2au — w? du 2n/2au — u? u—a f u° du (u + 3a) 24 j a a 
us. f 7 E arc sen( z ) tC 119. Ta A 7 2 u? + arc sen| — FC 
INTEGRAIS CONTENDO (2au — u?)3/2 
du u—a u du u 
120. = +C 121. = tC 
I (Cau —u2)3/2 a2? /2au — u? (Cau — u232 ayau — u? 
A FÓRMULA DE WALLIS 
7/2 n/2 PEA = n um número E E EE E n um número 
122. f sen” u du = f cos” u du = o Gu inteiro par e ou da fd inteiro ímpar e 
0 o 2.4.6 n n>2 3.5.7. -...n n>3 
y me 
LB Jon (1,8) REVISÃO DE TRIGONOMETRIA 
2º 2 E aa 
CEA ao 1) 5 . 
e 2" 2 IDENTIDADES DE PITAGORAS 


(cos 6, sen 6) 


x i 
> 


sen? 0 + cos? 0 = 1 


tg? 0 +1 = sec? 0 


1 + cotg? 8 = cossec? 0 


G1, 0) S E 
271(1,0) IDENTIDADES DE SINAL 
Bl 6J $,- 
( 2? 3) Iz G q ) sen(—89) = —sen 0 
i L at 
TE po “2 cossec(—9) = —cossec 6 
E (0, -1) G.-5) 


IDENTIDADES COMPLEMENTARES 


sen( = -0) =cos0 cos (5 -0) = sen 0 sen(7 — 0) = sen O 
2 2 cossec(m — 0) = cossec 6 
sen(m + 0) = —sen 6 


cossec( = — o) = sec sec (5 — 8) = cossec 0 cotg( Z — 8) =tgô 
2 2 2 cossec(7 + 0) = —cossec 6 


FÓRMULAS DE ADIÇÃO 


cos(—0) = cos 0 


sec(—0) = sec O 


IDENTIDADES SUPLEMENTARES 


cos(x — 0) = —cos 0 
sec(m — 0) = —sec O 
cos(x + 0) = —cos 0 
sec(x + 0) = —sec 0 


te(—0) = —tg 0 
cotg(—0) = —cotg 0 


tg(x — 0) = —tg 0 
cotg(x — 0) = —cotg O 
tg(r + 0) =tg 0 
cotg(z + 0) = cotg O 


2 1 +cosa 


sen(a + £) = sena cos f + cosa sen 8 tac tga+rtg B cos(a + £) = cosa cos f — sena sen 8 
a =" — 
sen(a — 8) = sena cos f — cosa sen f E 1 — tg a tg £ cos(a — B) = cos a cos B + sena sen É 
FÓRMULAS DO ÂNGULO DUPLO FÓRMULAS DO ÂNGULO METADE 
sen 2g = 2 sena cosa cos 2g = 2 cos? a — 1 54 1] — cosa 
sen“ — = ——— cos” — = 
cos 2a = cos? œ — sen? à cos2a=1-—-2sera 2 2 2 2 


tg(œ — p) = 


tga — tg B 
1 +tgatgß 


PROVAS SELECIONADAS 


E DEMONSTRAÇÕES DE TEOREMAS BÁSICOS DE LIMITE 

Uma excursão extensiva nas demonstrações dos teoremas sobre limites consumiria muito tem- 
po; assim, selecionamos algumas demonstrações de resultados da Seção 1.2, no Volume 1, 
que ilustram algumas das ideias básicas. 


D.1 TEOREMA Sejam a um número real qualquer e k uma constante, e vamos supor 
que lim f(x) = Lie que lim g(x) = Lo. Então 

x>a x—>a 
(a) lim k = k 

xa 


(b) lim[f@) + 869] = lim f@) + lim g() = Lı + Lo 


© Jim [fC)gG)] = (lim 169) (lim g6)) = Lila 


DEMONSTRAÇÃO (a) Vamos aplicar a Definição 1.4.1, no Volume 1, com fx) = ke L = k. 
Assim, dado € > 0, precisamos encontrar um número ô > 0 tal que 


lk—-k|<e se 0<|x-—a| <ô 
ou, equivalentemente, 
O<e se 0<|x—a <ô 

Contudo, a condição do lado esquerdo dessa afirmativa é sempre verdadeira, não importando 
como ô é escolhido. Assim, qualquer valor positivo de ô irá servir. 
DEMONSTRAÇÃO (b) Precisamos mostrar que, dado e > 0, podemos encontrar um número 
ô > O tal que 

ICO) + 80) — Li + Ld <e se O<|x—al<ô (1) 


Porém, dos limites de fe g na hipótese do teorema, podemos encontrar números ô; e ô2 tais 
que 


fO)—Lil<e/2 se O<l|x—al<ô 


Ig) — L| < €/2 se O<|x—al<d 


Além disso, ambas as desigualdades do lado esquerdo dessas afirmativas são válidas se subs- 
tituirmos ô; e ô> por qualquer número positivo ô que seja menor do que ô; e ô. Assim, para 
qualquer desses ô temos 


fo) — Lil+igO)—L]<e se O<l|x—al<ô (2) 


D2 Apêndice D Provas selecionadas 


Porém, da desigualdade triangular [Teorema 5 do Apêndice F na Internet] decorre 


IFE) +80)) — (Li + Lo) = Cf) — Li) + (g 00) — Lo)] 
< | f0) — Li] + Ig 00) — La] 


Assim, (1) segue de (2). 
DEMONSTRAÇÃO (c) Precisamos mostrar que, dado e > 0, podemos encontrar um ô > 0 
positivo tal que 

FO) — Lil <€ se O<|x-al<ô (3) 


Para encontrar ô, é conveniente expressar (3) de uma forma diferente. Reescrevendo f(x) e 
g(x) como 


fo)=L +(f6—L) e gw = L+ ew) — Lo) 
então a desigualdade no lado esquerdo de (3) pode ser escrita como (verifique) 
ILi(gl) — Lo) + LFY) — Ly) + F — Lea) — Lo)] < e (4) 
Como 


lim fO)=L, e lim g(x) = L 


podemos encontrar números positivos 61, ô2, ô3 € ô4 tais que 


f(x) — Lil < e/3 se 0< |x—aļ|< ôi 
€ 

xX Lil < se O<l|x—a|<ó 

PCS T i 

(5) 

g(x) — L| < €/3 se O<|x—al]< 8 
€ 

x L| < se O<l|x-—a|<óô 

A STE É 


Além disso, as desigualdades à esquerda das quatro afirmativas serão todas válidas se subs- 
tituirmos 61, ô2, ô3 e€ ô4 por qualquer número ô menor do que eles. Assim, para qualquer um 
desses ô, pela desigualdade triangular segue 


ILi(g 0) — Lo) + Laf Œ) — Li) + (SO) — Lile) — Lo) 
< [Lie — Lo)| + ILo(fOO) — Lo) + CFO) — Lo(gO) — Lo) 
= |Lillg() — Lol + Lll fŒ) — Lil + If — Lillg(x) — Lol 


+ Ve/3V€/3 


< |Lil 


€ 
-m 3d +I]Li]) 


e 
HILa| 
3(1 + L21) 
TO e se a T e |Lil e Ls] fa 
ração da parte (c) parecer difícil; é = 
necessária alguma experiência com 31+]Li) 31+]Lol 3 
cemensiees cosse tipo para de- z E 4 E 4 e = poi A Ea ILa] 
senvolver uma intuição na escolha do 3 3 3 Zi TF jiz] 
ô correto. Seu objetivo inicial deve ser 
entender as ideias e os cálculos. 


mostrando que (4) é válida para o ô selecionado. E 


E DEMONSTRAÇÃO DE UMA PROPRIEDADE BÁSICA DE CONTINUIDADE 
A seguir, vamos demonstrar o Teorema 1.5.5, no Volume 1, para limites bilaterais. 


D.2 TEOREMA (Teorema 1.5.5) SeliMm;>c g(x) = L e se a função f for contínua em L, 
então lim» c f (e(x)) = f (L), isto é, 


lim f(g69)) = f ( lim g(9) 


Apêndice D Provas selecionadas D3 


DEMONSTRAÇÃO Precisamos mostrar que, dado € > 0, podemos encontrar um ô > 0 tal que 
FBE) —FD]|<e se 0<|x—= ce] <ô (6) 
Uma vez que f é contínua em L, temos 
tim f) = f(D) 
e, portanto, podemos encontrar um número ô; > 0 tal que 
Hu) HD] <e se ju—L|<ô6 


Em particular, se u = g(x), então 


FE —fl<e se |g) -— LI < ô (7) 
No entanto, lim,» c g(x) = Le, portanto, existe um número ô > 0 tal que 
Ig0)— L| <ô se 0< |x—c|< ô (8) 


Assim, se x satisfizer a condição à direita de (8), segue que g(x) irá satisfazer a condição à 
direita de (7), e isso implica que a condição à esquerda de (6) está satisfeita, completando a 
demonstração. W 


E DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DA CADEIA 
A seguir, vamos demonstrar a regra da cadeia (Teorema 2.6.1, no Volume 1), mas primeiro 
precisamos de um resultado preliminar. 


D.3 TEOREMA Seffor diferenciável em x e se y = f(x), então 


Ay = f'(x)Ax + eAx 


onde € > 0 quando Ax > 0 e € = 0 se Ax = 0. 


DEMONSTRAÇÃO Vamos definir 


fœ + Ax) — f(x) ; 
c- Te f(x) seAx O (9) 
0 se Ax = 0 


Se Ax 0, segue de (9) que 
cbx = [fœ + AX) — fO)] — fO)Ax (10) 
No entanto, 
Ay = fx + Ax) — fœ) (1) 
logo, (10) pode ser escrito como 
eAx= Ay — f'(x) Ax 
ou 
Ay = f'(x)Ax + eAx (12) 


Se Ax = 0, então (12) ainda é válida (por quê?), logo (12) é válida para todos os valores de 
Ax. Resta mostrar que e— 0 quando Ax — 0. Contudo, isso segue a partir da hipótese de que 
fé diferenciável em x, já que 


[ro 


lim e = lim 


Ax>0 Ax> 0 


A ræ] =H(0)-16)=08 
x 


Estamos prontos para demonstrar a regra da cadeia. 


D4 


Apêndice D 


Provas selecionadas 


D.4 TEOREMA (Teorema 2.6.1) Seg for diferenciável no ponto x e f for diferenciá- 
vel no ponto g(x), então a composição fo g será diferenciável no ponto x. Além disso, se 
y = f(e(x)) eu = g(x), então 


dy dy du 


dx du dx 


DEMONSTRAÇÃO Uma vez que g é diferenciável em x e u = g(x), segue do Teorema D.3 que 
Au = g'(xX)Ax + eAx (13) 


onde €;—> 0 quando Ax > 0. E como y = f(u) é diferenciável em u = g(x), segue do Teorema 
D.3 que 


Ay = f'(u)Au + eAu (14) 


onde e,— 0 se Au > 0. 
Fatorando Au em (14) e, então, substituindo (13) resulta 


Ay = [f u) + ellg'0)Ax + erAx] 


ou 
Ay = [f'(u) + elg’ Œ) + JAx 
ou se Ax 5 0, 
Ay ; ; 
— =[f u) +ellg' x) + e] (15) 
Ax 


No entanto, (13) implica que Au > 0 quando Ax > 0 e, portanto, e;— 0 e —0 quando Ax 
— 0. Assim, de (15) 


im È = fuga) 
a TN 
ou 
dy Rod dy du 
e ="24- 5 
EE f u)g Œœ) AFE 


E DEMONSTRAÇÃO DE QUE EXTREMOS RELATIVOS OCORREM EM PONTOS 
CRÍTICOS 


Nesta subseção, demonstraremos o Teorema 4.2.2, no Volume 1, que estabelece que os extre- 
mos relativos de uma função ocorrem em pontos críticos. 


D.5 TEOREMA (Teorema 4.2.2) Suponha que f seja uma função definida em um in- 


tervalo aberto contendo o ponto xp. Se f tiver um extremo relativo em x = xo, então x = Xo 
será um ponto crítico de f; assim, ou f' (xo) = O ou f não é diferenciável em xo. 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que f tenha um máximo relativo em xo. Há duas possibilidades 
— ou fé diferenciável no ponto xo ou não é. Se não for, então xo é um ponto crítico de fe não 
há nada a demonstrar. Se f for diferenciável em xo, então precisamos mostrar que f'(x9) = 0. 
Vamos fazer isso mostrando que f'(xo) > 0 e f'(xo) < 0, do que segue f'(x9) = 0. A partir da 
definição de derivada, temos 


, flo h) — f(xo) 
Db E 
e, portanto, 


h = 
Fws Jim, f(xo + ? f(xo) (16) 
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= Jim Flo +h) — flxo) (17) 


- h 
Como f tem um máximo relativo em xo, existe um intervalo aberto (a, b) contendo xy no qual 
fŒ) < f(xo) para todo x em (a, b). 

Suponha que A seja suficientemente pequeno de tal forma que xo + A esteja no intervalo 
(a, b). Segue que 


f(xo +h) <f(xo) ou, equivalentemente, f(xo + h) — f(xo) < 0 
Assim, se h for negativo, 


Flo +h) — flxo) E 
h > 


0 (18) 


e se h for positivo, 


fao +h) — fao) 
: < 


0 (19) 


Porém, uma expressão que nunca assume valores negativos não pode ter um limite negati- 
vo, e uma expressão que nunca assume valores positivos não pode ter um limite positivo, de 
modo que 


f(xo +h) — f(xo) Ri 


es 
f xo) = im A De (17) e (18) 


lim Flo +h) — f(xo) aii 


i l 
f (xo) = Rua n De (16) e (19) 


Como f’ (xo) > 0 e f' (xo) < 0, segue que f'(xo) = 0. 
Um argumento análogo é aplicável quando f tem um mínimo relativo em xo. E 


E DEMONSTRAÇÕES DE DUAS FÓRMULAS DE SOMATÓRIOS 
Demonstraremos as partes (a) e (b) do Teorema 5.4.2. A demonstração da parte (c) é análoga 
à da parte (b) e será, por isso, omitida. 


D.6 TEOREMA (Teorema 5.4.2) 


(a) Dk=1+2+-..4 n= TRIO 
k=1 


n 


2 n(n+4DQn+ 1) 
= 6 


DS R=P4+2+...4n 
k=1 


n 2 
(c) Desr? = [MES] 


k=1 2 


DEMONSTRAÇÃO (a) Escrevendo 
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de duas maneiras, primeiro com as parcelas em ordem crescente e depois com as parcelas em 
ordem decrescente e, em seguida, somando, obtemos 


Dk= 1 + 2 + 3 +º+0-D+n-D+ n 


Dk= n +0-D+0-D+.+ 3 + 2 + 1 


23 k=Mn+DEMHDAMN+HD +H AMADA AD+AG+D 
k=1 


=n(n+ 1) 


Assim, 


D. _nn+!) 
2 
k=1 


DEMONSTRAÇÃO (b) Observe que 
k+- RB=B +3 +3k+1—-KP=3K+3k+1 
Portanto 


DG + -Kl= YOGE +3k+1) (20) 


k=1 k=1 


E Escrevendo o lado esquerdo de (20) com os índices em ordem decrescente de k = n até k = 1, 
A soma em (21) é um exemplo de 


uma soma telescópica, pois os can- obtemos 
celamentos de cada uma das duas n 
partes de uma parcela interna com k+1} -Kl= DÊ — n? [4823 93093 2—1 
[k + 1) J=[0 + =nT+A-+I J+I J+1 ] 
partes das parcelas vizinhas permite vol 
que a soma toda colapse como um L (n + 1 1 21) 


telescópio retrátil. 
Combinando (21) com (20) e expandindo o lado direito de (2) usando o Teorema 5.4.1 e a 
parte (a) que acabamos de demonstrar, obtemos 


RA ni-1=3S B+3S 41 
k=1 


k=1 k=1 


A ann) 
= Fl +3— = o 


k=1 
Logo, 
35 e = [an+ 1] gueto 
k=1 
= 3 e 
=(n+1) 3n+0(5) (n+1) 
- E poqn + 12 — 3n — 2] 
= PE duas n(n + DQn + 1) 
2 2 
Assim, 


Rs int Dn + = 
k=1 
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E DEMONSTRAÇÃO DO TESTE DA COMPARAÇÃO NO LIMITE 


D.7 TEOREMA (Teorema 9.5.4) Sejam > aze} by séries de termos positivos e su- 
ponha que 


Se p for finito e p > 0, então ambas as séries convergem ou divergem. 


DEMONSTRAÇÃO Precisamos apenas mostrar que 5" by converge quando 3" ay converge e 
que J` by diverge quando 3” ay diverge, uma vez que os casos restantes são implicações 16- 
gicas destes (por quê?). A ideia da demonstração é aplicar o teste da comparação para >" a e 
múltiplos adequados de 3” by. Para isso, seja € um número positivo qualquer. Como 


segue que os termos na sequência (a,/b;) devem estar, a partir de um certo termo, a menos 
de e unidades de p; ou seja, há um número positivo K tal que para k > K temos 


ak 
p—e<—<p+e 
bk 


Em particular, se tomarmos qualquer € = p/2, então para k > K temos 


1 ak 3 1 b 3 b 
-Pp<— <-p ou — < ak < -= 
2 pP b; 2 p 2 PDk k 2 PDk 
Assim, pelo teste da comparação, podemos concluir que 
o 1 o0 
) —pbk converge se ) ax converge (22) 
2 
k=K k=K 
3 - 
) —pbk diverge se >» ar diverge (23) 
2 
k=K k=K 


No entanto, a convergência e a divergência de uma série não é afetada retirando-se finitos 
termos ou multiplicando o termo geral por uma constante não nula, de modo que (22) e (23) 
implicam que 


o o 
) bg converge se ) ak converge 


k=1 k=1 
o o 
) bg converge se J ar diverge E 
k=1 k=1 


E DEMONSTRAÇÃO DO TESTE DA RAZÃO 


D.8 TEOREMA (Teorema 9.5.5) Seja > ur uma série com termos positivos e su- 
ponha que 


. Uk+1 
p= lim 
k— +% Uk 


(a) Se p < 1, a série converge. 


(b) Se p > l ou p = +o, a série diverge. 


(c) Se p= 1, a série pode convergir ou divergir, de modo que deve ser tentado outro teste. 


DEMONSTRAÇÃO (a) O número p deve ser não negativo, uma vez que é o limite de ug+1/Uk, 
que é positivo para todo k. Nessa parte da demonstração, vamos supor que p < 1, de modo 
que0O<p<l. 
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Demonstraremos a convergência mostrando que os termos da série dada são, a partir de 
um certo termo, menores do que os termos de uma série geométrica convergente. Para isso, 
vamos escolher qualquer número real r tal que O < p < r < 1. Como o limite de up, 1/u É p, 
e p < r, os termos da sequência (uz. 1/ux) devem ser, a partir de um certo termo, menores do 
que r. Assim, existe um inteiro positivo K tal que para k > K temos 

Uk+1 
uk 


<r OU Upy<ruk 


Disso resultam as desigualdades 
Ug+ı <YUK 


UK+2 < FUK+1 < rug 


UK+3 < rug42 < r°uk (24) 


UK+4 <VYUK43 < rtux 


Contudo, O < r < 1, portanto 
ruç + rPuç+ Pura 


é uma série geométrica convergente. A partir das desigualdades em (24) e do teste da com- 
paração segue que 


Ugy + Uk4o + Uk eo 


deve também ser uma série convergente. Assim, uy + u2 + u3 + = + ug + = converge pelo 
Teorema 9.4.3(c). 


DEMONSTRAÇÃO (b) Nesta parte, demonstraremos a divergência mostrando que o limite do 
termo geral não é zero. Uma vez que o limite de ug + 1/uré pe p > 1, os termos na sequência 
(uk + 1/ury devem ser, a partir de um certo termo, maiores do que 1. Assim, existe um inteiro 
positivo K tal que para k > K temos 
um 
uk 


>1 ou Uk} > Uk 


Disso resultam as desigualdades 
UK+1 > UK 
Uk+ > UK4 > UK 
UK+3 > UK42 > UK (25) 


UK+4 > UK43 > UK 


Como ug > 0, segue das desigualdades em (25) que lim po uk £ O e, assim, a série 
u, + u2 + + +uy + = diverge pela parte (a) do Teorema 9.4.1. A demonstração no caso em 
que p = +% é omitida. 


DEMONSTRAÇÃO (c) A série harmônica divergente e a série p convergente com p = 2, am- 
bas, têm p = I(verifique); assim, o teste da razão, quando p = 1, não distingue entre conver- 
gência e divergência. E 


E DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA ESTIMATIVA DO RESTO 


D.9 TEOREMA (Teorema 9.7.4) Se a função f puder ser diferenciada n + 1 vezes em 
um intervalo contendo o ponto xo e se M for uma cota superior para |f"* D()] no inter- 
valo, isto é, se If + DO] < M em qualquer x do intervalo, então 


M 
[Ra(x)| < mA DI” — xo" 


com qualquer x do intervalo. 
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DEMONSTRAÇÃO Estamos supondo que f possa ser diferenciada n + 1 vezes em um interva- 
lo contendo o ponto xo e que 


IOP] <M (26) 

em qualquer x do intervalo. Queremos mostrar que 
IRS e — agf! em) 

id T n+! 


em qualquer x do intervalo, onde 


4 (k) 
RO= 0) Y O wo) (28) 


Pr k! 


Em nossa demonstração, iremos precisar das duas seguintes propriedades de R,(x): 


Rilxo) = Ralo) = + = RP (xo) =0 (29) 


R$ D(o) = f0+D(x) em qualquer x do intervalo (30) 


Essas propriedades podem ser obtidas analisando o que acontece se a expressão para R,(x) na 
Fórmula (28) for diferenciada j vezes e, então, xo for substituído na derivada. Se j for menor 
do que n, a j-ésima derivada da soma na Fórmula (28) consiste em um termo constante f xo) 
mais termos envolvendo potências de x — xo (verifique). Assim, R$ ) (x0) = 0comj<n,o 
que demonstra tudo menos a última equação em (29). Para a última equação, observe que a 
enésima derivada da soma em (28) é a constante f“(xo), portanto R™® (xo) = 0. A Fórmula 
(30) segue da observação de que a (n + 1)-ésima derivada da soma em (28) é zero (por quê?). 

Vamos, agora, para a parte principal da demonstração. Para simplificar, daremos a de- 
monstração no caso x > xo e deixamos para o leitor o caso x < xo. Tem-se, a partir de (26) e 
(30), que |R£+D(x)| < M e, portanto, 


-M < R®*D (x) < M 


Assim, 


| -maz f RDO dr f M dt (31) 
Xo Xo 


Xo 


Porém, de (29) segue que R® (xo) = 0, portanto 


| REDO dt = RPO = R” (x) 
xo 


Xo 
Assim, efetuando as integrações em (31), obtemos as desigualdades 
-M(x — xo) < RP (x) < M — xo) 


Agora, vamos integrar novamente. Substituindo x por t nessas desigualdades, integrando de 
xo até x e usando RD (x9) = 0, obtemos 


M M 
ane xo)” SRP) < ze- xo) 


Se continuarmos repetindo esse processo, depois de n + 1 integrações iremos obter 


(x — xo)" tl < R, Œ) < (x — xo)” t! 


Q+D! (n + 1)! 
o que pode ser reescrito como 


[Rn œ| (x — xo)” t! 


(n + 1)! 
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Isso completa a prova de (27), uma vez que os sinais de valor absoluto podem ser omitidos 
naquela fórmula quando x > xo (que é o caso sob consideração). E 


E DEMONSTRAÇÃO DA IGUALDADE DE PARCIAIS MISTAS 


D.10 TEOREMA (Teorema 13.3.2) Seja fuma função de duas variáveis. Se fy e fyx fo- 


rem contínuas em algum disco aberto, então fwy = fy nesse disco. 


DEMONSTRAÇÃO Suponha que f seja uma função de duas variáveis tal que fyy e fyx Sejam 
contínuas em algum disco aberto. Seja (x, y) um ponto desse disco e defina a função 


wh, y) = fx + Ax, y + Ay) — fa + Ax, y) — FO, y + Ay) + fl, y) 
Fixemos, agora, ye Ay e seja 
80) =f, y + Ay) — fx, y) 
de modo que 
u(Ax, Ay) = g(x + Ax) — g(x) (32) 


Como f é diferenciável em um disco aberto contendo (x, y), a função g é derivável em algum 
intervalo contendo x e x + Ax, com Ax suficientemente pequeno. Então, podemos aplicar o 
Teorema do Valor Médio a g nesse intervalo e, portanto, obter algum c entre x e x + Ax tal que 


g(x + Ax) — gx) = g(cC)Ax 
No entanto, 
8 (O) = fe, y + Ay) — f(c, y) 
portanto, pela equação (32), 
w(Ax, Ay) = g(x + Ax) — g) = g'o) Ax = (fc, y + Ay) — fc, y)DAx (83) 


Seja, agora, h(y) = f(c, y). Como f; é diferenciável em um disco aberto contendo (x, y), a função 
h é derivável em algum intervalo contendo y e y + Ay, com Ay suficientemente pequeno. Apli- 
cando o Teorema do Valor Médio a h nesse intervalo, obtemos algum d entre y e y + Ay tal que 


h + Ay) — hO) = h'(d)Ay 
No entanto, h'(d) = f(c, d), de modo que, por (33) e a definição de h, obtemos 
w(Ax, Ay) = (fx(c, y + Ay) — fic, y))Ax 
= (h(y + Ay) — h(yDAx = A (d)AyAx 
= fxy(c, d)AyAx 


= w(Ax, Ay) 
f(c, d) = T (34) 


Como c está entre xe x + Axe d está entre y e y + Ay, vemos que (c, d) tende a (x, y) quando 


(x, y) tende a (0, 0). Assim, segue da continuidade de fy, e (34) que 


fo(x, 3) lim fo(cd) So 
,y) = im c, d) = im 
IAE anao (Ax,Ay)> 0,0) AyAx 


De maneira análoga, pode ser demonstrado que 


w(Ax, Ay) 


x, y)= lim 
fsx, y) (Ax, Ay)> (0,0)  AyAx 


e, portanto, segue o resultado. E 
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E DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DA CADEIA PARA DUAS VARIÁVEIS 


D.11 TEOREMA (Teorema 13.5.1) Sex=x(t)ey = y(t) forem diferenciáveis em t e 
se z = f (x, y) for diferenciável no ponto (x(t), y(t)), então z = f (x(t), y(t)) será diferenciá- 
velemte 


dz ðzdx  ðzdy 
dt ðxdt ðydt 


DEMONSTRAÇÃO Sejam Ax, Ay e Az as variações em x, y e z, respectivamente, que corres- 
pondem a variações de At em t. Então 
dz Az dx Ax dy Ay 


= lim : = lim s = lim 
dt st>0 At dt At>0 At dt At>0 At 


Como f(x, y) é diferenciável em (x(t), y(t)), segue de (5) na Seção 13.4 que 


dz əz 
Az = zA + aY +e(Ax, Ay) y (Ax)? + (Ay)? (35) 
x y 


onde as derivadas parciais estão calculadas em (x(t), y(t)) e onde e(Ax, Ay) satisfaz e(Ax, Ay)— O 
quando (Ax, Ay)—(0, 0) e e(0, 0) = 0. Dividindo ambos os lados de (32) por At, obtemos 


Az dz Ax ðzAy  e(Ax, Ay)y (Ax? + (Ay)? 


At Ox At dy At (26) 
Como 
-SAXA AXN? (Ay? ARY ANY 
lim ——————————— = lim — | +[— | = lim | lim 
AL>0 [At] AL>0 At At At>0 At At>0 At 
dx “i dy É 
Va dt 
resulta 
| |Ee(Ax, Ay) (Ax? + (Ay)? o Je(Ax, Ay) IV (AX)? + (Ay)? 
lim = lim 
At>0 At>0 [At] 
Ax)? Ay)? 
= lim |e(Ax, Ay)|- lim v (Ax) + (Ay) 
At>0 At>0 |At| 
dx? dy 7 
EE) 
Assim, 


e(Ax, Ay) (Ax)? + (Ay)? 


lim 


At>0 


Tomando o limite quando At 0 de ambos os lados de (36), obtemos a equação 


dz ðzdx  ðzdy 
dt ðxdt ðydt 


Esta página foi deixada em branco intencionalmente. 


RESPOSTAS DOS 
EXERCÍCIOS ÍMPARES 


> Exercícios 8.1 (página 566) do nf x? i 
3. (a) primeira ordem (b) segunda ordem a y= 2 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 29. (a) y'(Ð = y(1)/50, y(0) = 10.000 (b) yA = 10.000€/50 
economizar espaço. (c) 50In2 = 34,66h (d) 50 In(4,5) = 75,20 h 
5. Falsa; aparecem somente derivadas de primeira ordem. dy Era 
7. Verdadeira; é de terceira ordem. 31. (a) Er = —ky, k ~ 0,1810 (b) y= 5,0 x 10'e% 
15. yo)=e 2 — 2e" 17. y(x) = 2e™ — 2xe™ (c) ~ 219.000 átomos (d) 12,72 dias 
19. y) = sen 2x +cos2x 21. yx) = -2x +2x+3 33. 50 In(100) = 230,26 dias 35. 3,30 dias 
23. y@=2/B-2x) 25. y@)=2/x 39. (b) 70anos (e) 20anos (d) 7% 
d ã x 
27. (a) ay. = ky?, y0) = yo (k > 0) 43. (a) não (b) mesmo, r% 45. (b) In(2)/In(5/4) = 3,106 h 
dt 47. (a) $1491,82 (b) $4493,29 (c) 8,7 anos 
d 
6) Z = 2,0) = yo k > 0) 5L @) hy D qo 
ds 1 d?s ds L 
29. — = -s (b) = =2— 33. (b) L/2 
OO (b) L/ , 
L- 
»> Exercícios 8.2 (página 575) t 
Hio 
l. y=Cx 3. y= Cey? 1,00 
2 x | 
5. 2In|y| +y E C 7. y= ln(secx+ C) (O av A ay 
9.. y= ;y=0 
1 — C (cossec x — cotg x) Lo L= 
HM. y +seny=xXŻ +r 13. Y- 2y=f+t+3 AAT A a i 
15. (a) E -0,572 r y (b) y =8/2, O Is 
= 152 
e 53. yo% 2, L7% 8, k ~ 0,5493 
55. (a) yo=5 (b) L=12 (0) k=1 (d) z= 0,3365 
d 1 
z=-3 © Z = 1029. 0)=5 
1000 
57. (a) y= IF 49e MIS 
(b) 
t|O|1/2/3]4|5/]6|7 
»()/20/22/25|28 |31 |35 |39 | 44 
C 
17. y= t |8/9/10/11/12/13/14 
x2+4 
15 Y| 49 | 54 61| 67 |75 |83 93 
C=0 
E 59. (a) T=21474e* (b) 6,22 min 
61. (a) v =c —— -gt (b) 3.044 m/s 
= mo — kt 
63. (a) h ~ (2 — 0,003979? (b) 8,4 min 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 65. (a) v = 128/(4t + 1), x = 32 In(4t + 1) 


economizar espaço. 


21. Verdadeira; pois TO) dy = dx. 23. Verdadeira; pois Gy ER 
y 


R2 Respostas dos exercícios ímpares 


> Exercícios 8.3 (página 584) 


1. Ay 3. 


Nos o A 2 

S e a 0 

ado e a > 

=2 2 

A o do ma 

VD SN -1 
5. y— 1 quando x—> +% 
7 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Xn 0 0,5 1 15 2 25 3 3,5 4 

Yn | 1,00 150 | 207 | 211 341 | 4,16 | 496 | 5,82 | 6,72 
9. 

nl oļi 2 3 | 4 Pd 

fa | 0,00 | 0,50 1,00 1,50 | 2,00 

e 0° ° 
Yn | 1,00 1,27 1,42 1,49 1,53 º 
1 
t 

11. 0,62 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

13. Verdadeira; a derivada é positiva. 

15. Verdadeira; y = yo é uma solução se yo for uma raiz de p. 

17. (b) y(1/2) = 3/2 19. (b) O corte com o eixo x é In 2. 


2xy — y? 
1 3 2. 
23. (a) y Se (© y — xy =2 
1 n 
25. (b) lim y= lim (= ) =e 
n> +% n> +% n 


»> Exercícios 8.4 (página 592) 


: f ; C 
1. y=e™ + Ce™ 3. y=e™ senle") + Ce™ 5. y= —— 
x 3 2 x2 +1 
7T. y=>4 9. y =4e* —1 
ETa PRATES 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
11. Falsa; y = x° é uma solução de dy/dx = 2x, mas y + y = 2x? não é. 
13. Verdadeira; tenderá à concentração da substância no fluido que entra. 


. _ [+e seyoz1/4 
15: 7 17: q = E se yo < 1/4 
19. (Dal o 1 2 3 4 5 


Xn 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
Yn 1 1,20 | 1,48 | 1,86 2,35 | 2,98 


(b) y= —(x + D+ 2ex 


p 0102 |04 |06 |0,8 |1,0 
(x) | 1,24 | 1,58 | 2,04 | 2,65 | 3,44 
erro absoluto 0 0,04 | 0,10 | 0,19 | 0,30 | 0,46 


erro percentual 0 3 6 9 11 13 


21. (a) 200 — 175e™/5 g (b) 136g 23. 251b 
27. (a) I()=2-22A (b) 0-2 


b Capítulo 8 Exercícios de Revisão (página 594) 
1. (a) linear (b) ambos (c) separável (d) nenhum 
3. y=tg0*/3+0) 5. Inlbl+)/2=+Cey=0 

7. y*+4In(x/)=1 

9. 


y 11. A) 
3d pod 
2 
[mos 
$ : ER 
RR E 
12 3 4 
13. n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Xn 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 


Yn 1 150 | 211 | 284 | 3,68 | 4,64 | 5,72 | 6,91 | 823 


15. 1 2 3 4 5 


In 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
Yn | 1,00 | 1,20 | 1,26 1,10 | 0,94 | 1,00 


17. (a) y% 2e01386t (b) y= 500.015 (e) ya% 0,5995951 17t 
(d) y = 0,8706e%!386 19, y = e7?” + Ce 

21. y =—1+4e%/2 23. y= 2 sech x + (x sech x + senh x) 

25. em torno de 646 onças 


b Capítulo 8 Estabelecendo conexões (página 595) | | 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

1. (b)y=2-3e 2 

3. (a) du/dx= (f(u) — u)/x (b) x? — 2xy —- y? = C 


»> Exercícios 9.1 (página 605) 


1 =p! 2n— 1 n? 
zai OD O O am 
3. (a) 2,0,2,0 (b) 1,—1,1,—1 (©) 2(1 + (—1);2 + 2 cos nr 
5. (a) O limite não existe devido à oscilação repetida entre —1 e 1. 
(b) —1;1;—1;1;—1 (e) não 
n 


rE E Š; converge, lim 


1. (a) 


PPPT ntent? 
9. 2,2,2,2, 2; converge, lim 2=2 
A-F 00 
Ini In2 In3 In4 Ins ; Inn 
11. , 3 5 T ; converge, lim — = 
1 2 3 4 5 n>+o n 


1 16 54 128 250. 


13. 0,2,0, 2,0; diverge 15. 3 65 1: diverge 


17. 


25. 


27. 


29. 


| 2n—1 y 
5 ; converge, 
n=1 


1 1 
6 12 20 30 42 : 
D To TR» 3)» 50, converge, Me ben 14 


1, 4€72,9€2, 16674, 25e75; converge, 


2 1 

n) 2 
lim nZe" =0 

n— +% 


52 /6V IM! EN o fan+3F os 
2l=)5|-),[=),[-) ;converge, =e 
3 4 5 6 n5+e|n+1 


lim 


g 2n— 1 
lim =l 
n—> +% 2n 


2n 


Lj 1 
(PH Restos x m — =0 
3n “no 3n 


converge, lim (—1)"+] 
n=1 


1 1 Eid 
ai | Ds E 
(asd lara] NR 


1 1 
» di nr =0 
converge Ra ) (G F ) 


[VFI - va FE, im (FT = Va FD =0 


» converge, 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


31. 
33. 


35. 
37. 


39. 


43. 
45. 


49. 


> Exercícios 9.2 (página 613) 
1. 


11. 


Verdadeira; uma sequência é uma função cujo domínio é um conjunto 
de inteiros. 

Falsa; por exemplo, ((—1)"*!) diverge com termos que oscilam entre 1 
e-l. 

O limite é 0. 

Por exemplo, ((—1)") 12, e {sen(n/2) + 1/n} 2 


_ fn, n ímpar 
(a) 1,2,1,4,1,6, (b) ad pi 
“Jun, n ímpar 
(e) n= (640), n par 


(d) (a) diverge; 
(a) 0,5” (© 


(b) diverge; (c) lim a =0 
n> +% 


lim an=0 (d) -I<a<l 
n> +% 


(a) 30 (b) lim 2” +3”) =3 
0 ===> 5 
0 
(a) N=4 (b) N=10 (© N= 1000 


estritamente decrescente 3. estritamente crescente 5. estritamente 


decrescente 7. estritamente crescente 9. estritamente decrescente 


estritamente crescente 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


13: 
15. 


17. 
21. 
23. 
25. 


27. 
29. 


D Exercícios 9.3 (página 621) 
1. 


Verdadeira; a,,1 — an > O com qualquer n equivale a a, < a) < a3 < 
-<an<-- 

Falsa; por exemplo, ((—1)"*!) = (1, 
diverge. 

estritamente crescente 
estritamente crescente a partir de um certo termo 
estritamente crescente a partir de um certo termo 
Sim; o limite situa-se no intervalo [1, 2] 


(a) /2,/2+v2,/2+V2+N2 (e L=2 


(a) 60, 1500 x 214,3, 3750 ~ 288,5, 73000 ~ 298,8 (d) L= 300 


ll; ..) é limitada, mas 


19. estritamente crescente 


12 62 312.5 1y»). j =5 
(a) 2, 5,55» 555 (1 — (5) ); dim sn = 5 (converge) 


6 157, Bla); aim sn = +o (diverge) 
MEREN 1 h i 
io, S e aa SE $ m s, = — (converge 
BAD 32 afiado à a 


3: 
15; 


Respostas dos exercícios ímpares R3 


4 1 1 : 448 
7 5.6 7.3 9.5 11. diverge 13. 17 


(a) Exercício 5 (b) Exercício 3 (e) Exercício 7 (d) Exercício 9 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


17. 


19. 


31. 


33. 


> Exercícios 9. E (página 629) 


1. 


3: 


29. 


© (a) s, = —1n(n + 1); 


Falsa; uma série infinita converge se a sequência de suas somas 
parciais convergir. 
Verdadeira; a sequência das somas parciais (s,) da série harmônica 


, n+1 Goo sê 
satisfaz son > TE portanto, essa série diverge. 


1 23. 532 


52 27. 70m 


lim S, = —oo (diverge) 
> +o 


(b) converge se|x| > 2; S = 


(c) converge se x > 0; S = 


e=] 
1 1 1 


Im = qa + 9n-2 meitat 


(a) f (b) é 

(a) e =3, conveige (b) p= 3, diverge 
(c) p= 1, diverge (d) p= à, diverge 
(a) diverge (b) diverge (c) diverge 
(a) diverge (b) converge 

diverge 11. diverge 13. diverge 15. diverge 17. diverge 
converge 21. diverge 23. converge 25. convergesep>1 
(a) diverge (b) diverge 


(d) nenhuma informação 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


31. 


41. 


> Exercícios 9.5 (página 636) 
1. 
9. 

17. 


[he 


Falsa; por exemplo, >» 27% converge a 2, mas na 
diverge. k=0 


=p” 


. Verdadeira; veja o Teorema 9.4.4. 


- (a) (7/2) — 


(74/90) (b) (72/6) — 


1 1 1 
(d) Rue e w 


(5/4) (e) 7/90 


ER) a o Exercício 36(b) (b) n= 
4 

(©) Z = 1,08238 
90 


converge 


(a) converge (b) diverge 5. converge 7. converge 
diverge 11. converge 13. inconclusivo 15. diverge 
diverge 19. converge 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


21. 


23. 


25. 
REM 
41. 
49. 


51. 


53. 


Falsa; o teste da comparação no limite usa um limite do quociente de 
termos correspondentes tomados de duas sequências diferentes. 
Verdadeira; use o teste de comparação no limite com a série 
convergente $` (1/k?). 
converge 27. converge 
diverge 35. converge 
43 diverge 


29. converge 31. converge 
37. diverge 39. converge 
converge 45. converge 47. converge 
converge 

k! . k+1 


1 
= ;p= l =>; 
M= gussa Gk kateak Dr ES 


(b) diverge 


(a) converge 55. (a) converge 


R4 


> Exercícios 9.6 (página 646) 


3. 


11. 
15: 
19. 
23. 
27. 


Respostas dos exercícios ímpares 


diverge 5. converge 7. converge absolutamente 9. diverge 
converge absolutamente 13. converge condicionalmente 
divergente 17. converge condicionalmente 

converge condicionalmente 21. divergente 

converge condicionalmente 25. converge absolutamente 


converge absolutamente 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


29. 


31. 


> Exercícios 9.7 (página 657) 


Falsa; uma série alternada tem seus termos alternando entre positivo e 
negativo. 

Verdadeira; se uma série converge, mas diverge absolutamente, então 
ela converge condicionalmente. 


- |erro| < 0,125 35. |erro| < 0,1 37. n = 9.999 
. n=39.999 41. |erro| < 0,00074; sy = 0,4995; S = 0,5 
. 0,84 45.041 47. (© n=50 
—1 
. (a) Sea; = E então > ay converge e >) az diverge. 
~k 
EN: 
Se ar = „então 3) ay converge e 3) a? também converge. 
1 
(b) Se ag = P então 5) az converge e X ay diverge. 
Se ar = —, então >) af converge e 3) ay também converge. 


1. (@) 1—x+4x?,1—x (1-2, 
3. (@)1+4@-1)—}@-—1)? (b) 1,04875 5. 1,80397443 
7. p = l pe) == pa lsa 222, 
1 lo 13 
pal) = na -a E 
„l2 _ DR me 
paQ)=1-x4 ad Eai k m E = 
k=0 
x n? 2 
9. pol) =1, pr) =1, pala) =1— gS quê, 
2 4 n/2) kk 
—1 
paQ)=1 a x? 4 q xí; 3 ( a x% (Ver Exercício 74 
da Seção 0.2, no Volu- 
11. po(x) =0, pi@) = x, po&) = x — 2, p &) =x — 3x? + 32°, 
i i i da (Dr 
pao) =x- 5224 4x2 — Ga? E 
k=1 
x2 
13. po) = 1, pœ) = 1, p0)=1+ 7’ 
x? x? x! ln/21 1 os 
p3(x) = 1 + 2 »pa(x) = 1 + 7 + ar 3 oa (Ver Exercício 
74 da Seção 0.2, no Volume1) 
15. po6)=0, pio) =0, pa) = 22, pa) = 2º, 
[n/2]-1 (1% 
pa(x) = x? — ixt; 2 aD (Ver Exercício 74 da 
Seção 0.2, no Volu- 
17. pl) =e, pl) =e +e — 1), 


pma) =e tee D+ 56 17, 
e e 
pra) =e+elx- D+ 56 Dt 1), 
pa) =e +e- 1) a D+ qa + qa DS; 
e 
— (x — 
Lu 


19. 


po&) = —1, pœ) = -1 — œ + 1), 

PRE) =-1-— œ +1)- +1), 

pa) =-1-a& +1) -+1 - a+, 
pax) = -1 — œ + 1) — & + 1}? — (x + 1) — (+; 


Sena +1* 


k=0 
n? nN? 
21. po) = pi&) = 1, pa) = pœ) = 1 3 (: 5) , 
x? Nº mM nf 
ps) =1 7 (+ 5) Er (+ 5) ; 
[n/2] (e 2k 1l 2k 
EN (+ — 5) (Ver Exercício 74 da Seção 0.2, no 
k=0 (2h)! 2 Volumel) 
23. pl) =0, p) = &- 1), plO)=(4-—D- 5-2, 
Ba) =&-1) -e-+ ir, 
pa) =@-1) -$e -1+ ie- 1- la); 
lá (je E 
e) 
k=1 
25. (a) po =1+2x- 2+2 
b) p =1 +20- 1- e- 1a- 1) 
27. po(x) = 1, pi(x) =1-2x, 4 
p(x) = 1 — 2x + 2x?, 
p3(x) = 1 — 2x + 2x? — a 
—0,6 0,6 


29. 


po) = —1, pa) = —1 + (x 
pa) =-1 tits gt 
pa) =-1 +} - r)? -4a 


+7 — mf 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


31. 


REM 


39. 


Verdadeira; y = f (xo) + f(xo)(x — xo) é o primeiro polinômio de Taylor 
de fem o de x = xo. 
Falsa; pÊ (xo) = fO (xo) 35. 1,64872 37. IV 


(a) 3 
-1 1 
-1 
(b) 

x | —1,000 | -0,750 | -0,500 | -0,250 | 0,000 | 0,250 | 0,500 | 0,750 | 1,000 
fœ% 0,431 | 0,506 | 0,619| 0,781 | 1,000 | 1,281 | 1,615 | 1,977 | 2,320 
PO), 0,000| 0,250| 0,500| 0,750 | 1,000 | 1,250 | 1,500 | 1,750 | 2,000 
P50) | 0,500| 0,531| 0,625| 0,781 | 1,000 | 1,281 | 1,625 | 2,031 | 2,500 
(c) (d) 

je®™* — (1 + x)| < 0,01 Sin x? 

com — 0,14 < x < 0,14 j o pri =0,01 

0,01 
com —0,50 < x < 0,50 
0,015 
-0,15 0,15 
0 
-0,6 >A 0,6 


41. (a) [0; 0,137] (b) 0,002 


0 0,2 
0 


43. (—0,569: 0,569) 45. (—0,281; 0,281) 


»> Exercícios 9.8 (pagina 667) 


+ (IF (—1)tmk E Leno, 
o 7 Doo T 5y EA 


k=1 
o 


1 2 pk Te 
A —— xy% 9, To y+ q, — (x — 
2 cor 2 Qk+ DU 2 pD 


w O 4 kk 2k 
13. De DE + DE 15. Da (> = 5) 


k=0 k=0 


17 se, nº 19. -1 pel 
$ p= .—l <x <l; 
= k l+x 


21. l<x<3 23. (a) -2<x<2 (b) f(0)=1;f(1)=2 


Eu 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


25. Verdadeira; veja o Teorema 9.8.2(c). 


27. Verdadeira; o polinômio é a série de Maclaurin e converge em cada x. 


29. R=1,[-1,1) 31. R= +%,(—%,+%) 33. R= }; [-1,1] 
35. R=1,[-1,1] 37. R=1,(—1,1] 39. R= +%,(—%, +%) 
41. R=1,[-1,1] 43. R= $;(-},-—4) 45. R=1,(-2,0] 
47. R=1;[-2,0] 49. R= +%;(—%,+%) 51. (—%, +00) 


57. raio=R 63. (a) n= 5; s5 œ% 1,1026 (b) ¿(3,7) = 1,10629 


»> Exercícios 9.9 (página 676) 


3. 0,069756 5. 0,99500 7. 0,99619 9. 0,5208 
11. (a) sp (b) 0,223 
ê E 223 


1 
k=1 
13. (a) 0,4635; 0,3218 (b) 3,1412 (c) não 
15. (a) erro <9 x 108 (b) 0,00000005 


=0,2 0,2 


17. (a) De Dt (b) 1 


- 2-5. (3k —4 
pad à at 


(e) Pon te y 23. 23,406% 
k=0 


»> Exercícios 9.10 (página 686) 


L()Il-xs2> + Dyt+-sR=1 
b) Itps rtp R=1 
© 1+2x +42 +. pk pos R=5 
1 1 5 k , 
@ 5t zt za* Poa +: GR=2 
1 1 1.3 1.3.5 
—1/2 2 34 
3. (a) (2+2) pa pot a O aaa" À 
b) A-)2=1422 43% + 484 
3 5 7 
2 2 
34 5 ate a 
5. (a) 2x ET Hr ET } ; R = +% 
4 
(b) 1— 2x + 2x? — x + R= Ho 


Respostas dos exercícios ímpares R5 


1 
© 1Ha? t xt+ quê + ; R =+% 
4 6 
tr o Tatt R= + 
7. (a) x? — 3x? 49x! — 27x5 4 R=} 
3 25 27 
(D) 2x? + Eat + Exs t Ext Ho R = Ho 
3! 5! 7! 
1 
© x- 50 + qu ax tR 
23 25 27 
2 4 6 Š 
9. (a) x 7“ ta” TA 
(b) 12x — 6xº + 4x? — 3x? +- 
1L. (@) 1- œ- Des 1Ha Dk (b) (0,2) 
a E a ES 71 
13. POX br a SE „5 
artt” ot (b) x ATA oo! 


15. (a) 1+ ix? + dat + hri 

19. 2— 4x +2 — 4 +24 

25. [-1, 1]; [-1,1) 27. (a) Dx (b) f®0)= 
k=0 

n! sen forímpar 

O senforpar 


(b) x- x? +: $x? — D+ 


51, FO) = 0 


(e) f™0) = n!ce = | 


29. (a) 1 Ea —+ 31. 0,3103 33. 0,200 


35. (a) 2 ;¿R=+% 37. (a) 3/4 (b) In (4/3) 


lag a5 So 
39. y E tpr nx + 


Eca SS k- + = 
(b) e REST © R=1 
O p mk kk 
41. @ yo = 30) LOC Ce) 0,9998790073y 


k=0 


L k? 9 
43. em fé (1+ A + =) 
> Capítulo 9 Exercícios de Revisão (página 689) 
9. (a) verdadeira (b) às vezes falsa (c) às vezes falsa 
(d) verdadeira (e) às vezes falsa (f) às vezes falsa 
(g) falsa (h) às vezes falsa (i) verdadeira 
(j) verdadeira (k) às vezes falsa (l) às vezes falsa 


n+2 pi n+2 1 
11. (a) j——— ; converge, lim ——————— =- 
N+D)2 n? j,i n>+% (n + 1)? — n? 2 


+o 
(b) [- nr | ; diverge 
n=1 


2n+1 
15. (a) converge (b) converge 17. (a) converge (b) diverge 
1 
4. 4.599 
23. (a) 2 (b) diverge (c) 3/4 (d) 7/4 25.p>1 
29. (a) pl) = 1, p®) = 1- 7x, p(x) = 1 -7x + 5x, 
Px) = 1- 7x + 5x? + 40, pax) = 1 -7x + 5x? + 4% 
33. (a) 2-1 (b) O (c) cose (d) } 


ESA (a) x — $x? + Ex — sa! (b) x — $x? + gx — ga! 


19. (a) diverge (b) converge 21. 


> Capítulo 9 Estabelecendo conexões (página 691) 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 


asen 
1. (a Icos (b) a cossec (c) acotg 0 
— cos 0 
2n+1 
2. (a) A=1,B=-—2 (b) n=2- Dan 


a 


(a) 124,58 < d < 124,77 (b) 1.243 < s < 1.424 
2 


6. vm wo- (E +e) os lo E)r 


R6 | Respostas dos exercícios ímpares 


> Exercícios 10.1 (página 700) 29. 8 31. 3 
1. (a) y=x+2(-1<x<4) 3. 
JP ENESEIEIFAE 
x|1/0/1/2/3]4 -3 8 
0 3 
y 1 2/3 (415 6 3 0 
(d) y As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
6 t=5 economizar espaço. 
; Fa 33. Falsa; x = sen t, y = cos? t descreve somente a porção da parábola 
3 m y=1-xcom-l<x<l, 
t= 
E dy dyldt 12% — 6t 
t=1 35. Verdadeira; 7 yl $ sya 


dx dxļdt x(t) 


E 
1 
39. (a) x=4cost,y=3sent (b) x= -—1 + 4cos t, y= 2 + 3 sent 
41. —4,4 43. ambos os sinais são positivos 45. 4,4 
47. 2/43, —1/(343) 
9 49. 3,4 51. y=-ex+2e! 


53. (a) 0,727 (b) 7/2, 37/2 


55. (a) (b) y = —2x, y = 2x 


13. x= 5 cos t, y= —5 sen t (0 < t< 27) 15. x=2,y=t 
17. x=f,y=t(—-1<t<1) 


19. (a) 15 
-35 10 
0 
(b) 
t 0 1 2 3 4 5 asa DEA 
3 0 | 5,5 8 45 |-8 |-32,5 
E 57. y=2x-8,y=-2x+8 59, | 
y 1 1,5 3 IS 9 13,5 
(© 1=0,243 (d) 0<t<2N2 (e)t=2 à i 
21. (a) 3 (b) 27 
3 16 -1 
g ( -1 1 t = 0, 7/2, 7, 37/2, 27 
Mia 6 a) =I b) oa 0,4345 
-5 EE =) dx  1l1—3cost 0) 0N =0, 
63. (a) elipses de centro fixo, de várias formas e tamanhos. 
23. (a) IV WHI © V (d VI (OM (£ I 25. (b) l (O) 3 (b) elipses de centro variado, de forma, tamanho e orientação fixos. 
27. (b) de (xo, yo) até (x1, y1) (c) círculos de raio 1 de centros na reta y = x — 1. 
© x=3-At— 1), y=-1 +50- 1) 65. 1(5/5-8) 67. 3m 69. Ae? — e?) 


73. (b) x= cos t + cos 2t, y = sen t + sen 2t (c) sim 
75. S=49r 77. S = 2m 


> Exercícios 10.2 (página 716) 


1. af 3. (a) (33,3) 
2x (b) (—7/2, 13/2) 
6 (e) 43.3) 
x x (d) (0,0) 
(1, 3$ e8 3) © (73/2. 1/2 
Ë AS eny O50 
e, 2m) $ 
(4. 7) 


5. (a) (5, x), (5,—m) (b) (4, 117/6), (4, —7/6) 
© (2, 37/2), (2, —7/2) (d) (842, 57/4), (84/2, —37/4) 
(e) (6, 27/3), (6, —47/3) (Œ) (2, 1/4), (V2, —77/4) 
7. (a) (5; 0,92730) (b) (10;-0,92730) (c) (1,27155; 2,47582) 
9. (a) círculo (b) reta (c) círculo (d) reta 
11. (a) r=3secO (b)r="7 (c) r= -—6 sen 0 
(d) 7° cos 8 sen 0 = 4/9 


17. (a) r=5 (b) r=6cos0 (c) r= 1-— cos 
19. (a) r=3sen20 (b) r=34+2sen6 (e) 7? = 9 cos 20 
21. A) 23. AY 


Q 


25. 


Círculo Cardioide 
29. 4 3. 
1 
8 2 
Cardioide Cardioide 
33. 35: 8 
2 
3 
5 

4 2 

emagan Limaçon 


41. 


Respostas dos exercícios ímpares R7 


39. 
4 
7 


Lemniscata 
Limaçon 
43. 2 
27 
47 
8m o) 
67 
Espiral 


Rosácea de quatro pétalas 


Rosácea de oito pétalas 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


47. 


49, 


57. 
61. 


Verdadeira; (- É. 5) descreve o mesmo ponto que (1, E + 7) , que 


3 


Falsa; —1 < sen 20 < 0 com 7/2 < 0 < x, portanto essa porção do 
gráfico fica no quarto quadrante. 


x 2x 
descreve o mesmo ponto que (1, 3 FT 27) =(1, ; 


. 0<0<4m 53. 0 <0 < 8x 
1 3 
i “> | É E | 
=j -3 
0<0< 5r 
1 
=i 1 
- 
—4r < 0 < 4r 
(a) x/2 (b) ar n/2 
0 (1, 3) 
(1 =) 0 
(co) m/2 (d) n/2 


R8 Respostas dos exercícios ímpares 


63. (a) 7/2 (b) 


67. (a) r = 14+ cos + send) (b) r= 1 + sen 8 
(c) r=1— cos (d) r =1— Ycos6 + seno) 
69. (3/2,7/3) 73. N2 


»> Exercícios 10.3 (página 726) 


1. 43 3 tg2-2. 
2tg2 +1 


9. horizontal: (3a/2, 71/3), (0, 7), (3a/2, 57/3) 
vertical: (2a, 0), (a/2, 271/3), (a/2, 47113) 


11. (0,0), (V/2/4, 7/4), (N'2/4, 37/4) 
13. n/2, 15. n/2, 


5. 1/2 7.1;0;-1 


0 = 1/2, tn/6 6 =+7/4 


60 =+7/3 
19. L=2ma 21, L=8a 
23. (b) =2,42 
(o n 2 3 4 5 6 7 
L 242211 2,22748 2,14461 | 2,10100 | 2,07501 | 2,05816 


n 8 9 10 11 12 13 


L |2,04656 2,03821 2,03199 | 2,02721 | 2,02346 | 2,02046 | 2,01802 


n 15 16 17 18 19 20 
L | 2,01600 | 2,01431 | 2,01288 | 2,01167 | 2,01062 | 2,00971 


x x/2 
25. (a) f 3 —coso)2do (b) i 2 cos? 6 dg 
x/2 0 
x/2 2x 
(e) f isen?20do (d) f 102 do 
0 0 


x/2 m/4 
(e) >(1—seno)2do (P) i cos? 20 do 

—n/2 0 
27. (a) za? (b) ma? 29.67 31.47 33. m — 343/2 
35. m/2— 4 37. 107/3-4V3 39. m 41.9/3/2-7 
43. (m 4+343)/4 45. m-—2 


14 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


47. 


49. 


Si 
59. 


67. 


> Exercícios 10.4 (página 744) 


1. 


d 
=—Q0e A = 
1 2 [o=3x dO Ig=3x 
— Æ 0, de modo que a reta O = 37 (o eixo x) seja tangente à curva na 
Origem. 


Verdadeira; aplique o Teorema 10.3.1: cos 


0 1 
Falsa; a área do setor é — - xr? = 501. 
x 


b) a@ (e) 2/3 — 53. 87a? 


z/16 1 65. m? 


2 
(a) x=y (b) -3y =x OS 


2 y? 


= 1 
(b) foco: (0, —2); 
vértice: (0, 0); 
diretriz: y = 2 
» V(O.0) 


(O-X=1 01 
(a) foco: (1, 0); 
vértice: (0, 0); 

diretriz: x = — 1 


moane 


(a) Ay (b) 
- (0,3) 
| (0,3) 
(7,0) (0, V8) 

CRM i X L1 L1 x 
(4,0) Lo | a0 * 
(7,0) [(0,-3) (0,8) 

F (0, —3) 


@=+3? 0-5? 
16 ` 4 
c? = 16 — 4 = 12, c = 2/3 


9. (a) = 1 


Ay 


(-3+243,5) 


xX 
L I I I Ly 


(0, DL (0,-2+5) 


y= 


(2,-2) 


(0,-2-/5) 


(0,—5) 


11. (a) vértices: (+4, 0); (b) vértices: (0, +2); 


focos: (+5, 0); focos: (0, +2/10); 
assíntotas: y = +3x/4 assíntotas: y = +x/3 
» 3x y 
=F 
Ys 4,0) -5 (0, 2V10) paž 
x sa alz 
Wl x ER S 
< > > 
(=5,0) MIN (5,0) Ša 
ad `“ = gy = 
4 (4,0) = (0,-27 4(0,-2N10) DV =- 
7 N 
y = -2 
4 


13. (a) c? =3 +5 = 8, c = 2/2 


;+4=4|2 (4-2 
y ia ) 


Ay 


NT 
(2,-4+ 3) À 
(2,-4-3) 

” 


V 
nu ~“ 

A 
y+4=-[26-2) 


Respostas dos exercícios ímpares 


G+ID2 0-3? 
(b) 1 2 = 


C=14+2=3,c=3 
y-3=-V2(x+ 1) 
A) 


(0, 3) 


e(-1+13,3) 


yxs 


A 
y-3= Vœ + 1) 
15. (a) y2 =12x (b) x =-y 17. y =2(x-— 1) 


19. oZ m Dž i fsi 
21. (a) e b) dae GE eA 
2 o: 2 2 
23 a 5 E =1 o 5 Z=] 
25. (a) r 5 zi a - =1 (b) - -1 


R9 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 
27. Falsa; a descrição é a de uma parábola. 
29. Falsa; a distância do foco da parábola até sua diretriz é 2p; veja a 
Figura 10.4.6. 
31. (a) 16pés (b) 8/3pés 35. 4 pés 


39. $a -4+ 40-3) =1 41.96 
45. L=DV1+p2,T=ipD 47. (64,612; 200) 
nb y 5 2 
49. (a) V = TÉ — 2a°) y a? + b? + 34b x 
a 


y 


55. k= +4; (2, D,(-2,-1) 


59. 


(a) œ- 1? -50-4 


t1} =5, hipérbole 


(b) xX — 3(y + 1} = 0, x = +/3(y + 1), duas retas 


© 4x +22 +80 


+ 1} = 4, elipse 


(d) 3@œ +22 + (y + 1}? = 0, o ponto (—2, —1) (caso degenerado) 
(e) œ+ 4? + 2y = 2, parábola 
(Œ) 5(x + 4? + 2y = —14, parábola 


R10 


> Exercícios 10.5 (página 753) 
(a) x = -1 +343, y =3 +43 3. y? — xX = 18, hipérbole 


1. 


27. 


29. 


> Exercícios 10.6 (página 761) 


1. 


3. 


Respostas dos exercícios ímpares 


(b) 3x? — y2=12 
(ce) 


x’? — }y? = 1,hipérbole 7. y' =x”, parábola 


top 


y? =4(x' — 1), parábola 11. ig! +1) + y? = 1, elipse 


z 
y ) x 


. L +y+y=3 

. vértice: (0, 0); foco: (—1//2, 1/n/2); diretriz: y = x — 2 
© vértice: (4/5, 3/5): foco: (8/5, 6/5); diretriz: 4x + 3y = O 

. focos: +(4/7/5, 3N/7/5); vértices: +(16/5, 12/5); 


extremidades: +(—9/5, 12/5) 


. focos: (1 — 5/2, —/3 + 15/09, (14 5/2, —/3 — 15/29); 


vértices: (—1/2, 3/2), (5/2, —5/3/2); 
extremidades: (1 + v3, 1 — v3), (1 — v3, —1 — 3) 
focos: +(N'15, 5); vértices: +(2n/3, 2); 

5/3 +8 


assíntotas: y = 


ES 
11 
: É ad [3 8 13 
ocos: È $ + : 
"5 5 5 5 


vértices: (2/ V5, 11/n/5), (205, 4/5); 
assíntotas: y = 7x/4 + 345, y = —x/8 + 3/5/2 


@)e=1,d=} b) e=}, d=3 
x/2 x/2 
2 
0 
2 
—2 2 
—2 
(a) parábola, aberta para cima (b) elipse diretriz acima do polo 
10 5 
—8 
-15 15 


-10 -20 


6 1 12 
5. = b) r= = 
di 4+3cos6 (+ 1+cos0 fe) + 3+4seng 


7. (Dr=2n=642+40+9=1 


2 
b) ro=pn=1q(r-5) +3//=1 
2 


9. (a) ro = 1,71 =3; (y — 2)? Z =l 


3)2 2 
fins tasã =t ) - 


12 64 
11. (a) r = b) r= 
dá 2 + cos Orr 25 — 15sen 
5/2 +5 54y/2—5 
= our = 
1+ 2cos0 14 2cos0 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
19. Verdadeira; a excentricidade e de uma elipse satisfaz 0 < e < 1 
(Teorema 10.6.1). 
21. Falsa; a excentricidade tem correlação com o “achatamento” de uma 


13. r 


elipse, o qual independe da distância entre seus focos. 
23. (a) T~ 248 anos 
(b) ro = 29,6645 AU = 4.449.675.000 km, 
rı = 49,3355 AU = 7.400.325.000 km 
37,05 


c) ra — m AU d 2 
© r 1 + 0,249 cos 0 (d) a 
0 
=50 = 
25. (a) ax 178,26 UA (d) x/2 

(b) ro = 0,8735 UA, 
ri = 355,64 UA 2 

1,74 80 
(o) r= 


1 + 0,9951 cos 8 
27. 563 km, 4.286 km 


> Capítulo 10 Exercícios de Revisão (página 763) 
1. x =Ẹs2cost, y = —v2sent (0 < t < 37/2) 3. (a) —1/4, 1/4 
5. (a) t=7m/2 + nr comn = 0, 1,... (b) t=nr comn =Q, 1,... 
7. (a) (442, —4V2) (b) (1/42, 1/2) (© (4v2, 4v2) 
(d) (5,0) (e) (0,-2) (Œ) (0,0) 
9. (a) (5; 0,6435) (b) (v29; 5,0929) (c) (1,2716; 0,6658) 
11. (a) parábola (b) hipérbole (c) reta (d) círculo 
13. 15. yA 


| 
AJN 

E 

N 


6 
Reta Cardioide Círculo 

19. (a) —2,1/4 (b) -343/4,343/4 

21. (a) A parte de cima é traçada da direita para a esquerda quando t vai 
de 0 a x. A parte de baixo é traçada da direita para a esquerda quando 
t vai de x a 27, exceto pelo laço, que é traçado no sentido anti-horário 
quando t vai de x + arc sen (1/4) a 2x — arc sen (1/4). (b) y=1 
(c) horizontal: t = 7/2, 37/2; vertical: t = x + arc sen(1/ 4/4), 
2x — sen 1(1/4/9) 
(d) r= 4 + cossec 0,60 = m + arc sen(1/4),0 = 27 — arc sen(1/4) 


Respostas dos exercícios ímpares R11 


5 3 1. (a) y 
23. A=6r 25. 4= 5V x. A 1 
12 2 i 1 
l 
| 
L 1 l Ed 
! x 
| ii > 
| -1 1 
x=-2 
2 
29. 
=l H 
F( l 1 2 2 
| (co) L af E (5 ) + sen? (5 E =2 
x= zl z. 2 2 
à A 2. (a) P: (b cos t, b sen f); 
toco; (9/4, —1); foco: (0, +/21); Q: (a cos t, a sen f); 
vértice: (4, —1); PoR j ? 
diretriz: x = 23/4 vértice: (0, +5); R: (a cos t, b sen f) 
de= extremidades: (+2, 0) 
33. Ay 35. Ay > Exercícios 11.1 (página 771) 
a-a [19 a 17.3) y= = y= hx 1. (a) (0,0, 0), (3, 0, 0), (3, 5, 0), (0, 5, 0), (0, 0, 4), (3, 0, 4), 
S 10| (4,0) Russ (3,5, 4), (0, 5, 4) 
440) ss (b) (0, 1,0), (4, 1,0), (4, 6, 0), (0, 6, 0), (0, 1, —2), 
Peda nã (4, 1, —2), (4,6, —2), (0,6, —2) 
Ed ENO 3. (4,2, —2), (4,2, 1), (4, 1, 1), (4, 1, —2), (—6, 1, 1), 
N [L ` (=6, 2, 1), (—6, 2, —2) (—6, 1, —2) 
O) 245,0) | (245,0) 
(—6, 1, —2) 
37. Ay y-4=264-2) 
q RR ) 
E? 
E ig 4,1,1) 


x 


ZM 
+ 8 De (4,1,-2) 
5 


S 
&1, 4) sa 


Sx 5. (a) ponto (b) reta paralela o eixo y 
(2 -3.4) > (c) plano paralelo ao plano yz 
n , , , 9. raio 74, centro (2,1, —4) 11. (b) (2,1,6) (c) área 49 
39. 2 =-16y 41.7) -x3=9 13. (a) 4-7 +Q-1P+(2— 12=16 
2 RR) 2142 2 
o FO vo sen? æ (b) x — 1) +y + (c+ = 16 
43. (b) x = z sen œ cosa; y = yo + ag © (+12 O-32+ e 22 = 14 
2 az 2 
45. 0 = 7/4; 5" — (xP = 6; hipérbole (a) (x + ) +0- +e 2? =3 
47. 0 = arc tg(1/2); y' = (x')}?; parábola 15. œ- 2 +0O+1P ++ =P 
49. (a) (i elipse: Gi) à direita; (iii)1 (b) (i) hipérbole; (a) 2=9 b)rP=1 ()r=4 
(ii) à esquerda; (iii) 1/3 (e) (i) parábola; (ii) acima; As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
Gii) 1/3 (d) (i) parábola; (ii) abaixo; (iii) 3 economizar espaço. 
(x + 32 ġ= 2)2 19. Falsa; ver Figura 11.1.6. 
51. (a) 25 9 =1 (b) «+2)=-8y 21. Verdadeira; ver Figura 11.1.3. 
O- 5)2 7 23. esfera, centro (—5, —2, —1), raio 7 
(ce) 7 — 16(x +1) =1 o aba i 36 
25. esfera, centro (5, 4, —3) raio — 
53. 15,86543959 a 4 
27. nenhum gráfico 
29. (a) (b) 


> Capítulo 10 Estabelecendo conexões (página 766) _ 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 


R12 Respostas dos exercícios ímpares 


(b) (b) (2, —3, 4) 


-2i —3j+4k A Z 


33. (a) —2y+z=0 (b)-2x+z=0 (© œ&-1}+0-1ř=1 
(O) G-1P+g-1/=1 7. () (1,3) (b) (7,2) (© (-3,6,1) 


35. z : 9. (a) (4,-4) (b) (8,-1,-3) 

11. (a) —i+4j— 2k (b) 18i+12j—6k (c) —i— 5j-— 2k 

(d) 40i — 4j — 4k (e) —2i— 16j— 18k (f) —i + 13j — 2k 
13. (a) 2 (b) 5v2 (© v21 (d) v14 
) 15. (a) 243 (b) V14+42 (e) 2/14+242 (d) 24/37 
y ; (e) (1/V6)i+ (1/v6)j— (2/6 (91 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
z economizar espaço. 

39. z 4. 17. Falsa; |i +j = v2 #1+1=2 


19. Verdadeira; um no mesmo sentido do vetor e o outro de sentido oposto. 
21. (0) (=1/VIDi + (4/VIDj (b) (=3i + 2j — k)/ V14 
© (4 +j- k)/6V2) 


3 1 
23. (a) (-3,2) (b) goe —6) 
25. (a) (32/2, 3//2/2) (b) (0,2) (©) (—5/2, 53/2) (d) (—1,0) 


27. (03 — 9/2, (1 + v/2)/2) 
29. (a) (—2, 5) -2i+5) y (b) (3, 


E 3i-8j 
45. z 
1,4 -8 
31. (5,1) 33. u= i+ łj+ įk, v= Si ij- Ík 
iA ia 35. 5,3 37. (a) +% (b) 3 
39. (a) (1/10, 3/10), (—1/410, —3/v10) 
. y 1 
TA z b) (1/42, 1/2), (—1/472, 1/42) (e) tg” 
B 41. (a) o círculo de raio 1 em torno da origem 26 

47. maior distância 3 + «/6, menor 3 — «/6 (b) disco fechado de raio 1 em torno da origem 

49. todos os pontos fora do cilindro circular (y + 32 + (z — 22 = 16 (c) todos os pontos fora do disco fechado de raio 1 em torno da origem 
51. r=(20-V39R 53. (b) y +Z = e” 43. (a) a esfera (oca) de raio 1 em torno da origem 

(b) a bola fechada de raio 1 em torno da origem 
or a (c) todos os pontos fora da bola fechada de raio 1 em torno da origem 
»> Exercícios 11.2 (página 782) 45. magnitude = 30/5 lb, 6 = 26,57º 
do (a-c) Ay -Ð 4y 47. magnitude = 207,06 N, 0 = 45º 
(275) -firj 49. magnitude ~ 94,995 N, 0 = ~ 28,28° 
g 51. magnitude = 9,165 lb, ângulo = —70,890º 
x 53. = 183,02 lb; 224,13 lb 55. 450,2 + 150/6 lb, 300 + 300,3 1b 
(2,0) 57. @ a=-L0=1 
(15,44% j P e 
> Exercícios 11.3 (página 792) 
e) z (d) ittak 1. (a) —10;cos0 = —1/v5 (b) —3; cos = —3/ V58 
(1, -2, 2) (e) 0;cos0=0 (d) —20; cos ð = —20/(3/70) 


3. (a) obtuso (b) agudo (c) obtuso (d) ortogonal 
5. 42/2,0,-42/2,-1,-4/2/2,0,4/2/2 

7. (a) vérticeB (b) 82°, 60°, 38° 13. r=7/5 

15. (a) a = p ~ 55°, y% 125° (b) œ ~ 48°, 8 ~ 132°, y% 71° 
19. (a) ~ 35° (b) 90º 

21. 64º,41º,60º 23. 71º,61º,36º 


Respostas dos exercícios ímpares R13 


2 44 j4 75 51. (a) x= xo + (xı — xo)t, y = yo + Yı — Yo)t, z = Zo + (zı — Zo)t 
25. (a) amann 
3'3'3/13' 33 (b) x=x/+ai, y =y, + bt, = + ct 
74 111 222\ /270 62 121 53. (b) (x, y, z) = (1 + 2t, —3 + 4t, 5 + t) 
o ( "49" 1 (Tg 5) 55. (b) 84º (© x=7+t y=-—l, z=—2+t 
ia 1596 57. x=t, y=2+t z=1-t 
27. (a) (1,1) +(-4,4) (b) (o, E 5) i | 2, 5» £) 59. (a) 17em (b) 10 (d) 14/2 cm 


(© v= (1, 4, 1) é ortogonal a b. 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
29. Verdadeira; v + w = 0 implica 0 = v • (v + w) = llv]? Æ 0, uma 
contradição. 
31. Verdadeira; veja a Equação (12). 33. 564/29 35. 169,8 N 
37. 375 péslb 39. 5/3] 45. (a) 40º (b) x= —0,682328 


D Exercícios 11.6 (página 819) 
1. x=3,y=4,7=5 3. x+4y+2z=28 5.7=0 


> Exercícios 11.4 (página 803) T x=y=0 I ytz=1 T. p= zo 
1. (a) —j+k 3. (7,10,9) 5. (—4,—6, —3) 13. (a) paralelo (b) perpendicular (c) nenhum 
7. (a) (-20,-67,-9) (b) (—78, 52, —26) 15. (a) paralelo (b) nenhum. (9) Perpendicülar , 
(© (0, —56, —392) (d) (0, 56, 392) a 7 ponto de interseção é(3, 5> 5) (b) nenhuma interseção 
lj + 35º 
. WA = W 0 11. E (2,1,1) As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 21. Verdadeira; um será o negativo do outro. 
economizar espaço. 23. Verdadeira; o vetor diretor de L deve ser ortogonal a ambos os vetores 
13. Verdadeira; veja o Teorema 11.4.5(c). nominais: 
15. Falsa; tome v = u =i e w = 2i. 
, 25. 4x —-2y+772=0 27. 4x— 13y + 21z = —14 
17. 459 19. 374/2 29. x+y—3z=6 31.x+5y+372=-6 
21. 80 23. —3 25. 16 27. (a) sim (b) sim (e) não 33. x +2y+4z= 2 35. x=5— 2f, y=5t z=—2+11t 
29. (a) 9 (b) 122 (c) arc sen (7) 37. x+y +92=25 39. sim 
31. (a) 2141/29 (b) 6/v5 33.4 37. 0= 7/4 4l. x=-H 23t, y=- +t, z= -Tt 
39. (a) 10,2 lb-pés, sentido de jotação em torno de P é anti-horário 5 ET Faz 
olhando ao longo de PÔ x F = — 10i + 10k em direção a seu ponto Sa DO 
inicial. 49. (DP +O- 1+ e+3 = 12º 51. 5//12 


(b) 10 Ib-pés, sentido de rotação em torno de P é anti-horário olhando 
ao longo de — 10i em direção a seu ponto inicial. 
(c) O Ib-pés, nenhuma rotação em torno de P. 

41. =36,19Nm 45. —8i — 20j + 2k, —8i — 8k 49. 1,887850 


»> Exercícios 11.7 (página 830) 
1. (a) paraboloide elíptico, a = 2, b = 3 
(b) paraboloide hiperbólico, a = 1, b = 5 
(c) hiperboloide de uma folha, a = b = c = 4 


> Exercícios 11.5 (página 810) (d) cone circular, a= b = 1 (e) paraboloide elíptico, a = 2, b = 1 
1. (a) L:x=1,y=t, Lz x=t,y= 1, L; x=t,y=t (£) hiperboloide de duas folhas, a = b = c = 1 
(b) Lrr=iy=lz=i hst hal 3. (a) —z = x? + y°, paraboloide circular z 
Lx=1,y=tz=1], Myx=ty=bi=t aberto para baixo no eixo z negativo 


3. (a) x=3+2t,y=—2+ 3t; segmento de reta: 0 < t < 1 
(b) x= 5 — 3t, y = —2 + 6t, z = 1 + t; segmento de reta: 0 < t < 1 


5. (a) x=2+f6y=—3-—4t (D)x=ty=-,2=1+t x y 
7. (a) PQ,—1),v=4i—j (b) 1, 2, 4), v = 5i + 7j — 8k 
9. (a) (—3, 4) + t(1, 5); —3i + 4j + t + 5j) 


(b) (2, —3, 0) + t(—1, 5, Da — 3j + t(—i + 5j + k) 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
11. Falsa; as retas podem ser reversas. j E P . 
13. Falsa; veja parte (b) da solução do Exemplo 3. O) z= t yr patabolóide circular, z 
15. x=—5 + 2t, y=2—3t 17. x=3+ 4t, y=—4+3t sem mudança 


ai Ta ! a Ê 3 : (c) z= x? + y?, paraboloide circular, C> 
21. x=—2 +2, y=-—t,z=5+2t enu is 
1 4/85 — JR z = xX“ + y“, paraboloide circular, 
l k ce = 2 ET 3 sem mudança 
25. (—2, 10, 0); (—2, 0, —5); a reta não intersecta o plano yz. 
27. (0,4, —2); (4,0,6) 29. (1,—1,2) 33. As retas são paralelas. 
35. Os pontos não estão situados na mesma reta. 
39. (x,y) =(—1,2 + t(1, 1) y 
41. O ponto a 1/n do caminho de (—2, 0) a (1, 3). 
43. O segmento de reta unindo os pontos (1, 0) e (—3, 6). 
45. (5,2) 47. 24/5 49. distância = /35/6 


23. (a) x=7 b)y=3 © x= 
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() x=y7 +z, 


z 15. 17. z 
paraboloide circular aberto 
ao longo do eixo x positivo 
y 2,0,0) (O, 3, 0) 
x + y 
(Dy=2+2 z Elipsoide Hiperboloide 
paraboloide circular aberto deuma folna 
ao longo do eixo y positivo 19. z 21. z 
A 
J) 
i Sy gY 
(0, 0, —2) 
DD 
5. (a) hiperbolide de uma folha, eixo é o eixo y / j 
(b) hiperboloide de duas folhas separadas pelo plano yz l 
(c) paraboloide elíptico aberto ao longo do eixo x positivo Cone elíptico Hiperboloide 
(d) cone elíptico com o eixo x como eixo de duas folhas 
(e) paraboloide hiperbólico montado no eixo z 23. E 25. A 
(f) paraboloide aberto ao longo do eixo y negativo 
2 2 
y z q 
7. (a =0:— + 51; 
(a) x = + 7 , y = 
2 2 oa 
x Fá 
=0:— + —= |; 

PE Co ta h 

-o 2 “W i : é 
p=: y +55 l y Paraboloide elíptico 


Paraboloide hiperbólico 


29. 7 
(0,0, 
y x (0,2,0) * 


27. 


(b) x=0:7=4y; 


y=0:2=%; 
z=0:x=y=0 
Hiperboloide 
de uma folha 
31. 33. z 
A 
2 q y 
co) x=0 
(O= ie 
x 7 a y 
pd = . 
9 4 Paraboloide 
2 y hiperbólico 
2=0. += 
9 16 35. z 


9. (a) 4? +z =3; elipse (b) y +z? = 3; círculo 
(© y? +z? = 20; círculo (d) 9x? — y? = 20; hipérbole x (1,0,0) 
(e) z= 9x2 + 16; parábola (f) 9x? + 4y? = 4; elipse 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. (-2,3,-9) 


11. Falsa; “quádrica” se refere a potências de grau dois. Paraboloide circular 
13. Falsa; nenhuma das seções transversais precisa ser circular. 
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39. z 23. 
y 
x M 
Elipsoide 
27. 
2 y 
4. @ gtg! 64 (0 (v5, 0, v2) 
(d) O eixo focal é paralelo ao eixo x. 
y x2 
43. (a) g aF 1 (b) (0, +2,4) (e) (0, +242,4) 


(d) O eixo focal é paralelo ao eixo y. 
45. (a) z+4=y (b) (2,0,-4) (o) (2,0, -1) 
(d) O eixo focal é paralela ao eixo z. 
47. Círculo de raio 2 no plano z = 2, centrado em (0, 0, 2). 


AZ 
4 


x? +y =2 
(2=2) 


Ra i r 
x @œ&-1} +y =1 


y 


49. y=402 +z?) 51. z= (x? + y°)/4 (paraboloide circular) 35. (a) z=3 (b) p=3secġ 37. (a) z=3r 
(b) p= } cossec ġ cotg À 
39. (a) r=2 (b)r=2cossecó 41. (a) +z =9 (b) 0=3 


> Exercícios 11.8 (página 837) 43. (a) 2r cos 0 + 3r sen 0 + 4z = 1 

1. (a) (8,7/6, —4) (b) (5V2, 37/4, 6) (b) 2p sen ¢ cos 0 + 3p sen ¢ sen 0 + 4p cos ġ = 1 
(c) (2,7/2,0) (d) (8, 57/3, 6) 45. (a) Pcos0= 16-27 (b) 01 — sen? ¢ sen? 0) = 16 

3. (a) (23,2,3) (b) (42,442, —2) 47. Todos os pontos no ou acima do paraboloide z = x? + y? que também 
(©) (5,0,4) (d) (—7,0, —9) estão no ou abaixo do plano z = 4. 

5. (a) (2v2, 2/3,37/4) (b) (2, 77/4, 7/4) 49. Todos os pontos nas ou entre as esferas concêntricas de raios 1 e 3 
(©) (6, x/2, 7/3) (d) (10, 57/6, m/2) centradas na origem. 

7. (a) (5/6/4,542/4,542/2) (b) (7,0,0) 51. esférica (4000, 7/6, 7/6), retangular (1000/3, 1000, 2000/3) 
(e) (0,0,1) (d) (0, —2, 0) 53. (a) (10,7/2,1) (b) (0, 10,1) (e) (VIOI, 7/2, arc tg 10) 


9. (a) 24/3, 2/6,7/6) (b) (V2, 7/4, 37/4) 
(e) (2, 37/4, 7/2) (d) (44/3, 1, 27/3) 


11. (a) (543/2,7/4,-5/2) (b) (0, 77/6, —1) > Capítulo 11 Exercícios de Revisão (página 838) 
(e) (0,0,3) (d) (4,7/6,0) 3. (b) —1/2,+,3/2 (d) verdadeiro 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 5 @+3}+0-5F+e+4 =r; 
economizar espaço. (a) 7 =16 (b) P=25 (0) P=9 
15. Verdadeira; ver Figura 11.8.1b. Pã (O) 
17. Verdadeira; ver Figuras 11.8.3 e 11.8.4 9. (a) -3 (b) l (©) (48 +254/3)/11 (d) c= p 
19. z 21. z 13. 13péslb 15. (a) 26/2 (b) 26/3 
17. (a) 29 (b) E 19. x=4+1,y=1-t7=2 
21. x+5y—-z-2=0 23. am + bib + cıc2 = 0 
25. (a) hiperboloide de uma folha (b) esfera (c) cone circular 
27. (a) z=x -y (b)xz=1 
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> Exercícios 12.1 (página 845) 


Respostas dos exercícios ímpares 


1. (o, +o);r(m)=-i—-37j) 3. [2, +); r(3) = —i — ln 3j + k 

5. r=3costi+(t+sen)j 7. x= 3, y= -—2 

9. A reta no espaço bidimensional por (3, 0) com vetor diretor a = —2i + 5j. 
11. A reta no espaço tridimensional que passa pelo ponto (0, —3, 1) e é 


paralela ao vetor 2i + 3k. 


13. Uma elipse centrada em (0, 0, 1) no plano z = 1. 
15. (a) inclinação—3 (b) (3,0, 4) 
17. (a) (b) y 
d, 1) 
qi=) 
19. r=(1— ABi+ 4j, 0<t<1 


21. 


25. 


33. 


35: 


47. 


23. œx- 1} +0-3}=1 
y y 


W-y=1,x>1 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 
3i. 


Falsa; o domínio natural de uma função vetorial é a interseção dos 
domínios de seus componentes. 

Verdadeira; r(t) = (1 — ro + trı(0 < t < 1) representa o segmento de 
reta no espaço que é percorrido de ro até r4. 

x=Ly=ti=2? 


MD = ti + tjt {V81 -9 — tk 43. c=3/(07) 


Z 


y 


(a) HI, pois a curva é um subconjunto do plano y = —x. 

(b) IV, pois apenas x é periódico em t e y, z crescem sem cota. 

(c) II, pois todos os três componentes são periódicos em t. 

(d) I, pois a projeção sobre o plano yz é um círculo e a curva cresce 
sem cota na direção x. 


9 cos? t 


49. (a) x= 3 cost, y = 3 sen t, z 


(b) Az 
9} 


ANA 


Sel 


D Exercícios 12.2 (página 856) 


1. (5,0) 3. 2i—3j+4k 5. (a) contínua (b) não contínua 
ER 


y 9. (sen t)j 11. r'(2) = (1,4) 
F 


15. r'(r/2) = —2k 


r'(5)=- 2x 

19. x=1+2ty=2-t, 

21. x = 1- s3at, y = V3 + at,z=1+3t 
23. r = (~i + 2j) +r (2i + 3)) 

25. r= (4i + j) + (—4i +j + 4k) 

27. (a)i—j+k (b)—i+k (0) 0 

29. 76; 18ñi — 10/j 

31. 3 +2ºj+C 


17. 


33. (te -etnt-)+C 35.) 37. (5V5 -— 1)/3 
39. Ži+4j 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
41. Falsa; por exemplo, r(t) = (t, |t|) é contínua em t = 0, mas o limite 
especificado não existe em t = 0. 


b 
43. Verdadeira; veja a definição de À r(t) dt. 
45. (+ Di+(@-— Dj 4 
47. A= (P+ Di + (et— Dj 


49. (a) (—2,4,6)e (1,1, —3) (b) 76°,71° 51. 68º 


> Exercícios 12.3 (página 866) 
1. lisa 3. nãolisa,r'(1)=0 5. L=3 7. L=e— e! 
9. L=28 11.L=27/10 13. r'(t)= 4i + 8(4t + Dj 
15. r(t) =2re"i— 8re"j 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


b 
17. Falsa; Í llr'(£)|| dt é o escalar que representa o comprimento de arco da 
a 


curva no plano traçada por r(t) desde t = a até t = b (Teorema 12.3.1). 
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19. Falsa; r’ não está definida no ponto que corresponde à origem. 
s 


S S 
21. (a) x= »J= (b) x=y=z= 
O dE á Na 
2 2 
23. ()x=145,)=3-Soe=4+5 0) (8,-4,9) 
25. x=3 + cos s, y = 2 + sen s, 0 < s < 27 
27. x= 4[6s +1) 1P, y = 35 +1)28-1],5>0 


29. x= (> $ 1) cos [n (> 4 1)| 
0 <s < v(e" —1) 
«(seibafo(a) 

33. x = 2aarc cos[1 — s/(4a)] 

—2a(1 — [1 = s/(40 P) PRU — s/4a)P — 1), 

s(8a — s) 

y = ———— com0 <s < a 
8a 

35. (a) 9/2 (b) 9-2/6 37. (a) V3(1 — e7?) (b) 445 
39. (a) e(t) = x(t) (b) g(D=7(1-7T) 41. 44 pol. 


43. (a) 2t+ (1/) (b) n+ (c) 8+1n3 


> Exercícios 12.4 (página 872) 


1. (a) y b) 4y 
> 
fo. “oe. 
5. T) = z J 
x 1 3, 
7. T( )= q 
x 4 1 x 
9. T i4 k, N =-j 
(5) Ja 17 (5) J 
1 1 1 1 1 
11. T(0) = —=i + —=j + —k, N(0) = i+—j 
a ya Pa a 
13. x=s,y=1 15. B= t costi êsentj şk 17. B = —k 
x WD ass x V2. x . 
9. T6)=i+DN()=-Da+B(,)=k 


retificador: x + y = V2; osculador: z = 1; normal: —x + y = 0 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
21. Falsa; T(t) aponta no sentido do parâmetro crescente, mas pode 
não ser ortogonal a r(t). Por exemplo, se r(t) = (t, 1), então 


TŒ) = (1/42, 1/N/2) é paralelo a r(t). 


tr 
i aag t(s 
23. Verdadeira; T(s) = r'(s), o vetor tangente unitário, e N(s) = i = , 
r” (s 
o vetor normal unitário, são ortogonais, portanto r'(s) e r”(s) são 


ortogonais. 


> Exercícios 12.5 (página 879) 


1. k%2 3. (a) Iéacurvaturade II (b) Iéa curvatura de TI 


6 12e% A 1 
5. 7. 9. & 11. 
(4 + 912)3/2 (9e6t + e-21)3/2 2 cosh? t 
2 3/2 
B.K=Zp=) 15.4=D,= 17. K=4 


3 2 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

19. Verdadeira; veja o Exemplo 1: um círculo de raio a tem curvatura 

constante 1/a. 

21. Falsa; veja a Definição 12.5.1: a curvatura do gráfico de r(s) é Ijr"(s)||, 

que é o comprimento de r“(s). 
As 29. 36 31, À 

ape2 STR y2 


[S] 
n 
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33. (a) Ay (b) 33. (a) ar =2/5,an=205 (b) arT =2i+ 4j,ayN=4i— 2j 
x © 2/5 
35. (a) ar = —7/46, ay = 53/6 J53 
Opm (b) arT = 1 —2j+k), anN = i+ j+ łk (© == 

37. ar=—3,ay=2,T=-j,N=i 39. —3/2 6v6 
41. ay = 8,41 x 10! km/s? 
43. ay = 18/(1 + 4x22 45. ay=0 

35 As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 

- 1 1 


economizar espaço. 
47. Verdadeira; os vetores velocidade e tangente unitário têm a mesma 
direção, portanto, são paralelos. 
49. Falsa; nesse caso, os vetores velocidade e aceleração serão paralelos, 


(O ~ mas podem ter sentido oposto. 
0 ds 5 53. ~ 257,20 N 


55. 404/3 pés 57. 800pés/s 59. 15º0U75º 61. (c) = 14,942 pés 
— 63. (a) p=176,78m (b) m 
[+ (4x? — 4x)? P2 65. (b) R é máxima quando q = 45°, valor máximo vê/g 
(c) p= isex=0€ 67. (a) 2,62s (b) 181,5 pés 
p= łsex=+1 FA 69. (a) vo = 83 pés/s,œ ~ 8° (b) 268,76 pés 


12x? — 4 
37. (a) k [12x =A 


(b) 


> Exercícios 12.7 (página 901) 


-2 7. 7,15km/s 9. 10,88 km/s 
4. Š 43.3 45. 0=2pl 47. 6,0,(03,0) 11. (a) distância mínima = 220.680 milhas, 
242 distância máxima = 246.960 milhas (b) 27,5 dias 
51. b) p="2 (0) 55. a= = 13. (a) 17.224 milhas/h (b) e = 0,071, altitude do apogeu = 819 milhas 
r 
63.7=-5155 P E e Vo 
(1 +2) > Capítulo 12 Exercícios de Revisão (página 902) 
2 3. O círculo de raio 3 centrado na origem no plano xy. 
65. r =— (et + e~t)? 5. A parábola de vértice em (—2, 0, — 1) abrindo para cima no plano 
vertical x = —2. 
11. x=1+t,y=-—t,z=t 13. (sen )i-— (cos tj + C 
15. y@) = (4P +1)i+ ° +1)j 17. 15/4 
> Exercícios 12.6 (página 891) gs A a MERE 3/5 27.0 
1. v()=-3sentit3costj) 3. v()=ei-e'j 3 3 . 3 . . 
a(t) = =3 cos ti — 3 sen tj af) = cit ej 29. (a) velocidade escalar (b) distância percorrida 
Iv =3 IOl = Vel te (c) distância da partícula até a origem 


33. (a) r(t) = (Et + t)i + (12 +2t)j-— ($ cos2t +t — })k 
(b) 3,475 35. 10,65km/s 37. 24,78 pés 


> Capítulo 12 Estabelecendo conexões (página 904) | | 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 


1. (e) () N= si dj (ii) N= —j 


5. v=i+j+k, |v] = v3,a =j+2k 
2. (b) (1) N = —sen żi — costj 
7. v= —vV2i + v2j +k, |ivl = v5, a = —v2i — 25 i T EIS) + (2 i (6t + 12£)k 
13. velocidade mínima 3/2 quando r = 24i + 8j = = 28178 E 11716 + 544 4 132 41 
15. (a) 6 (b) velocidade escalar máxima = 6, 3. (c) x(s)> +, portanto, a espiral se enrola cada vez mais apertada. 
velocidade escalar e = 3 4. semicírculo: 53,479 pés; quarto de círculo: 60,976 pés; ponto: 64,001 pés. 
(d) A velocidade escalar máxima 
ocorre primeiro quando t = 7/6. 
> Exercícios 13.1 (página 914) 
0 ar 1. a)5 b)3 (© 1 (d) —2 (e) 94 1 E P- e+ 
3 3. (a) x2 — y? +3 (b) 32y +3 5. xe CH) 
17. v = (1 — sen i + (cos t — Dj; 7. (a) 243º (b) 0 (e) 3.076 
r(A = (t + cos t — 1)i — (sen t — t + Dj 9. (a) 25 mg/L (b) C(100, 1) = 20(e™®” — e!) 
19. vA = (1 — cos Hi + sen tj + ek; (© Ch, 1) = 0,2x(e7®? — e7!) ~ 0,09x 
r(t) = (t — sen t — 1)i + (1 — cos tj + ek 11. (a) WCI = 17,8°F (b) WC=22,6ºF 13. (a) 30°F (b) 22,5ºF 
21. 15° 23. (a) 0,7i + 2,7j — 3,4k (b) rọ = —0,7i — 2,9j + 4,8k 15. (a) 66% (b) 73,5% (c) 60,6% 
25. Ar = 8i + %j,s = (13/13 5n/5)/3 17. (a) 19 (b) —9 (c) 3 (d) af + 3 (e) =p + 3 


ba — bp? 
27. Ar =2i— 2j+ vV2In3k;s = 8 (O (at bia byb 


31. (a) ar=0,ay = V2 (b)arT=0,anN=i+j (© 1/V2 


19. + DeCO+D? 21. (a) 80/7 (b) n(n+ 1/2 


23. y 25, Ay 
paro x 
£ > 
Essa 
27. (a) todos os pontos na ou acima da reta y= —2 (b) todos os pontos 


na ou dentro da esfera x? + y? + z? =25 
espaço tridimensional 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
29. Verdadeira; o intervalo [0, 1] é a interseção dos domínios de arc sen t e 
vt. 
31. Falsa; o domínio natural é um cilindro sólido infinito. 
33. 


(c) todos os pontos do 


37. 
41. z 43. (a) hipérboles 
(b) parábolas 
(c) elipses não circulares 
(0, 0,1) (d) retas 
(0,-1,0) 45. (a) $130 
>> (b) $275 
47. (a) 1- 2Ż-y 
(b) yx? + y? 
k () x+y 
49. (a) A (b) B (e) crescer (d) decrescer (e) crescer (f) decrescer 
51; 4 53. Ay 
k=012 / 4 | 
x x 
z , , > 
k=2 
k=1 
H k=0 
k=-1 
k=-2 
55. 
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57. z 
(0, 0,2) 


61. esferas concêntricas, centro em comum em (2, 0, 0) 
63. cilindros concêntricos, eixo comum o eixo y 
65. (a) 2-2 +3xy=0 (b) 2-2% +3xy=0 
(©) 2 — 2x + 3xy = —18 
67. @) 2 +y -z=5 (b) xX4+y)-z=-2 (© X +y -—z=0 
69. (a) A) (b) o caminho xy = 4 


71. (a) 2 (b) 1 


73. (a) (b) 2F T T T a 


ma 
T 
fi 


O 
O) 


—2 bt fi 1 fi 4 
-2 -1 0 1 2 


75. (a) O gráfico de g é o gráfico de f deslocado uma unidade no sentido do 
eixo x positivo. 
(b) O gráfico de g é o gráfico de f deslocado uma unidade para cima no 
sentido do eixo z positivo. 
(c) O gráfico de g é o gráfico de f deslocado uma unidade para baixo no 
sentido do eixo y negativo e então invertido em relação ao plano z = 


> Exercícios 13.2 (página 925) 
1.35 3-8 5.0 
7. (a) O limite não existe ao longo de x = O 
(b) O limite não existe ao longo de x = O 
9. 1 11.0 13.0 15. o limite não existe 17. $ 19. 0 
21. o limite não existe 23. 0 25.0 27.0 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
29. Verdadeira; pela definição de conjunto aberto. 


1, <0 


1, x>0 
33. (a) não (d) não;sim 37. —7/2 39. não 


31. Falsa; seja f(x, y) = |. e considere g(x, y) = —f(x, y). 


R20 


41. 


45. 


49. 
51. 


D Exercícios 13.3 (página 936) 
1. 


3. 
5. 


.@? b} 
. dz/dx= —4:02/0y = l 
. z= f(x, y) tem II como o seu gráfico, fx tem I como o seu gráfico e fy 


Respostas dos exercícios ímpares 


| AV 43. A) 

| — 

| P | N 

| / \ 

| x l! à X 
EE g q E a 

| h / 

l el sá 

l 

A) 47. 


va 


todo o espaço tridimensional 
todos os pontos que não estão no cilindro x? + z? = 1 


(a) 9y? (b) 6y (0) 9y 
(g) 36 (h) 12 
18xy — 15xfy, 9x? — 3x5 
(16x + 40)? + 5x — 29)”, 
Daria, TP -Ipla 

q q? 
(d5x?y + 7y?) cos(5x°y + 7xy°), (5x + 14xy) cos(5x°y + 7xy?) 
13. (a) —4cos7 (b) 2cos7 


17. (a) 4,9 (b) 1,2 


(d) 9% (e) 6y A 60 


160? + 5x — 29)” 


tem III como o seu gráfico. 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


21. 
23. 


25. 
27. 


29. 


31. 


33. 


35. 
. —6,-21 
. (a) Ze? +y (b) 47 +x (e) 3y 4 27 


59, 
61. 


. (a) e 
s (a) 


Verdadeira; com y = 2, f(x, 2) = c é uma função constante de x. 
Verdadera, z deve se uma função linear de x e y. 


8xy’e xy? , 12x? y? e? 3 
É +x) +3x? Ind + xy), 

ye? -y) x(x2 32) 

(12 + 922º (42 +92) 
G/DL — NB y — Ty)" 
A/DEBL — By — Ty)! 

—1/2 —3/2 3 

Z i 2 y2 arc tg E 
y2 +x? y)4xº 2 y 
-4 y? sec? x(y? tg x) 78, —8y tg xO? tgx) 


39. 1/17, 8/17 


—32H/085 + xy) 


(d) 2f +y (e) 32 +1 (1) 438 


. 2z/x, z/y, In(x?y cos z) — z tg z 


V/A | x?y4z6), 2xyz/(1 | x?y4z6), 3xy?z?/( | xºyt7)) 


© yzæ cos (xz), € sen(xz), ye (sen(xz) + x cos(xz)) 


+42, + 42,2 Vx2 492422 
(b) 2e 


(c) e 


(a) 9V/0r=2mrh (b) 9V/9h= mr 
1 lb 25 polí 

a aE 
5 pol2K 8 lb 


(c) 487 (d) 647 
(a) 


63. 
67. 
71. 


73. 
75. 


Tis 
pé 


81. 


83. 


85. 


93; 
95. 


97. 
99, 


107. 


109. 


111. 


113. 
115. 
117. 
119. 


> Exercícios 13.4 (página 947) 


1. 


13. 


17. 
19. 


21. 
25. 


ƏV 9V ƏV 
— = b) — =1 = =l 
(a) P 6 (b) i 5 (o) h 0 


(a) 6/4 69. —x/z, —y/z 
2x + yz? cos(xyz) 


xz? cos(xyz) 


xyz cos(xyz) + sen(xyz)' xyz cos(xyz) + sen(xyz) 
-x/w, —y/w, —z/w 
yzw cos(xyz) xzw cos(xyz) xyw cos(xyz) 
2w + sen(xyz)? 2w + sen(xyz)? 2w + sen(xyz) 
a e” 
(x, y) = 2xy? sen($y?), fy, y) = 3xy? senasy’) 
(a) — > (b) — ~x cosy (e) — sk seny (d) — E sen y 
(a) 6 cos(3x? + 6y?) — 36x? sen(3x? + 6y?) 


(b) 12 cos(3x? + 6y?) — 144y? sen(3x? + 6y°) 
(e) —72xy sen(3x + 67) (d) —72xy sen(3 + 6y°) 


32) 87. -e OS Pæ =y) 
— já - —€e sen A . 
E Vas +) 
Ff of atf atf 
b 
(a) əx? %) dy20x © dx29y?2 0y20x 
(a) 30xy* — 4 (b) 60x? (e) 60y? 
(a) -30 (b) —125 (e) 150 


(a) 15x! +2y (b) 35xyz + 3y? 
(d) 42xy5z 
h) 210xy! 
E) a 
É Buwix!y”, dE 
“JW 


(e) 21x256 
(e) 14020 + 6y (E) 30xytz” (g) 105x?y4z 


= 1202w2x! 5 af = 16v? E P e 


aw y., Ix wWXy, 
[o 

a = 20v?w xy" 

of 21 ðf —2v 3f 23w? — v2) 
ðv vitro; du virus ðv (ru? 


af —2v4 (v? — vz) 
dv (vz + vz)? 
(0) 0 DO ()0 (dO (e) AI + yw)e™ senzcos z 
(£) 2xw(2 + yw)®” sen z cos z 
i sen(x; + 2x2 + + -© + nx) 
(a) plano xy, 12x? + 6x (b) y #0, —3x/y 
f —1)= 11, f}, —1) = -8 


(b) não existe se y # 0 e x = —y 


5,04 3. 4,14 9. AT ad 11. dz = 3xy? dx + 2x°y dy 
y 


e qua a Ix a O 15. dw = 8 dx — 3dy + 4 dz 
dw = 3x°y?z dx + 2xºyz dy + xy? dz 
yz yz xy 
d dx 4 dy 4 
dl + x2y272 1 + x?y?z? rE + x2y272 


df=0,10, Af= 0,1009 23. df= 0,03, Af = 0,029412 
df = 0,96, Af = 0,97929 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


27. 
29. 
31. 


33. 
35. 
37: 
39. 
45. 
55. 
59. 
61. 


Falsa; veja a discussão no início daquela seção. 

Verdadeira; veja os Teoremas 13.4.3 e 13.4.4. 

O aumento da área do retângulo é dado pela soma das áreas dos três 
pequenos retângulos e a diferencial total é dada pela soma das áreas 
dos retângulos superior à esquerda e inferior à direita. 


(a) L=} - (x —4) = 5550 —3) (b) 0,000176603 
(a) L=0 (b) 0,0024 
(a) L=6+64—D+30-9+2Uz—3) (b) —0,000481 


(a) L=e+ex—- D-ey+D-ez+1) (b) 0,01554 

0,5 47. 1,1,—1,2 49. (—1,1) 51. (1,0,1) 53. 8% 

r% 57. 0,3% 

(a) (49% b) C+% © Cr+3N% (A) (3r+Ž)% 
a 39 cm? 2 


»> Exercícios 13.5 (página 956) 


d 
4U 3. 3r2sen(1/9) 5. GD 7, < = 16542 


9. —2tcos Ê 11. 3.264 13.0 


j= 


17. 24072 — I6uv? — 2v + 3, 16Wv — 24u v? — Qu — 3 
19. asenu 2 cos u cos v 21. e0 
3 sen v 3 sen? v 


23. 37° sen 8 cos? 0 — 4r° sen? 0 cos 0, 
— 2r sen? 0 cos 0 + 7*4 sent 0 + r° cos? 0 — 37° sen? 8 cos? O 


x? ty? y2- 3x? dz 2r cos? 0 dz -—2r2cos6 sen 8 
25. , m s Ra 
4x2y3 4xy4 dr r?cos?0 +1’ 30 r2cos260 +1 
d fo) d 
29. T = 2p(4 sen? q + cos? $), a = 60? sen ġ cos 4, o =0 


31. =m 33. 3e8,(0-4/3e3 35. —0,779 rad/s 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 
37. Falsa; os símbolos dz e dx não têm sentido individual. 
39. Falsa; considere z = xy, x = t, y = t. 
2xy? 
iin aM 
3x2y2 — sen y 


xz — 3z? 


ye” 45 2x + yz 

xe + ye +e 
ye 

15cos3z +3' 15cos3z +3 


43. 5. A 
6yz— xy 6yz— xy 


ex 


47. 


ðw ðw ðw ðw 
61. — = (sen ġ cos 0)— + (sen ġ sen 0)— + (cos ġ)—, 
3p ox dy dz 
du (pcosfcos0) E + (p cosg seno) 2E — (p sen p) E 
— = (p cos ġ cos 0) — cos ¢ġ sen 0)— — (p sen ġ)—, 
ap P Je F AA az 
ðw ( P pe FE. $ g 
— = — n n0) — n — 
30 p sen À se E p sen cos Iy 


4 4 
65. (a) dw s5 as (b) = ay E jeini 


»> Exercícios 13.6 (página 968) 


1. 6/2 3.-3/V10 5. —320 7. —314/741 9.0 11. -8/2 
13. 2/4 15.5/N3 17. —8/63 19.1/24+3/8 21. 242 
23. 1/5 25. —3e 27.3/N1l 29. (a) 5 (b) 10 (e) -5v5 
31. HI 33. cos(7y? — Ty 7i + (14y — 7x)j) 


—84 4 
35. 84y tas 4 37. Mi 34 12z"'k 
(6x — 7y)? (6x — 7y)2 


x : y à z 
39. Vw = H ł 
V= devo Fy +) yy 
41. 40i+32j 43. —36i— 12j 45. 4i+j+k) 
47. 


51. +(—4i+j)/VI7 53. u=Gi-2)//B. IVAI, DI = 4/13 


55. u= (4i — 3j)/5, VIA, -3| =1 57. li j), 3v2 
1 1 v2 

59. —(-i +j), — 
va iki), /2 


6l. u = —(i + 3j)/v10, -IV f (—1, —3)] = —2,10 
63. u = Bi — j)/ V10, -|V f 01/6, 1/4 || = -v5 
65. (i — 11j + 12k)/ V266, —/266 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 


economizar espaço. 
67. Falsa; são iguais. 69. Falsa; sejam u = i e f(x, y) = y. 


71. 8/29 


73. 


91. 


Respostas dos exercícios ímpares R21 


(a) = 1/2 75. 92 +y)=9 
b) 4) 77. 36/17 


79. (a) 20 
81. -$ (2i — j — 2k) 
87. x(t) = e™ , y(f) = 4e” 


(OVF = [2x — 2x (x? 43) Je 7i 

+16 — 2962 +3y) e 
(D)x=y=00ux=0,y lou 
x=+1,y=0 


> Exercícios 13.7 (página 975) 


1. 


3: 


(a) x+ty+22=6 (b)x=2+ty=2+tz=1+2t 
(c) 35,26º 
plano tangente: 3x — 4z = —25; 
reta normal: x = —3 + (3t/4), y =0,z=4-— t 
plano tangente: 9x — 4y — 10z = —76; 
reta normal: x = —4 + 9t, y = 5 — 4t, z = 2 — 10t 
plano tangente: 48x — 14y — z = 64; 
reta normal: x = 1 + 48t, y = —2 — 14t, z = 12 — t 
plano tangente: x — y — z = 0; 
reta normal: x = 1 + t, y = —t,z=1 — t 

. plano tangente: 3y — z = — 1; 


reta normal: x = 7/6, y = 3t, z = 1 — t 


. (a) todos os pontos no eixo x ou no eixo y (b) (0, —2, —4) 


15. 


1 g3 17. -2,1,5),(0,3,9 b) — =: == 
Da COS Um 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


19. 
21. 


23. 


»> Exercícios 13.8 (página 985) 
1. 


. x=1+8t,y= 
. x=3 + 4t, y= —3 


Falsa; os gradientes só precisam ser paralelos. 
Falsa; veja a Fórmula (15) da Seção 13.4. 


1 
+——(i—j-— 15k) 27. (1,2/3, 2/3), (—1, —2/3, —2/3 
pd ) (1,2/3,2/3),( /3, 2/3) 


1+5t,72=2+6t 
4,72=4-—3t 


(a) mínimo em (2, —1), nenhum máximo 

(b) máximo em (0, 0), nenhum mínimo 

(c) nenhum máximo nem mínimo 

mínimo em (3, —2), nenhum máximo 5. mínimo relativo em (0, 0) 
mínimo relativo em (0, 0); pontos de sela em (+2, 1) 

ponto de sela em (1, —2) 11. mínimo relativo em (2, —1) 

mínimos relativos em (— 1, —1)e (1,1) 15. ponto de sela em (0,0) 
nenhum ponto crítico 19. máximo relativo em (—1, 0) 


R22 


21. 


As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 


Respostas dos exercícios ímpares 


ponto de sela em (0, 0); 
mínimos relativos em (1, 1) 
e(—1,—1) 


-2 + 0 1 2 


economizar espaço. 


23. 
25. 
21. 
31. 


33. 


35. 


37. 
39. 
41. 
43. 
45. 


47. 
53. 
55: 


57. 


D Exercícios 13.9 (página 996) 


1. 


11. 


Falsa; seja f(x, y) = y. 
Verdadeira; isso segue do Teorema 13.8.6. 
(b) mínimo relativo em (0, 0) 

máximo absoluto 0, 

mínimo absoluto —12 

máximo absoluto 3, 

mínimo absoluto — 1 

máximo absoluto 3, 

mínimo absoluto = 
16, 16, 16 

máximo em (1,2,2) 

2a/n/3,2a/n/3, 2a/n/3 

comprimento e largura 2 pés, altura 4 pés 

(a) x = 0; mínimo —3, máximo O; 

x= 1; mínimo 3, máximo 13/3; 

y = 0; mínimo 0, máximo 4; 

y = 1; mínimo —3, máximo 3 

(b) y = x: mínimo 0, máximo 3; 

y= 1 — x: máximo 4, mínimo —3 

(c) mínimo —3, máximo 13/3 

comprimento e largura YV. , altura DV, /2 5l y= ix + 5 
y = 0,5x + 0,8 

(a) y = 79,22 + 0,1571t 
(c) em torno de 81,6 anos 


(b) 


@ P= 2798 A 171 F 
mu 350 


(0) Tx —272,7096ºC 


0 120 
130 


(a) 4 3. (a) 15 
minimum —5 


-31,5 


=27 


máximo 2 em (— v2, —1)e (V2, 1), 

mínimo —«/2 em (—2, De(v2, —1) 

máximo «4/2 em (1/«/2, 0), mínimo —/2 em (= 1/42,0) 
máximo 6em(5, ER — 2), mínimo —6 em(—4, -4, 4) 
máximo é1/(3/3) em (1/3, 1/43, 1/43), 

(1/43, —1/43, —1/43), (1/03, 1/43, —1/N3)e 
(=1/73, —1/43, 1/73); mínimo é —1/ (3/3) em 
(1/43, 1/473, —1/43), (1/03, —1/43, 1/43), 
(—1/43, 1/43, 1/3) e (—1/43, 1/43, —1/4/3) 


(c) máximo lo 


4 


g 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


13. 
15; 
17. 
21. 
25. 
ERA 


Falsa; um multiplicador de Lagrange é um escalar. 
Falsa; devemos resolver três equações a três variáveis. 


(6.8) 19: (1.4.1) 


(3, 6) é o mais perto e (—3, —6) é o mais afastado 23. 5(i + j + k)/ v3 
9,9,9 27. (+45,0,0) 29. comprimento e largura 2 pés, altura 4 pés 


(a) æ = $ = y = 7/3, máximo 1/8 
(b) 


b Capítulo 13 Exercícios de Revisão (página 997) 


41. 


> Exercícios 14.1 (página 1007) 


1. 
17. 


(a) xy (b) Sn (rs) 

(a) não definida na reta y = x (b) não contínua 

(a) 12 Pa/min (b) 240 Pa/min 

A diferencial df de fé uma aproximação da variação Af de f. 

dV = —0,06667 m?, AV = —0,07267 m? 19.2 

=S? fax +2 fa fy xy — Se fyy 25 7 i 
P . 2 T 


4 
zm2 27. —7/45 


. (0,0,2), (1, 1, 1), (~1, —1,1) 31. (-5,-5,2) 

. mínimo relativo em (15, —8) 

. ponto de sela em (0, 0), mínimo relativo em (3, 9) 

. máximo absoluto de 4 em (+1, +2), mínimo absoluto de 0 em 


5 


(+v2, 0) e (0, +22) 
.edhihihbB = Ri : R> E R3 


(a) 9P/0L = caL” !KB, ƏP/ƏK = cpL”KË-! 


7 3.2 5.2 7.3 9%1-mn2 1. P? 


(a) 37/4 (b) valor exato = 28/3; diferença de 1/12 
21. 


(2,5,0) 


Volume = 20 


13. 0 15. 


1 
3 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


23. 


25. 


29. 


41. 1,381737122 43. primeira integral igual al, segunda igual a — 


Falsa; AA, é a área de uma região retangular dessas. 


5 p4 
Fasa; ff fæ yaa = f f fx, y)dydx. 
1d 
R 


2 
19 31.8 33. — 35.48 37.1-À 39, 1200 
am x 3 


de æ 
z: não 


D Exercícios 14.2 (página 1015) 


1 T 
1 & 3955 T 1/12 


2 px? 4 p2 
ow f f renda w f f fæ yaxa 
0 Jo o JJ 
2 p3 4 r3 
11. a f a Sn dyds+ f | f(x,y) dy dx + 
x + 


0+7)/2 
LE, fl, y)dy dx wf f fæ, y)dxdy 
(5—y)/2 


13. (@) É (b) 38 15.576 17.0 19. n 21. 2 

23. -1 25, 120088 

27. (b) (—1,8414; 0,1586), (1,1462; 3,1462) 
(c) —0,4044 
(d) —0,4044 


29. 2-1 31. 32 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 


1 p2x 
33. Falsa; | f(x, y)dy dx integra f(x, y) sobre a região entre os 
0 Jx2 
gráficos de y = x° e y = 2x com 0 < x < 1 e resulta em um número, 
2x 1 
mas | f f(x, y)dx dy produz uma expressão envolvendo x. 
x2 JO 


35. Falsa; embora R seja simétrica em relação ao eixo x, o integrando pode 
não ser. 7x P 
37. 12 39. 27m 41. 170 43. = 45. 2 


[v2 p2 e p2 
47. f f fœ, y)dxdy 49 Í f(x,y) dy dx 
0 y2 1 lnx 


x/2 psenx aa- ilé 8 
si f Í die id ga E qe 
0 0 8 3 


65. 0,676089 


57. (0 M)tgl 59.0 61. : -m2 63. 2°C 


»> Exercícios 14.3 (página 1024) 


37 x 57/6 p4sen 6 
Li 32 50 np 4— 11. 
6 54 0 Z T6 E f f(r, 0)r dr do 
x/2 m/2 pcos6 
13. sf f rv9-—r2drdo 15. 2 | (1 —r°)rdr do 
5 27 
n. “2, 9, mn E n, (I-cos9)r 25. 25 27.2 
3 32 16 8 8 
1 x 
29. 16 31. 5 (1 ) 3. (4/5 =1) 
2 VI +a? 4 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
35. Verdadeira; em coordenadas polares o disco é dado por 0 < r < 2, 
0<0<27. 
37. Falsa; está faltando o fator r no integrando: 


zj p2 

ff reoaa= f f te rarao. 
0 1 

R 


1 x 
39. mah 41. >+— 
5 t 2 


43. (a) $ra? (b) = 1,0831682 x 10°”! m? 45. 2a? 


»> Exercícios 14.4 (página 1036) 


Respostas dos exercícios ímpares R23 


1. 67 ne 5. 2x 7. 


11. (a) 


L DE ogy 


(b) z 


(c) z 


13. (a) x=uy=vz= 2 | 3u 2v 


15. (a) x=5cosu,y=v5Ssenu,z=v;0<u<27,0<v<l 
(b) x= 2 cos u, y = v, z = 2 sen u, 0 < u < 2m, 1 <v <3 
17. x= u, y = sen u cos v, z = sen u sen v 
1 


(b) x=u,y=vz=u 


19. x 


r cos 0, y = r sen 9, Z 


1+r? 
21. x= r cos, y= r sen 0, z 27? cos 8 sen 6 
23. x= r cos 0, y = r sen 0, z = v9 r2; r < 4/5 
1 1 3 
25. x= 1pcos6,y= Ipsen6,e— 2p 27. z = x — 2y; um plano 


29. (x/32 + (9/2) = 1; 2 < z < 4; parte de um cilindro elíptico 

31. &/3F + 0/4? = z3; 0 <z < 1; parte de um cone elíptico 

33. (a) x=rcos0,y=rsen0,z=r,0<r<2; 
x=uy=vz=vu2+v,0<uw+v<4 

35. (a) 0O<u<3,0<v<r (b)0<u<4,-m/)<v<r/2 

37. (a) 0<¢ġ < x7/2,0<0<2r (b) 0<ġ<mr,0<0<m 


2 2 
P E E 


39. 2x + 4y 7 3 
GT 55x 
6 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
47. Falsa; a área de superfície é S 


45. 


= ff JG, VEH, +1dA. 
R 


49. Verdadeira; veja a discussão que precede a Definição 14.4.1. 
51. 4ra? 55. 4n°ab 57. 9,099 

59. (1/02 + y/b} + (2/0) = 1; elipsoide 

61. (x/a? + (y/b) — (2/02 = — 1; hiperboloide de duas folhas 


»> Exercícios 14.5 (página 1045) 
183% 507.18 
15. 4 17. E 


9. m(m—3)/2 11. 4 13. 9,425 


N/1-a2 4-3y 
19. ca fo f F, y, z) dzdydx 
y 


—x2 J4x2+y2 


4— 3y2 
w f no f@, y, 2 dzdxdy 
N1-y2 J4x2+y2 
N1-x2 —x2 p4-3y2 
21. af Í T dz dy dx 
4x2-+y2 
3 pl/9-%2 qx43 
23. 2[ f Í dz dy dx 
-3 Jo 0 


R24 Respostas dos exercícios ímpares 


(b) z 
(0,9, 9) 


X 
6,9,0) 7 


(e) 


(1,2,0) 
x 

As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 


27. NVerdaderia, aplique o Teorema de Fubini (Teorema 14.5.1). 
29. Falso; 


1 N/1-x2 a/1—x2—y2 
i fæ»aav=f f f f(x, y,z)dzdy dx. 
o Jo 0 
G 


33. 3 35. 3,291 


a pb(-x/a) pe(l—x/a—y/b) 
37. (a) um exemplo ef I f dzdydx 
0 0 0 


2 N4-x2 5 
39. wf f f tay ddzdyax 
0 0 0 


9 n3-VZ 3-7 
b) { Í I f@,y,z)dzdydx 
0 JO y 


2 p4-x2 8—y 
(c) f Í f(x, y,z)dzdydx 
0 J0 y 


> Exercícios 14.6 (página 1056) 
om dr 
4 16 
5. A região é delimitada pelo plano xy e a metade superior da esfera de 
raio 1 centrada na origem; f(r, 0, z) = z. 
7. A região é a porção do primeiro octante que está dentro de uma esfera 
de raio 1 centrada na origem; f(p, 0, &) = p cos q. 


1 4 11ra? é 
o, EE n, 2y 13, E RD 
2 3 3 48 
322/2- 1 
19. na 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
21. Falsa; o fator 7? deveria ser r [Fórmula (6)]: 


Sff rez oav= fff f(rcos0,rsen6,z)r dzdr dð. 
G 


limites 
apropriados 


23. Verdadeira; G é a cunha esférica delimitada pelas esferas p = 1 e p = 3, 
os semiplanos 9 = 0 e 6 = 27 e acima do cone q = 7/4, portanto, 


x/4 2x 3 
(volume de o= [ff av = | f f p° sen ọ dp do dọ. 
E 0 0 1 ; 


y 
25. (a) (-84+3In3)In(V5 — 2) (b) fœ, y, 3) = ———; 
3 A A E 
G é acunhacilnidica lsrs 4y SOS TASS 
4ra? I3 — 
27. FÈ a, 2032D 
3 3 
> Exercícios 14.7 (página 1068) 
1. —17 3. cos(u— v) 5. x= ĝu - Jv y= au + Sua 
= 1 1 
ge SEO a 9.5 fds 
2 2 4/v—u v 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
13. Falsa; |3(x, y)/9(u, v)| = ||dr/du x dr/dv]|; calcular isso em (uo, vo) 
fornece a área do paralelogramo indicado. 
15. Falsa; 3(x, y)/9(r, 0) = r. 
17. ) 


(-1,0) (1,0) 
21. 2m3 23. 1-1sen2 25.967 27. —(1-cosl) 29. 22x 
24 
arc cotg (x/y), y £ 0 
SL U=4.0, y=0ex>0 
T, y=0ex<0 
v =x? + y?; outras respostas são possíveis 
33. u= (3/7)x — (2/71)y, v = (—1/7)x + (3/7)y; outras respostas são 
possíveis 


3. [n(v2+0-5] 39.2 4. 2m3 45. 21/8 


»> Exercícios 14.8 (página 1077) 


— B i Do 6 
1. M = 5,centro de gravidade (55%, $) 


3. M = a /8, centro de gravidade (84/15, 84/15) 
s. (64) 2-(4,1,)) 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
9. Verdadeira; lembre que isso foi visto na Seção 6.7, no Volume 1. 
11. Falsa; o centro de gravidade da lâmina é (x, y) = (M,/M, MM), em 
que M, e M, são os primeiros momentos da lâmina em torno dos eixos 
y e x, respectivamente, e M é a massa da lâmina. 


15. (os m) YA (320) 19. (4,1,1) 21. (Ł,0, 3) 
23. (3a/8, 3a/8, 3a/8) 
25. M = a/2, centro de gravidade (a/3, a/2, a/2) 
27. M = é centro de gravidade (0, É, $) 29. (a) (à. 5) (b) (5. 5) 
31. (1,177406; 0,353554; 0,231557) 
ZIT 35, mka 37. (0,0, Ama) 39 (40. 8) 


33, + 
4 
41. 3(a/8, 3a/8, 3/8) 43. (2— 2)m/4 45. (0,0,8/15) 


47. (0, 195/152,0) 51. ômalh 53. Sómh(a) — aĵ) 57. 2mabk 
59. (a/3, b/3) 


> Capítulo 14 Exercícios de Revisão (página 1081) 


3z \? 02)? 
3: (a ff aa o fff av o ff l+(—) +[— | dA 
dx dy 
R G R 
1 ql+N/1-y2 
S; [| f(x,y) dx dy 
0 Ji-1-y2 
7: @)a=2b=1,c=1;d=204=1,b=2c=2d=1 (bjê3 
1 
9. —— 13. 15. 1 (1 — cos 64) 
3 
[2n 17. à? 
1 p2 19. 3 
11. l / e*e dx dy 21. 327 
y 


2x pn/3 pa 
23. (a) f f f pt sen? ġ dp dọ do 
0 0 0 
2m p3a/2 pal-r? 
(b) i f / r° dzdr do 
0 0 r/ 


3 
"3a/2 Va22-x2-y2 
o f 
3 


(342/4)-x?2 
(2 + y’) dzdydx 
—3a/2 J —4/ (302 /4)-x2 )/x2+3y2/N'3 


1 
ne À ge” — 108/2) ~ 4,20632 29. 2x+4y-z=5 


25 ——. 
9 


33. (a) ! 


2(u + w) 
37. (0,0, h/4) 


b) 3(7In7—5In5—31n3) 35. ($,0) 


b Capítulo 14 Estabelecendo Conexões (Página 1082) _ 
Não fornecemos resposta de exercícios de Estabelecendo Conexões para os 
quais houver mais de uma resposta correta possível. Amostras de respostas 
destas questões podem ser obtidas na Internet. 

1. (b) 7 3. (a) 1,173108605 (b) 1,173108605 

4. (a) aesfera 0 <x? +y? +z? <1 (b) 4,934802202 (e) z?/2 


5. (b) 4,4506 6. $ra? 


»> Exercícios 15.1 (página 1092) 
1. (a) II (b) IV 3. (a) verdadeira (b) verdadeira 
5; y T: y 


(c) verdadeira 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
11. Falsa; o campo vetorial tem um componente k não nulo. 
13. Verdadeira; isso é o rotacional de F. 
15. (a) todos os x,y (b) todos osx,y 17. div F = 2x + y, rot F = zi 
19. div F = 0, curl F = (4007 — 12xy°)i + (14y°z + 3y9j 
(16x7º + 21y?z3k 


2 
21. div F = 

vx2+y2 +22 
27. d+yi+aj 
39. V- (kF)=kV:F, V: (F+G)=V:F+V:G,V:(¢F)= 
PV:F+Vo:F,V:(VxF)=0 47. (b) Ż2 +y =K 
dy 1 


=>, y=l K y 
dx e papai 


rotF=0 23. 4x 25.0 


49. 


Respostas dos exercícios ímpares R25 


> Exercícios 15.2 (página 1108) 
1. (9) 1 (b0 3.16 7.8 9. —28 
MV db 1 (93 
13. (a) 3 (b)3 (© 3 (d)3 

As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 

economizar espaço. 

15. Falsa; as integrais de linha independem da orientação da curva. 

17. Verdadeira; isso é a Equação (26). 

19. 2 21. i 23. 1— m 25.3 27. —1-— (7/4) 29.1-é 


63/17 1 Lo v17+1 1 
31. - In(4 17) — - n >> = -In(V2+1 
Da tatty- q In(V2 + 1) + 
1 7 1 3 x/2 6 
nos b) Z+ +Z 


Edil 4 5 tals 
33. (@@) —1 (b) -2 35.2 37.0 39.1-€! 41.643 


i 17/17 — 1 


43. 5karctg3 45.5 47.3% 49.3 s51 r 


53. (b) s= [ zoar (c) 47 55. à = —12 
Ç 


> Exercícios 15.3 (página 1120) 


2 2 
E xX a E 
1. conservativo, ġ = E + = +K 3. não conservativo 


5. conservativo, ġ = x cos y + y sen x + K 
9. —6 11.92 13.32 15. W=-} 17. W=1-€] 


As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
19. Falsa; a integral deve ser nula com qualquer curva fechada C. 
21. Verdadeira; se VÊ for constante, então q deve ser uma função linear. 
23. n2-1 25. ~ -—0,307 27. não 33. h(x)= Ce 


1 1 1 
35. =>-— +— bW 
did va" Je me v14 


1 
(0) W=0 
v6 
> Exercícios 15.4 (página 1127) 
1.0 3.0 5.0 7.87 9. —4 11. —1 13.0 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
15. Falsa; o Teorema de Green se aplica a curvas fechadas. 
17. Verdadeira; a integral é a área da região delimitada por C. 
19. (a) = —3,550999378 (b) = —0,269616482 21. ga? 23. }abto 
27. Fórmula (1) da Seção 6.1, no Volume 1. 29. 230 31. —37a? 


4 
33. (&, ) 35. (o 35) 37. ocírculo 2 +y2=1 39. 69 


> Exercícios 15.5 (página 1136) 
15 T "2 
1. 372 3g Seg T9 
As respostas das questões de Verdadeiro /Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
9, Verdadeira; isso segue da definição. 
11. Falsa; a integral é a massa total da lâmina. 


2 
13. (b) aali- VT 4 5 |> 3m quando r> 17 


(c) r(ġ, 0) = sen q cos Oi + sen ¢ sen 8j + cos dk, 
0<0<2x,0 < ¢ < 7/2; 


27 px/2 
ffa+oas= f f (1 + cos $) send dọ do = 37m 
o Jo 


17. (c) 47/3 


R26 Respostas dos exercícios ímpares 


9 (6 pa2-2x)/3 
19. (a) TE f f xy(12 — 2x — 3y) dy dx 
o Jo 


29 3 6—2z 
(ce) | | xz(12 — 2x — 4z) dx dz 
o Jo 


18,29 
5 


4 p2 1 ftri 

23. Í Í vala? ldydz; z f Í xzN1 + 4x dx dz 
0 1 0 1 

391/17 55 


15 3 


33. (0,0, 149/65) 35 2 auf 
. (0,0, A a 


27. énôo 29. 4(37/37-1) 31 M= êS 


39. 57,895751 


»> Exercícios 15.6 (página 1146) 
1. (a) nulo (b) nulo (c) positivo (d) negativo (e) nulo (f) nulo 


3. —80 5.30 7. 2007 9.4 11.27 13. m 15. 0 
17. 18m 19. 5 21. (a) 8 (b) 24 (ce) 0 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 

23. Falsa; a faixa de Möbius não tem orientação. 

25. Falsa; o volume líquido pode ser nulo porque através da superfície 
passa a mesma quantidade de fluido no sentido negativo quanto no 
sentido positivo. 

27. —3m 29. (a) 0 m/s 

33. (a) 47d 


(b) Okg/s 31. (b) 32/3 
(b) k=-3 35. a=2,3 


> Exercícios 15.7 (página 1157) 


4r 
| e e a 
3 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
5. Falsa; equaciona uma integral de superfície e uma integral tripla. 
7. Verdadeira; veja a subseção Fontes e Poços. 
2 4 
13. 1807 15. Z 17. Z 19, 608 
5 2 35 
21. 135m 23. (a) F=xi+yj+zk (b) F= —xi -— yj — zk 
33. nenhuma fonte ou poço 
; Tr 
35. fonte em todos os pontos exceto na origem, nenhum poço 37. ro 


9. 12 11. 3ma? 


D Exercícios 15.8 (página 1164) 
1.530 5.27 7.167 9.0 11. ra? 
As respostas das questões de Verdadeiro/Falso podem estar abreviadas para 
economizar espaço. 
13. Verdadeira; veja o Teorema 15.8.1. 


15. Falsa; a circulação é fe F-Tds. 


23 57 


3 1, 1 
17. (a) 5 (b) —1 (e) NA p air: 


> Capítulo 15 Exercícios de Revisão (página 1166) 
[=x 2-y 


Ja- +- y Vay 


dá d d 
7. (o f [Dent +00 vs |a 


b 
b) f FED, YVO EO dt 


11. 0 13. —7/2 17. (a) hœ) = Cx (b) gD=C/y 


3. 


5. i+j+k 


1 f8 
21. A=5 r? do 
Q 


23. f f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)lry X rs||dudv 25. sim 27.27 
R 


31. —8m 35. (a) conservativo (b) não conservativo 
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788-789 
deslocamento, 773, 791 
determinado por comprimento e ângulo, 
719-780 
determinado por comprimento e um vetor de 
mesma direção, 780 
em sistemas de coordenadas, 775 
iguais, 774 
magnitude de, 778 
na equação de uma reta, 809 
norma de, 778 
normal, 787, 972 
normal unitário principal, 869, 878, 1033 
normalização de, 779 
ortogonal, 787 
ponto de vista geométrico de, 774-775 
posição, 844 
produto misto de, 805 
projeção ortogonal de, 790-791 
tangente, 851 
unitário, 778-779 
unitário radial, 905 
unitário transversal, 905 
velocidade, 774 
zero, 774 
vetores iguais, 774 
vetores paralelos, 775 
Vinst» 136 
volume 
com funções a três variáveis, 906 
de sólido de revolução, 424-426 
líquido com sinal, 1002 
por camadas cilíndricas, 432-435 
por discos e arruelas, 424-426 
por fatiamento, 421-423 
por integral tripla, 1042, 1044 
sob uma superfície, 1002 
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Weierstrass, Karl, 101, 102, 527 
Wiles, Andrew, 275 
Wren, Sir Christopher, 699 
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zero, C2 
de função, 4 
zero absoluto, 988 
zona esférica, 448 
zoom, A5 
em aproximação de raízes, 117 


